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I. 

Versuch  einer  Tbeorie  der  homogenen 
Funktionen  des  dritten  Gerades  mit 

zwei  Varialbeln. 

Von 

dem  Herrn  Doctor  F.  Arndt 

Lebrer  an  dem  Gymnasiam  zu  Stralsund. 


Die  wissenschaftliche  Theofie  der  binären  quadratischen  for- 
men verdanken  wir  Gauss«  In  Rücksicht  auf  Allgemeinheit«  Ein- 
fachheit und  Reichhaltigkeit  ihres  Inhalts  gehurt  sie  unstreitig  zu 
den  schönsten  Arbeiten  dieses  grossen  Mathematikers.  Ausserdem 
enthält  der  fünfte  Abschnitt  der  Disquisitiones  Arithmeticae 
den  Anfang  zu  einer  Theorie  der  ternäten  Forinen  des  zweiten 
Grades,  durch  deren  Untersuchung  Gauss  nur  dahin  gelangen 
wollte,  der  Theorie  der  binären  quadratischen  Formen  eine  grös- 
sere Vollständigkeit  zu  verschaffen.  Die  Betrachtung  der  Formen 
von  höhern  Graden  und  mit  mehreren  Variabein  hat  Gauss  nicht 
zum  Gegenstand  seiner  Untersuchungen  gemacht,  wiewohl  er 
dieses  weite  Feld  der  Aufmerksamkeit  der  Geometer  angelegent- 
lichst empfiehlt.  Seitdem  ist  nun  zwar  die  Theorie  der  temären  qua- 
dratischen Formen,  namentlich  von  Dirichiet  und  Eisenstein, 
weiter  geführt  worden,  aber  über  die  binären  kubischen  For- 
men ist  meines  Wissens  bis  jetzt  nichts  veröffentlicht  worden. 
Die  folgenden  Blätter  sibd  der  Untersuchung  dieset  Formen  ge- 
widmet; was  hier  darüber  gesagt  wird,  ist  aber  nur  als  der  Anfang 
zu  einem  grösseren  Werke  über  diesen  Gegenstand  zu  betrachten. 

1.  Die  homogene  Funktion  des  dritten  Grades  mit  zwei  V#- 
Tiabe\n  f::is  aa^ -{-Söx^jf-i-Zcxy^'i-dy^  heisjst  eine  binäre  Form 
des  dritten  Grades,  indem  a,  6,  c,'  d  gegebene  ganze  (positive 
oder  negative)  Zahlen,  a:  und^  unbestimmte  Gröi^sen  bedeuten, 
denen  man  jedoch  nur  ganze  Werthe   beilegt.    Den  Coefficienten 
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des  zweiten  und  dritten  Gliedes  haben  wir  grosserer  Einfachheit 
we^en  den  Faktor  3  gegeben;  sind  diese  CoefBcienten  nicht  durch 
3  theilbar,  so  hat  man  nur  die  gegebene  Form  mit  3  zu  multipli- 
ciren,  und  die  resultirende  Form  statt  der  ursprungKchen  in  Be- 
tracht zu  ziehen.  In  den  Fällen,  wo  keine  Zweideutigkeit  entste- 
hen kann,  oder  wo  es  auf  die  Unbestimmten  a:,  y  nicht  besonders 
ankommt,  werden  wir  die  Form  f  kurz  mit  (a,  b,  c^  d)  be- 
zeichnen. 

*  

2.  Eiae  ganze  Zahl  M  wird  durch  die  kubische  Form  fz=iax^ 
-{■Zbx^y -{'Zcxy^-{-dy^  dargestellt,  wenn  der  Werth  der  Form 
=  ilf  wird,  inoem  man  statt  o?,  y  bestimmte  ganze  Zahlen   setzt. 

Jede  kubische  Form  kann  ohne  Unterschied  positive,  oder 
negative  Zahlen  darstellen.  Denn  wenn  f  für  x:=za,  y'=y  den 
Werth  M  erlangt,  so  erhält  diese  Form  für  a:= — a,  v  = — y  of- 
fenbar den  WeHh  —  M.  Nicht  verhält  es  sich  so  ro|t  den  binäreii 
quadratischen  Formen.' 


kürzer  auszudrücken,  durch  die  Substitution  a,  ß,  y,  d  übergeht« 
wo  Uy  ß,  y,  8  ganze  Zahlen  vorstellen,  so  sagt  man,  die  Form 
f*  sei  unter  der  Form  /  enthalten,  oder  auch,/"'  werde 
von  f  eingeschlossen.  Dieser  Bedingung  sind  folgende  Re- 
lationen zwischen  den  Coefficienten  beider  Formen  genau  gleich- 
geltend : 

a'  =  aa»  +  3ba^  +  Scay^  +  dy^, 

b*=aa^ß  +  ba{a8+2ßy)+cy(ßy  +2aS)  +  dy^, 

c'=  aaßl^  +  bß(ßy+'2aS)  +  cö^aö  +  2ßy)  +  dyd^, 

d'-aß^  +  3bß^8  +  ZcßS^+d8^. 

4.  Wenn  die  Form  f  unter /* enthalten  ist,  so  ist  jede  durch 
die  erste  Form  darstellbare  Zahl  auch  durch  die  zweite  darstell- 
bar. Wenn  nämlich  /^  den  Werth  ilf  erlangt ^  indem  man  den 
Variabein  x\  y*  resp.  die  besondern  Werthe  />,  q  beilegt,  und 
wenn  f  m  f  durch  die  Substitution  a;=aa:'  +  ^v',  y'=^yx' -{-Sy' 
übergeht,  so  ist  ersichtlich,  dass  f  durch  aie  Substitution 
xz=:ap-i-ßqy  y=yp  +  da  in  a^p^  +  Wp'^q  +  3c'^9*  +  d'q^  überseht» 
d.  h.  den  Werth  M  erlangt,  indem  man  denAariabeln  or,  y  diese 
eben  genannten  besondern  Werthe  ertheilt. 

Giebt  es  mehrere  Darstellungen  der  Zahl  M  durch  die 
Form  fi  so  entspricht  Jeder  derselben  auch  eine  bestimmte  Dar- 
stellung dieser  Zahl  durch  die  Form  f.  Sind  nuq  x'  =  p, 
i/:zzq;  x*^=-^p\  y'=g*  zwei  verschiedene  Darstellungen,  so  werden 
die  entsprechenden  x=^ap-i-ßq,  y=yp  +  8g;  x=  ap'-i-  ßq'^ 
jmtz yp* -^aq'  ebenfalls  verschiedene  sein,  wenn  nicht  ofJ— jSy  =  0 
ist,  wie  leicht  erhellt.  Mit  Ausnahme  dieses  Falls  giebt  es-  also 
mindestens  eben  so  viele  verschiedene  Darstellungen  einer  Zahl 
M  durch  die  Form  /*,  als  es  verschiedene  Darstellungen  von  M 
durch  die  unter  f  enthaltene  Form  f  giebt. 


Endlich  erhellt  aü^  den  GleiehuDgen  in  3.,  dass  das  grusste 
gemetnsehaftiicbe  Maass  von  a,  6(36)»  c(3c),  d  in  dem  groasten  ge- 
mehiJBchaftliehen  Maa38  von  a^  b'(^b%  c'(^&)  df  aufgeht,  wenti 
f  Qttter  /enthalten  ist* 

.  5.  Die  Substitutioti  a,  ß,  y,  d,  durch  welche  sich  f  in  f 
vetwandelty  heUusle  eigentlich,  oder  uneigentlich,  jenachdem 
die  Grosse  tnd — ßy,  welche  wir  durch  e  bezeichnen  wollen,  po- 
fittiv  oder  negativ  ist;  und  die  Form  f  schliesst  f  eigentlich, 
oder  uneigenthch  ein,  jenachdem  f  aus  /*  mittelst  einer  eigent- 
lichen oder  uneigentlichen  Substitution  erhalten  wird. 

/•  • 
Diese  Distinktion,  welche  zuerst  von  Gauss  über  die  qua- 
dratischen Formen  aufgestellt  worden,  hat  auch  in  der  Theorie  der 
kubischen  Formen,  ^ie  wir  sehen  werden,  wesentliche  Bedeutung. 

6.  Wenn  f  die  Form  /*,  f  die  Form  /*"  einschliesst ,  so 
schliesst  auch  /  die  Form  f^  ein ,  und  zwar  eigentlich  oder  un- 
^^entlicb,  jenachdem  die  beiden  ersten  Einschliessungen  einander 
äholich  oder  unähnlich  sind. 

Verwandelt  sich  nämlich  f  in  f  durch  die  Substitution. a,  ß, 
y,  8;  f  in  f^  durch  die  Substitution  «',  ß\  y',  5',  so  ist  ersieht- 
lieh»  dass  f  in  f  durch  die  Substitution 

tt«'  +  jS/,  a^^ß&\  yd!  +  Ä/,  y/3'+  55' 

filiergeht,  und  die  Grosse 

ist  positiv,  oder  negativ,  jenachdem  die  Factoren  ad— jSy,  a'd'— jSy 
gleiche  oder  verschiedene  Zeichen  haben. 

Hieraus  folgt  weiter.  Sind  f,  /*,  f,  f"y  etc.  beliebig  viele 
kubische  Formen ,  von  denen  jede  die  folgende  einschliesst,  so 
schliesst  die  erste  die  letzte  ein,  und  zwar  eigenrlich  oder  un- 
eigentlich, jenachdem  die  Menge  der  ihre  folgende  uneigentlich 
eiuschliessenden  Formen  gerade,  oder  ungerade  ist. 

7.  Die  Formen /*,  /*'  heissen  äquivalent»  wenn  jede  der- 
selben die  andere  einschliesst  In  diesem  Falle  sind  die  gross- 
ten  gemeinschaftlichen  Maasse  von  a,  6(36),  e(3c),  d  und  von 
a',  tnßh'),  &(^c*)y  d*  einander  gleich,  indem  jedes  derselben  in 
dem  andern  aufgehen  muss.  Ferner  folgt,  dass  aequivalente  For- 
men dieselben  Zahlen  darstellen,  und  dass  eine  Zahl  durch  eine 
der  Formen  auf  gerade  eben  so  viele  verschiedene  Arten  darge- 
stellt werden  kann,  wie  durch  die  andere. 

Geht  f  in  f  durch  die  Substitution  a,  ß,  y,  ö  über,  wo 
ad—ßy^=ef  so  geht  durch  die  Substitution  d,  — ß,  — y,  «,  /"'  of- 
fenbar in.  dieselbe  Form  über,  in  welche  sich  /  durch  die  Substi- 
tution e,  0,  0,  e  verwandelt  (6.),  also  in  die  Form  ae^,  be*,  ce^, 
.de').  Wenn  mithin  e= Jrl  ist,  so  geht  /^  in  f  dui^ch  die  Sub- 
stitution J:f ,  ^ß,  ^y,  db<^  über,  die  obern  oder  untern  Zeichen 
genommen,  jenachdem  6  positiv  oder  negativ  ist. 


Hieraiuf  ersieht  man ,  dass  sich  immer  oDendRch  viele  Formen 
/'  finden  lassen,  nekhe  einer  gegebenen  Form  /  aeqvivalent  sind. 
Denn  transformirt  man  /  dorch  eine  derartige  Substitation  a,  ß, 
Vf  d,  dass  a8^ßy=4:\  ist,  was  auf  unendlich  viele  Arten  mög- 
lich ,  so  gebt  die  roKultirende  Form  immer  in  f  zurück  durch  die 
Substitation  ^6^  ^ß,  7/,  J:«,  ist  folglich  mit  ^  ae^uiTalent. 
Und  jenachdem  a,  ß,  y,  d  eine  eigentliche,  oder  eine  uneigeotliche 
Substitution  ist,  wird  die  entsprechende  von  f  in  f  ebenHuls  resp. 
eigentlich,  oder  nneigentlich  sein.  —  Zwei  kubische  Formen 
heisseii  eigentlich  aequivalent,  wenn  die  eine  in  die  andere« 
also  auch  diese  in  die  vorbeigehende  durch  eine  eigentliche  Sub  - 
stitution  übergeht.  Einen  ähnlichen  Begriff  bat  die  an  eigent- 
liche Aeqaivalenz. 

8.  Die  elementare  Theorie  der  kubischen  Formen  hat  sich 
nun  folgende  Hauptprobleme  zu  ihrem  Gegenstande  zu  machen. 
P.  Es  ist  zu  untersuchen,  ob  zwei  gegebene  kubische  Formen 
aequivalent  sind,  oder  nicht,  und  im  ersten  Falle  werden  alle 
Transformationen  der  einen  Form  in  die  -andere  verlangt.  Aach 
werden  dabei  die  eigentlichen  Transformationen  von  den  uneigentti- 
cheii  gehörig  zu  unterscheiden  sein.  2^.  Dasselbe  Problem  ist  in 
Bezug  auf  die  Ein  Schliessung  zu  lösen.  3^.  ist  zu  untersuchen, 
ob  eine  Klassification  der  kubischen  Formen  möglich  ist,- 
oder  nicht,  und  im  ersten  Falle  sind  die  Umstände  zu  erwägen, 
von  w*elchen  die  Eintbeilung  in  Klassen  abhängt.  Man  soll  alle 
Darstellungen  einer  gegebenen  Zahl  31  durch  die  gegebene  ku- 
bische Form  /'=aa-^  +  36ar^+3cary*-|7  Jy*  finden,  falls  At  fiber- 
haupt  durch  diese  Form  darstellbar  ist. 

Es  ist  uns  gelungen,  die  drei  ersten  Problemel  in  aller 
Vollständigkeit  zu  lösen.  Das  vierte  betreffend,  hat  eine  völlig 
allgemeine,  und  den  praktischen  Anforderungen  zugleich  genü- 
gende Lösung  noch  nicht  erreicht  werden  können.  Doch  scheint 
es  nach  unseren  bisherigen  Untersuchungen,  dass  die  sich  noch 
darbietenden  Schwierigkeiten  ebenfalls  beseitigt  werden  können. 

Die  Vergleichnng  der  Resultale,  zu  denen  wir,  das  uns  vor- 
gesteckte Ziel  verfolgend,  gelangen  werden,  mit  den  entsprechen- 
den in  der  Theorie  aer  quadratischen  Formen,  zeigt  in  vieler  Hin- 
sicht eine  grosse  Verschiedenheit,  auf  die  wir  am  gehörigen  Orte 
aufmerksam  machen  werden. 

9.  Zunächst  werden  wir  eine  Bedingung  entwickeln ,  ohne 
welche  die  Aequivalenz  zweier  Formen  des  dritten  Grades  schlech- 
terdings nicht  statt  finden  kann. 

Verwandelt  sich  die  kubische  Form  /=r(a,6,e,cQ  in  die  ku- 
bische FoTmf==(n\b\&,d')  mit  Hülfe  der  Substitution  of,  ß,  y,  d, 
so  hat  man  die  in  3-  aufgestellten  Relationen  zwischen  den  Coeffi« 
cienten  beider  Formen.  Aus  diesen  leitet  man  nun  durch  Rech- 
nung folgende  Gleichungen  ab: 

A'=ze^(Aaa  +  2B«y+  Cyy) , 
ß'z=ze'^(Aaß  +  B(a5+ßy)  +  CyS), 
C!=:e^(Aßß  +  2Bß8fCdS);  . 


wo 

I 

ist,  and  A\B\  O  eine  analoge  Bedeutang  in  Bezug  auf  die  Form 
f  haben.    Mit  e  ist  die  Grösse  ceS^^ßy  bezeichnet,  wie  oben. 

Hieraus    folgt    der    Satz:    Wenn    die    kubische  Form 
^=(Of  6*  c,  d)  in  die  kubische  Form  f=z(a*,b^,  c/d^j  durch 


die  Substitution  a,  |S,  )f,  d  übergeht,  so  ist  6^=(ad— |3y)^ 
ein  gemeinschaftlicher  Theiler  von  A\  B',  O,  und  dfie 
quackatische  Form  (A,  ByC)  geht  in  die  quadratische 

(A*  B'    0\ 
~2''~2  ^  -2  jdurch  die  nämlicheSubstitution  über 

Setzt  man  ferner 

BB—ACzsD,  B'B'-A'C  =D; 

so  ist  nach  der  Theorie  der  quadratischen  Formen  --^=D^^,  folg- 
lich iy^rzDe^ 

Die  quadratische  Form  q>=(A,  B,  Q,  welche  im  Folgenden 
eine  so  grosse  Rolle  spielen  wird,,  soll  die  Charakteristik  ddr 
kubischen  Form  f=(a,  b,  c,  d)  genannt  werden.  Die  Determi- 
nante dieser  quadratischen  Form  Dz^zBB—AC  soll  Determi- 
nante der  kubischen  'Form  beisseo.  Man  findet  durch  Sub- 
stitution der  Werthe  von  Ay  By  C: 

/>= (6c— a€02-4  (66— flc)  (cc-bd) 
=  aa4f®-362c«  +  4ac»+4d[6»— 6a6rrf,* ' 

wo  D  unmittelbar  durch  die  Coefßcienteu  der  kubischen  Form 
fz=:  (a,  by  Cy  d)  ausgedrückt  ist.    Noch  merke  man : 

(o«d + 26»— 3a6c)^^4(66-cc)8— a«/)= 0 , 
{d^a  +  2c3— 36cd)*-4(cc— 6rf)3— da/>=0. 

Aus  diesen  Relationen  ersieht  man  1^.  dass  die  Deter- 
minante jeder  kubischen  Form  entweder  ^0  oder  ^1 
(mod.  4.)  ist,  mithin  keine  kubischen  Formen  mit  der  De- 
terminante 4A-f2  oder  4A-|-3  existiren,  und  2^.  dass  eine 
kubische  Form  von  negativer  Determinante  stets  eine 
positive  quadratische  Form  zur  Charakteristik  hat*). 


*)  Wir  nennen  hier  mit  Gauss  eine  quadratische  Form  qt-=.(Ay  B,  C) 
von  negativer  Determinante  BB-^AC  positiv,  oder  negativ,  jenachdem  die 
aaMem  Glieder  A,  C  positiv,  oder  negativ  sind.  Eine  Form  der  ersten 
Art  st^lt  nämlich  nur  positive,  eine  Form  der  lotsten  Art  nur  negative 
Zahlen  dar. 


Die  Grüsse  D,  deren  Werth  in  der  vorigen  Nummer  ob* 
gefreben,  bedingt  die  Natnr  der  kubischen  Form  we.«entlich.  Sie 
steht  auch  im  Zusammco hange  mit  der  Beschaffenheil  der  Wur- 
zln der  kubischen  Gleichung 

1  Mau  n-eiss,  dass   diese  Gleichuog    eine  reelle  Wurzel   und  zwei 

[  fanaginäre,  oder  drei  verschiedene  reelle  Wurzeln  hat.  jenachdem 

['  DpositiT,  oder  negativ  ist.     In  dem  Falle  i>^0  hat  die  Gleichung 

1  drei  gleiche  reelle  Wurzeln,  oder  zwei  gleiche   reelle  Wurzeln, 

jenachdem  Öli — oc— 0,  oder  fiö — uc>0  ist.      Man  kann  diese  Re- 

Kultate  aul  eine  sehr  einfache  Weiäe  aus  dem  bekannten  Sturni 'scheu 

Salze  über  die  algebraischen  Gleichungen  herleiten. 

11.    Id   Nr.  9.    fanden    wir  zniachen  den  Determinanten  der 


/■=(«,  *.  c,  d);  f  =  {a'.  b:  c-,  dO  ^g 

die  Relation  D'=D.e':  Wenn  also  f  unter  /  enthalten  ist,  so 
ist  die  Determinante  von  f  durch  die  Determinante  von  /'theilbur, 
und  der  Quotient  eine  sechste  Potenz.  Sind  mithin  f  und  f  ae- 
qnivalent,  so  tnuss  auch  umgekehrt  D  durch  D'  theilbar  sein, 
and  daraus  ersieht  sich  Di^D',  aS—ßy^+l,  d.  h.  aequiva- 
lenfe  kubische  Formen  haben  einerlei  Determinante, 
Dies  ist  eine  nothwendige,  aber,  wie  die  nachfolgeuden  Betracj)» 
tungen  lehren  werden,  nochkeinesn'egsau^reichendö,  Bedinguiu 
Aequivalenz  zweier  Formeu  des  dritten  Grades. 

12.     Sind 

/■=(o,  fi,  cd);  f=(a;  U,  &.  d') 

aequivalente  kubische  Formen,  und  mau  bezeichnet  irgend  eine 
Transformation  aus  f  m  f  mit  or,  ß,  y,  S,  so  ist  nach  fl.  «^— Af 
:=e=±l,  nach  9.  geht  mithin  die  quadratische  Form  (A,  B,  C) 
in  die  Form  {A',  B,  C)  durch  die  nämliche  Substitution  über, 
d.  h.  sind  zwei  kubische  Formen  aequivalent,  so  müs- 
sen es  ihre  Charakteristiken  auch  sein,  und  jenachdem 
die  Aequivalenz  der  ersteren  eigentlich,  oder  unel- 
I  gentlich,  wird  auch  die  der  letzteren  eigentlich,  od^f. 
nneigentlich  resp.  sein.  i^^H 

-13.    Die  kubischen  Formen  J^^H 

(a,  b,  c,  d);    l~a,  — 6,  — c,  —d), 

welche  offenbar  dieselbe  Charakteristik  haben,  werden  wir  con- 
träre  Formen  nennen.  Sie  sind  immer  eigentlich  aequivalent, 
indem  jede  derselben  in  die  andere  durch  die  Substitution  — 1, 
0,  0,  — 1  fibergeht,  welche  eigentlich  i.-^t. 


Die  kuliiactien  Fornieii  (er,  b^  c,  d)\  (a« — b;  c^ — d),^»ekbe 
offeulfaT  entgegengesetzte  Charakteristiken  haben  *)»  werden  wir 
entgegen geiS^tzte    Formen  nennen.      Sie    sind  stets     unei- 

§  entlich  aequivalenty  indem  jede  dergeUben  in  $e  iinder^  durch  die 
abstitution    1,   0,  0, — 1    u'bergefit,    welche  uneigentlich  ist.  — 
Ebenso  sind  (a,6,c,  rf);  >(— a,  6,  — c,  d)  entgegengesetzte  Formen. 

14.    Aufgabe.     Zu    beurtheilen/  ob    sf^ei    k«;biB4>be 
Formen  von    derselben  Charakteristik   eigentlich  ae- 
liquivalent  sind,  oder  nicht. 

Auflosung.    Die  gegebenen  Formen  seien 

f:=(a,  b,  €,d)',  f^{a',  b\  d,  «f), 

ihre  gemeinschaftliche  Charakteristik  9=:(^,  B^  C).  8lnd  f^  f* 
.eigentlich  aequivalent,  so  imiss  jede  eigentiicbe  Substitution,  durch 
welche  fiiif  übergeht,  unter  den  sämmtlichen  eigentlichen  Sub« 
stitutionen,  durch  welche  qt  \u  ip  übersehen  kann,  begriffen  sein 
(12).  Man  würde  mithin  alle  eigentlichen  Substitutionen  aus  q>  in 
9  aufstellen,  und  untersuchen,  ob  durch  irgen;d  eio^  oder  mehrere 
derselben  /  in  f  übergebe.  Fände  man  solche  Substitutionen. 
so  würde  frxAX  f  eigentlich  aequivalent  sein,  f^nde  man  keine,  so 
konnte -auch  zwischen  f^  f  keine  eigenitliche  Aequivalanz  statt 
finden. 

Eine  bekannte  eigentliche  Transformation  aus  g)  in  9  ist  1^ 
0,  0,  l;  iede  andere  a,  ß,  y,d  iöt  bekanntlich ••)  durcb  folgende 
Formeln  bestimmt,  wo  m  das  grusste  gemeinschaftliche  Maass  von 
A,  2Ä,  C;  T,  U  alle  Werthe  bedeuten^  w«clehe  der  Gleichung 
TT^DUü=mm   genügen  (D  ist  die  Determinante  von  q>  oder/): 

a==-(r— i?ü),/3=-  -  Cü,  Y=^AU,  d=zl-(T+ßU), 

Den  Inbegriff  der  sämmtlichen  Formen,  in  welche  f  durch  diese 
Substitution  übergeht,  und  welche  alle  unter  einander  eigentlich 
aecjuivalent  sind,  wollen  wir  durch  f^(a,byC,0)  bezeichnen.  Man 
bnaet  nun 

m«b = 6 1* + (2c^  -  6B— aQ  T*  t;+(d^«— 26  J  C^-ftÄ« +8*ße)  rC» 

+  (rf^Ä-c^»C-2ciljB» + 26^ÄC+6B»— aÄ«0  ü», 

m»c=cr»+ W.4+CB— 26C)  !raü+  (2d!^Ä— 2cJC^-cB«+oC«)Tü» 


*)    Entgiegengacetcte  «joailratiacbe  Formen  (focmae  oppoiitae)  neDiit 
Gana*  (i,  B,  C),  (A,^B,  C). 

**)  Diaq.  Arithin.  Sectio  V.  p.  181. 
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Beachtet  man  aber  die  folgenden  adB 

2bb^2ae=zA,  bc-^ad^B,  2cc-2M=  C 
fliesaenden  Relationen : 

80  findet  man 

<iß»—'ibAB-\-eJ?=iaD, 
ioBC-ibAC-bB' +dA*=3bD, 
aC»-2eAC-cBH^tdAB=^i&D, 
bC*—2cBC+dB*T=!dP; 

oÄ»-36.ABa+3cil»Ä— dJ«=  (aB-bA)D , 
dA^B-eA!^C-'2cAB»+2bABC+bB*-aB'C=:^bB-aC)D, 
dAB*^2cABC-cB' + bAC*+2bB^C^BC=(dA--eB)D, 

dB*-ScCBHSbBC*-a(P=(dB—cC)D', 

folglicb  durch  Substitution  dieser  Werthe,  wenn  man  noch 
T=ldT*^ZDTl]*),  ü'=iä(3r«  ü+ß  17») 

ff»  W* 

setzt; 

[1]  riiia=:aT'+(ÄJ-<iÄ)  ü', 

Imb = 6  y  -  (aC^bB)  ü', 

mc=cr'+(rf-4— cJB)  ü', 

.  Erhalten  7^,  V  in  diesen  Formeln  andere  Wertbe»  so  werden 
sich  die  entsprechenden  Werthe  von  (t,  b»  c,  0  ebenfalls  ändern« 
Setzt  man  nämlich  zur  Abkürzung 

bA-^aB^ffy  -^aC+bBzzzcA-bB^h,  dA-eB::^cB^bC=::i, 

-^oC+dBzrzk; 
so  ergiebt  sich 

2(bg-ah)=AA,  cg^-ai—AB,  dg—ak=:WB^^AC; 

'Hch-bi)i^Aa  dh-bkz=Ba  %di-ck)  =  CC, 
und 


jj4Cl7'=m(bc«c6) 
|cCü'=:iii(cd— Oc) 


^^^  l^AAr=mi(bg-ah) 


ABr=m{cg-^ 

^ACP^mich-bi) 
^BCr^m(Oh-bk) 

|ccr'=wi(e>»-<A). 

In  diesen  Formeln  werden  die  CoefBeienten  von  V,  T'  nicht 
sämmtiich  verschwinden,  wenn  kubische  Formen  von  der  Deter- 
minante Null  ausgeschlossen  werden;  unter  dieser  Vorausset^wg 
erhalten  also  T',  c7' ganz  bestimmte  Werthe,  sobald  man  fttr  (^ 
b,  c,  0  bestitnmte  Werthe  gesetzt  hat  Hieraus  folgt  nun  die 
obige  Behauptung.  Depn  wenn  nach  den  Formeln  [1]  die- 
selben Werthe  von  a,  b,  c,  Ö  zu  den  beiden  Systemen  P,  U\ 
T",  V^  gehörten»  so  mussten  sich  umgekehrt  aus  diesen  Werthen 
von  a,  b,  c,  Ö  zwei  Paar  Werthe  von  T*,  ü'  ergeben,  was  oiit 
den  Formein  [2]  und  [3]  im  Widerspruch  ist. 

Wenn  nun  die  Form  f  mit  f  eigentlich  aequivalent  Ist,  so 
muss  sie  mit  einer  der  in  [1]  entnaltenen  Formen  identisch  sein» 
und  umgekehrt. 

— 4/> 

Ist  D  ein^Quadrat»  oder  negativ  und  >i,  so  ist  bekannt- 

lieh*) 

T==^,-m;  175=0,0; 
woraus  folgt' 


*)    Disq.  Artthm.  Sectio  V.  art.  179. 


10 

r  =  m,'-m;  t7'=ü,0 

— 4/> 

resp.  —    Wenn =4,  so  ist  - 

■^  Htm 

T=^iii,-fit,  0,  0;  C7i=rO,  0,-1,1 ;  • 

woraus  folgt 

r=iii,-m,0,0;  ü'=a,0,l,— 1 

4/> 

resp.  —  ist  endlich ?=3,  so  .hat  man  die  Werthe 

■^  WM» 

r=»i,  —2^  ^2^*  17=0,— 14; 

fOr  weiche  T'^itny  ü'z=0,  und  die  Werthe 

1      ] 

ir=7-m,  2^3  ^m,  D=0,  1,^1; 

(8r  weiche  7^=— *m,  I7'=0  resp.  wird.  'Snbstituirt  man  diese 
Werthe  in  [1]»  so  ersieht  sich  folgendes  Theorem,  durch  weiches 
unser  Problem  für  &e  quadrä^sdie  und  negative  Determinante 
erledigt  ist: 

c 

I.    Wenn    die    Determinante   D  quadratisch,    oder 

— 4/)>4 

we&n  sie  negativ  und ^  ist,   so    ist    zur   eigent- 

°  mm   "7* 

lictien  Aequival^oz    der    kubischen   Formen  /,  jf*  von 

demselben    CharaMeristik  (^,  B,  C)    nothwendig  und 

afusretchend,  dass  sie  entweder  identisch  oder  contr'äT 

sind. 

>  .  •  - 

— 4Ö 

IL    Wenn  D  negativ  und  — zr^=4»  so  Ist  zur  eigent- 

ffiffi.  ^ 

liehen  Aequivaienz    der  kubischen  Formen  ff  noth- 

wendig  und  ausreichend,  dass  die  Form  y*  mit  ^iden* 

tische  oder  conträr,  oder  mit  der  Form 

/l      1  .   1  .    l-\ 

^     \m^'  m      m     m  / 

id'e&tisch  oder  conträr  sei,  wo 

[4]..^=:M— oB,  h—cA-bB,  i=dA-^B,  k^dB^-cC 

sibB-aC,    =cB-^C, 

III.  Ueberhaupt  werden  die  nothwendigen  und  ausreichenden 
Bedingungen,  damit  /*  mit  j^  eigentlich  aequivalent  sei,  folgende 
sein:  P.  Wenn  in  aen  Gleichungen  [1]  a,b*,c',  d*  an  die  Steile 
von  a,  b,  c,  ^  gesetzt  werden,  so  müssen  sich  :fur  T^  U'  ganze 


11 


Wertbe    ergeben.      2^.  Diese  Werthe    müssen    die :  Glricbang 
T^^DÜ*^=m^  befriedigen.    3^.  Aus  den  Gleicbungen 


[5]...r~(T3  +  3Z>TÜ*), 


diese 


müssen  «ieb  eanse  Werthe  von  P,  ü  ei^ben,    imd  4^.    di 
mfissen  die  Gleichung.  T^DÜ^vfl  befriedigen. 

Sind  jnun  aber  die  Gleichungen' [5]  erfilllt,  und  ist  ausserdem 
7^-/>ü'«=iii»,  so  kommt 

A(7*+fiD!r»ü«+9/)«r«t74)-.  —^(^Df*m+fiJD^T»V*+D*Uf^  ■■ 


folgKch  T'^AtPssm^^isbe^tmt  die  vierte  li^dingung  von  se|^strori' 

ZweiteniSy' wenn  die  Gleichungen  [1]  erfüllt  sind«  so  muss.voir 
selbst  1**— JDI7'*=«i*  werden«    Denn  aus  [1]  folgt 

©...m«(bb-«c)= (AÄ— ac)  T^  f  (2bh—ai—cg)  P  ü' +(AA-^')  Ü", 
ito<^bc-aö)Lii(6c-a<0*^+(«+*A--rfi^-a*)y'ü'+<«-^A^ir*; 

Da  nun   fsrXa,  b,  e»  d)  durch  die  Substitation  a»  ß,  y»^  üä 
f=:(a,  b,  C  0)  übergeht,  so  hat  man  (9), 

2M>— 2ac=3f,  *c-aö=©,  2cc— 2W>=C 

gesetzt,  so  dass  (%  23,  C)  die  Charakteristik  von  f  ist : 

2i=zAa(t+2Bay^Cfyyy 

C =-4/3/3 +2Ä/SÄ+05& 

Da  ferner  q>^Xä,  B,  Q^^ch  djie  nämliobe Substitution  in  sich 
selbst  übergeht,  so  hat  ni/n  auch,  / 

.     A^Awt  +  2&iY+Cyy, 

B^Jäaß+Bihd+ßyHOfö, 
C==Aßß+2BßS+CM; 

folglich  kommt  H—A,  J^=B,  €=C,  d.  i. 

[6]....bb— ac=  66— ac,  bc— aö=6c— arf,  cc— bössce— 6d. 


J- 


1*^ 

.:  Es/findet  sich  weiter  aus  [4] 

2ÄA— «i-cflr=0,  6t+cÄ-i^aA==ö,  2c^<U— 6A;=0. 
Substituirt  man  diese  Werthe  [6]  und  [7]  in  0^  so  kommt 

(Xr^—D  ü'a-m«) =0; 

foieli^  f^-/>C7'^-m>=:0,  in^em  Wir  annehmen,  dass  A,  B,  C 
nicht  sSmmtlicIi  verschwinden^  ^der  den  Fall,  in  welchem  die  De- 
terminante der  Formen  f,  f  verschwindet«  ausschliessen.  Mithin 
ftflt  die  zweite  Bedingung  auch  fort. 


dass  ate  den  Gleichungen  [5J  ganze  Werthe  von  T^  ü  fliessen. 
Zu  bemerken  ist«  dass  sich  aus  den  Gleichungen  [t]  durch  Elimi- 
nirnng  von  T,  U'  zwei  Bedingungsgleichungen  ergeben«  die  aber« 
wie  man  finden  wird«  von  selbst  erfüllt  sind 

Ist  die  Determinante  nun  positiv  und  nicht  quadratisch«  wel- 
cher J'all  allein  noch  übrig  blieb«  so  bezeichne  man  die  sfimmt- 
lichen  positiven  Werthe  von  T,  U,  welche  die  Gleichung 
T* — I>|/B=m^ befriedigen, durch ^,tfi;  ^««a4;t%»  u. s. w.«  se  dass 
^,tfi  die  kleinsten  Werthe  (yii«0  ausgenommen)«  die  übrigen  nach  ihrer 
Grosse  aufsteigend  geordnet  sind.  .  Setzt  man  T=:izU9  Uz:z±up; 
so  kommt  nach  ß] 

Nun  ist  bekanntlich*) 


folglich 


')    Disq.  Arithm.  Sect.  V.  art.  200. 
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» 

d.  h. 

Hiernach  ist  die  eigentliche  Aequivalenz  zweier  kubischen 
Formen  f=z(a,  6,  c,  d);  /*=(a',  6',  c',  d')  von  derselben  Charak- 
teristik q>=z(A,  Bf  C)  bei  positiver  nicht  quadratischer  Determi-^ 
Dante  D  nach  folgender  Regel  zu  benrtheiien: 

■ 

Man  mache 

AB  ü' = m(a'c-c'a)  ABT=  m(&g-^a'{) 

(2ÄÄ— g^O  ü'^zmiafd-iVa)        {^BB^AC)T=zm{dfg-^'k) 

BCÜ'=  fn{b'd-db)  BCT=m(d'h-b'k) 

^CCP'=m(&dr-d'c)  \cCT=m(d'i-d  k) 

1 

ondberechne  mit  Hülfe  irgend  zweier  dieser  zwölf  Glei- 
changen  T^  und  17'.  Findet  man  gebrochene  Werthe, 
so  sind /; /^  nicht  eigentlich  aequivaient.  Findet  man 
aber  ganze  Werthe,  so  berechne  man^weiter  die  suc- 
cessiven  Werthe 

±<o,  tto(d.  i.  ±»i,0);  ±^,±«3;  ±<6»+«<6;  ±<i»±w«,  u-  s.  w. 

Finden  sich  keine  mit  den  bekannten  Zahlen 
T^  CP  übereinstimmende  Werthe>  so  ist  keine  eigent- 
liche Aequivalenz  zwischen  f^  f  vorhanden^  findet  sich 
aber  I"=44'*,  ü'=db«3v?  wo  die  Zeichen  sich  nicht  auf 
einander  beziehen,  so  sind  die  Formen  f^  f  eigentlich 
aequivaient. 

Die  Berechnung  obiger  Werthe  wird  wohl  am  zweckmässigsten 
nach  folgenden  Formeln  gefuhrt: 

[11] .... <i~«,»  +  3Z><iV),  ti,=^,(3tiatii +!>«,») 


14 

1  '  1 

15.  A^ufgßbe,  ^vf^x  kublscRe Formen  von  derselben 
Charakiötidtik  seien  eigentlich  aequivalent  Man  soll 
alle  eigentlichen  Transformationen  der  einen  in  die  an- 
dere finden. 

Auflösung.  Aus  den  in  14.  angestellten  Betrachtungen  er- 
giebt  sich  leicht  folgendes  Verfahren: 

— 4/> 

I.    Wenn  D  quadratisch,  oder >4,    so  gieibt  es  eine 

eigentliche  Transformation  aus  f  in  /^^  nämlich  I,  0»  0»  1,  wenn 
f  mit  /"identisch;  — 1,0,0,  —  1,  wenn  /'  mit  der  contr^ren  von  f 
identisch  ist 

—4/) 

IL    Wenn =3,  so  giebt  es  drei  eigentliche  Transfer- 

Wim 

mationen  aus  /  in  fi  nämlich 

». 

I,  0,  0,  1 

~  2  +  TO^' TO^' ~m"^' ""2  —  m^ 

1      1  11  11 

~2"~OT^'  ~rt*"  ,«"*'  ~2 +m   ' 

wenn  f  mit./*  identisch  ist;  dagegen  drei  andere,  welche  durch 
Veränderung  aller  Vorzeichen  in  den  vorhergehenden  Transforma- 
tionen entstehen,  wenn  f*  mit  f  conträr  ist. 


i  < 


,— 4Z>  . 

HL    Wenn  — =4,  so  giebt  es   eine  eigentliche    Trans- 

mrß  .  . 

formation  aus  f  und*/^;  diese  ist 

1,  0,  0,  1,  wenn  f  mit  f  identisch; 
—  1,  0,  0, — 1,  wenn  /'  mit  j^  conträr; 

identisch  ist. 

IV.  Wenn  endlich  D  positiv  und  kein  Quadrat  ist,  so  giebt 
es  eine^  eigentliche  Transformation  aus  /  in  f;  Um  dieselbe 
kennen  zu  lernen,  bestimmt  man  nach  [9]  und  [10]  die  Zahlen  P, 
ü',  deren  numerische  Werthe  mit  t^v»  Mar  libereinstimmen  wer- 
den; man  nimmt  ferner  die  numerischen  Werthe  von  7\  U  den 
Grössen  U,  Uv  gleich,  ihre  Zeichen  mit  denen  von  T\  U  übereiu- 


la 

stimmend.    Hat    man  solchergestalt   T,  17  gefvndeii.|^  fco  ist  die 
gesuchte  eigentilohe  TranisfoniKttioii  aus  f'^f  folgta»: 

Vi.  Aufgabe.  Zu  beiirthellen,  ob  zwei  g^^ebene 
kubische  Formen  überhaupt  eigentlich  aequivalent 
sind. 

Auflosung.    Die  gegebenen  Formen  seien 

ihre  Charakteristiken  • 

9=(J,  Ä,  C);  9'  =  (^'.  Ä'*  O).      ^ 


Man  untersuche,  ob  die  quadratischen  Formen  q>,  a'  eigentlich 
aeqnivalent  sind,  oder  nicht  (Disquis.  Arithm.  art.  173.  19d1  207.). 
Findet  man  (p  und  g>*  nicht  eigentlich  aequivalent ,  so  *■  kt^noen  f,  p 
es  auch  nicht  sein  (12).  Vorausgesetzt  aber,  dass  zwischen  9,  9' 
eigentliche  Aeauivalenz  statt  finde,  in  welchem  Falle  die  Deter- 
minanten von  f^  f  gleich  sein  werden,  so  suche  man  irgend  eine 
eigentliche  Transformation  aus  9  und  cp'  (Disq.  Ai^ithm.  art.  178* 
1^.  208.),  weiche  wir  mit  cf,  /^,  y,  0  bezeichnen  woUen,  und 
transformire  die  Form  f  durch  diese  Substitution  in  eine  andere 
kubische  Form  f=0^»  b,  C,  0),  welche  mit  /  eigentlich  aequiva- 
lent sein,  und  die  Charakteristik  9'  haben  wird.  Nun  untersuche 
man,  ob  die  Formen  f  und  f^  welche  dieselbe  Charakteristik  qif 
haben,  eigentlich  aequivalent  sind,  oder  nicht  (14);  jenachderii 
der  erste,  oder  der  zweite  Fall  statt  findet,  wird  f  mit  f  teaipi 
eigentlich  aequivalent  sein,  oder  nicht 

17.  Beispiel  für  die  positive  Determinante.  Gege^ 
beo  seien  /=:(3,— 2,0,6);  /»=:(2247,  1415,  891?  661).  Man  findet 
^=(8,-18,  »4);>'^(296,  »98,  132);  Z>=132;  folglich  haben/,/ 
dieselbe  Determinante.  9  und  9)'  sind  nun  eigentiich  aequivalent, 
und  eine  eigentliche  Transformation  aus  ^  in  9'  ist 

a, /J,  y,  a=89,  63,  24,  17*); 

hierdurch  findet  sich 

f=(a,  b,  c,  e>)=a057227,  748235,  529551,  374781). 

Um  die  Aequivalenz  von  f  und  f  zu  untersuchen,  hat  man  nach  14. 


*)  Nach  der  Gauss'schen  Methode  berechnet  mit  Hälfe  dor  Reihe 
angrenzender  Formen  (8,-18,  24);  (24,-6,-4);  (—4,  10,  8);  (8,6,-12)$ 
f-12;  6,  8);  (8,  10,-4);  (-4,  10,  8)5  (8,  -10,  -4);  (-^,  -2,  tÄ), 
(31»  166,  la^);  (132,  —198,  296);  (296,  198,  132). 
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wo  o'=bJ'— äff,  A'  =  C-4'— bff^  »1  =  4  Ist.  Es  kommt 
T'ä-- 194396,  ü'= 16920.    Die  Gl.  Tf— lß2üJ7=  16  ist  mit 

QY—^  t7«=4  einerlei,  deren  kleinste  Werthe  |^ss46,    t7=8, 

fol^lieh  r=92,  17  =  8  die  kleinsten  pos.  Wurzeln  von 
JT— 132  1717=16,  also 

<j :  tfi  =92 : 8,  ^  :  t%  =  194396 :  16920. 

Die  gegebenen  Formen  sind  mithin  eigentlich  aequivalent,  und 
die  emzig  mögliche  eigentliche  Transformation  aus  f  in  f  ist  5^ 
8,  8,  5.  ^ 

18.  Aufgabe.  Zwei  gegebene  kubische  Formen 
seien  eigentlich  aequivalent.  Man  sucht  alle  eigent- 
lichen Transformationen  der  einen  in  die  andere. 

• 
Auflösung.  ^  und  f*  seien  die  gegebenen  Formen;  q>  und. 
<p^  ihre  Charakteristiken,  welche  eigentlich  aequivalent  sein  werden« 
Irgend  eine  eigentliche  Transformation  aus  q>  in  g>^  sei  a,  ß,  /,  d, 
und  f  durch  diese  Substitution  in  f  transforinirt  f  und  f*  werden 
ebenfalls  eigentlich  aequivalent  sein.  Bezeichnet  nun  p,  q,  r,  9 
den  Inbegriff  tiller  eigentlichen  Transformationen  aus  f  m  A 
tvelche  nach  15.  bestimmt  werden  können  (indem  f  und  f'  dieselbe 
Cbmkteristik  haben),  so  behaupte  ich,  dass 

(5)....ap  +  j3r,  aq  +  ßs,  yp  +  ör^  7q+ii 

der  Inbegriff  aller  eigentlichen  Transformationen  aus  f^f  sein 
werde. 

Beweis.  Oa/'inf  durch  die  Substitution  a,  ^,  y,  d;  f  in  f* 
durch  die  Substitution  p,  o,  r,  s  übergeht,  so  geht  f  m  f  durch 
die  Substitution  (5)  über  (6).  —  Umgekehrt,  bedeutet  txf,  ß'^  /  i' 
irgend  eine  eigentliche  Transformation  aus  f  in  /*',  ,so  kann  sie 
unter  der  Form  (5)  dargestellt  werden.  Denn  aa  f  in  /^  durch 
Sf—ßf—Y»  a  (7);  A  »n  /*  durch  «',  ß',  /,  5'  übergeht,  ao  geht  f  in 
f  durch 

p,  q,  r,  4=Ja'-/3/,  öß^-ß&,  -.y«'+«/,  — yj3'+aÄ' 

über  (6.);  hieraus  ergiebt  sich  aber 

a'=a;t>  +  jSr,  ß'zzzaq  +  ßs,  /=:)7>+dr,  ö'=yq  +  6s,   q.  e.  d. 

19.  Die  Anzahl  der  eigentlichen  Transformationen  aus  f\nf 

ist,  wie  in  15.,= 1,  wenn  die  Determinante  D  ein  Quadrat,  oder 

-4/)  >4 
wenn ^--4»  oder  wenn  D  positiv  und  nicht  quadratisch  ist. 

4/) 

Dagegen  ist  die  Anzahl  dieser  Transformation  :=3,  wenn  — ^— ±=3  ist. 
°  °  .  mm 
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Ueberblickt  man  die  bisher  entwickelten  Resultate,  so  sieht 
man,  dass  die  Untersuchung  der  Aequivalenz  zweier  kubischen 
Formen  der  Hauptsache  nach  von  einer  gewissen  Determinante 
and  von  einer  gewissen  quadratischen  Form ,  die  wir  Charakteri- 
stik genannt  haben,  abhängt.  Auf  diese  Weise  wird  die  Unter- 
suehiing  in  das  Gebiet  der  quadratischen  Formen  gezogen,  und 
die  Aequivalenz  der  kubischen  Formen  kann  ohne  alle  Keduc- 
tion  derselben  beurtheilt  werden,  auf  welche  es  in  der  Theorie 
der  quadratiscnen  Formen  gerade  ankommt.  In  der  letztem  bie- 
tet bekanntlich  die  positive  Determinante  grossere  Schwierigkeiten 
dar,  als  die  negative  und  quadratische;  gerade  so  ist  es  in  der 
Theorie  der  kubischen  Formen.  Die  Anzahl  der  eigentlichen 
Transformationen  einer  quadratischen  Form  in  eine  andere  mit  ihr 
eigentlich  aequivalente  ist  bei  positiver  Determinante  unendlich; 
während  es  In  diesem  Falle  nur  eine  eigentliche  Transformation 
einer  kubischen  Form  in  eine  andere  giebt.  Dies  ist  ein  sehr  be- 
merkenswerther  Umstand. 

20.  Aufigabe.  Zu  beurtheilen,  ob  zwei  gegebene 
kubische  Formen  uneigentlich  aequivalent  sind,  oder 
nicht,  und  im  ersten  Falle  alle  uneigentlichen  Trans- 
formationen der  einen  Form  in  die  andere  zu   finden. 

Auflösung.  Die  gegebenen  Formen  seien  f=ia,  6,  c,  d); 
fz=:(qf,  6',  &,  a%  und  fi^  die  Entgegengesetzte  von  f*,  also  etwa 
fyzzz^aff'^b^,  c'i^df).  Die  Formen  f^j*  werden  uneigentlich  ae- 
quivalent sein,  oder  nicht,jenachdem/'und /i  eigentlich  aequiva- 
lent sind,  oder  nicht    Dies  erhellet  leicht. 

Sind  nun  f^  f  uneigentlich  aequivalent  gefunden,  so  suche,man 
alle  eigentlichen  Transformationen  ,aus  f  in  fx  (18.),  deren  Inbe- 
griif  mit  tf,  /?,  y,  ^  bezeichnet  werden  mag.  Dies  vorausgesetzt, 
wiTjd  «»—ft  y*— ^  der  Inbegriff  aller  uneigentlichen  Transformatio- 
nen aus  finf  sein. 

Sind  ff  f  auf  beiderlei  Weise  aequivalent,  so  kann  man  so- 
wohl alle  eigentlichen,  als  alle  uneigentlichen,  Transformationen 
va&fvDLf  &den. 

Die  Anzahl  sämmtlicher  Transformationen,  der  eigentlichen 
und  uneigentlichen,  kann  die  Zahl  6  nicht  übersteigen. 

• 

21.  Das  erste  der  in  in  8.  aufgestellten  Probleme  ist  durch 
die  bisherigen  Untersuchungen  vollstöndig  erledigt.  Wir  wenden 
one  zur  Klassification  der  kubischen  Formen,  und  schicken 
folgende  Bemerkung  voraus. 

Ist  /^=(a»  6,  c,  d)  der  I  nbegriff  aller  kubischen  For- 
nen,  jderen  Charakteristik  immer  dieselbe,  nämlich 
9^(il,  Ä  C)  ist,  so  wird  (o,  —6,  c,- — d)  der  Inbegriff 
ftller  kubischen  Formen  sein,  welche  die  Entgegenge- 
setzte von  9,  nämlich  9'=(^,— Ä,  C),  zur  Charakteristik 
haben. 

Tkeil  XVn.  2 
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Beweis.     Es  seies 

sämmtlich  Formen  von  der  Charakteristik  9),  deren  un- 
endlich viele  sein  können.  Verändert  ignan  überall  'die  Zeicheo 
der  zweiten  und  vierten  Coefficienten,  so  erhält  man  offenbar 
lauter  Formen  von  der  Charakteristik  q>\  —  Umgekehrt j  jede 
Form  von  der  letztern  Charakteristik  (p,  q,  r,  s)  muss  aas  irsend 
einer  der  Formen  fy  f,  f"  11,  s.  w.  durch  Veränderung  des  Vor- 
zeichens im  zweiten  und  vierten  Coefficienten  entstehen.  Denn 
ip> — 9*  '*' — ^)  ^^^  ^>^  Charakterii^tik  ^,  folglich  muss  diese  Form 
mit  einer  von  der  folgenden  f,  f,  f",,..,  z.  B.  mit  jf^,  identisch 
sein,  also  (p,  — g,  r,  — s)=^(a",  b",  c^,  d"),  folglich  auch  (pt  q, 
r,  s)^(a'',  -6",  r^  -d"),  q.  e.  d. 

Die  Aufgabe ,  alle ,  kubischen  Formen  mit  gegebener  Charak- 
teristik g}={A,  B,  C)  zu  finden,  wo  B  nicht  null  ist,  lässt  sieh 
also  immer  auf  den  Fall  reduciren,  wo  B  positiv  ist  Denn,  wäre 
B  negativ,  so  würde  man  die  Formen  von  der  Charakteristik 
(i4,  — B,  C)  suchen,  wo  — J5>0,  und  die  Vorzeichen  des  zwei- 
ten und  vierten  Coefficienten  verändern. 

22.  Aufgabe.  Es  sei  (p==(A,  B,  C),  eine  gegebene 
quadratische  Form,  in  welcher  die  äussern  Glieder 
A,  C  gerade  sind,  und  B  positiv  ist.  Man  verlangt 
alle  kubischen  Formen,  welcne  die  Form  <p  zur  Charal* 
teristik  haben. 

Auflösung.  Nehmen  wir  zuvorderst  an,  dass /'=(a,  b,  e,  cQ 
eine  solche  Form  sei,  und  sehen,  was  daraus  folgt.  Man  wird 
folgende  Gleichungen  haben,  welche  den  Begriff  der  Charakteristik 
feststellen:  ' 

^=266— 2ac,  B=hc—ady  C=2cc--'1bd. 
Aus  diesen  Gleichungen  leite  ich  durch  Rechnung  die  folgenden  ab : 

l^^^l  /  \AA^Abb-'^Bab  +  da, 

)BB-*^AC=Abd''B{bHad)^Cac, 

^CC^Add^'lBcdi^Ccc ; 

d.  h.  wenn  f={n,  b,  c,  d)  eine  kubische  Form  ist,  deren 
Carakteristlk  cp=:(A,B,  C),  so  geht  die  quadratische 
Form  (A,  '—  B,  C)  durch  die  Substitution  6,  rf,  a,  c  in  die 
quadratische  Form 


QAA,ßB^^AC,  Icc) 


über. 
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Umgekehrt,   wenn  die  Gleichungen    [12]  erfilllt  sind«   so  isl 
teeh  der  Theorie  der  quadratischen  Formen 

d.  i. 

B^  (BB-^AC)=iBB^AC)  (jbc'-adf, 

fol{(lich,  wenn,  wie  wir  hier  immer  auDehmeri,  BB—AC,  d.  h.  die 
Determinante  von  9,  nicht  verschwindet«  bc — ad=-i'B,  oder  = — B. 
Könnte  man  nun  die  Zahlen  a,  6b  e,  d  so  bestimmen,  dass 
die  Gleichungen  [12]  befriedigt  würden,  und  6c — oiJ  positiv,  mithin 
sz-i-B  wfirde,  so  hätte  man  eine  Form  f=(a»  by  e,  d)  vjon  der 
Chiirakteristik  q)  gefunden. 

Denn  es  findet  sich  aus  [12] : 

A(cA--2bB+aO=0. 

B{cA'--2bB+aC)+^A(dA'-2cB+bC)=zO, 

BidA-^QcB+bC)  +^C(cA-2bB+aC)z=0*). 

Virenun  Cil— 26^4- aC  nicht  null,  so  miisste  nach  der  ersten 
md  dritten  dieser  Gleichungen  A=0,  i?=0,  mithin  BB — AC 
=:Z)=0  sein;  da  wir  aber  annehmen,  dass  D  nicht  verschwindet, 
80  kommt  cA'-2bB  +  aC=0,  und  auf  ähnliche  Art  dA^-^flcB 
-|-iC=0 ;  daraus  folgt  wieder  leicht 

Ä{^-2(66^ac)}=:0,  Ä(C-2((:r-.6rf)l=0; 

folglich,  da -B  ebenfalls  nicht  verschwinden  soll,  4  =  266  — 2ar, 
Css^cr— 26e2.  Verbindet  man  damit  bc — ad=iB,  so  folgt,  dass 
9^{A,  B,  C)  die  Charakteristik  von  f=(a,  6,  c,  d)  ist. 

Diese  Betrachtungen  führen  uns  zur  Losung  unserer  Aufgabe. 

Man  bestimme  nämlich  alle  eigentlichen  Transform- 
ationen der  Form  (J,  — Ä,  O  von  der  Determinante 
•Din  die  Form 


(1^4,  Bj?-^4a|cc) 


*)  Die  erste  dieser  Gleichungen  erhält  man  durch  Elimination  von 
P  zwischen  den  beiden  ersten  Gl.  [12],  beachtend,  dass  öC'-^ad:=--\-B 
1*^;  die  zweite  durch  Elimination  von  A  zwischen  den  beiden  letzten  Gl. 
P^l;  die  dritte  durch  Elimination  von  A  zwischen  den  beiden  ersten  Gl. 
P^J;  die  vierte  durch  Elimination  von  C  zwischen  den  beiden  letzten 
et  [12]. 

8* 
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von  der  Determinante i>BJ9,  woApositiv  i8t;beseich- 
;o   den  Inbegriff  deiselben  mit  b,  d,  a,  c,  so  ist 


aasK  uie  erste  rorin  aie  zweite  uicoi   eins coiieBsi»  ao 

exlstiren  keine  kubische  Formen  von  der  Charakteri- 
stik (A,  B,  O. 

23.  Die  Aufgabe  5  auf  deren  Losung  es  hierbei  ankommt, 
nämlich  zu  beurtheilen,  ob  eine  gegebene  quadratische  Form  eine 
andere,  ebenfalls  gegebene, eigentlich  einscbliesst,  oder  nicht,  und 
im  ersten  Falle  alle  eigentlichen  Transformationen  2u  finden, 
habe  ich  im  Archiv  Tb.  Xlll.  p.  105.  auf  eine  fßr  die  Praxis  hin- 
reichend bequeme  Art  gelost.  Es  genfige  hier,  den  Weg  anzuge- 
ben, den  man  einzuschlagen  hat,  ohne  die  Entwickelnngen  bei- 
zufügen. 

Es  sei  ilf=(A, — B,  C),  wo  B  positiv, 

x^Qaa,  bb-^\ac.  \cc^^{P,  Q,  ä). 

Om  alle  eigentlichen  Transformationen  aus  ^  in  %  zn  finden,  be- 
deute 9'  einen  Theiler  von  B,  dessen  Quadrat  in  P  aufgeht;  man 
setze 

ri3]..  .iB=dd',  P==e»P',   Q'=z:£__,   RS::^ £- 


ß 
wo  -^  eine  ganze  Zahl  sein  wird,  und  k  den  Inbegriff  aller  Zahlen 

unter  ^  vorstellt,  für  welche  Q*,  R*  ganze  Werthe  erlangen ;  end- 
lich sei  ^=  (P,  Q\  R')  eine  mit  if;  eigentlich  aequivalente  Form. 
Ist  dann  c^,  ^^,  y^,  S^  irgend  eine  eigentliche  Substitution  aus  fp 
in  ^,  so  erhält  man  alle  eigentlichen  Substitutionen  aus  '^  m  V 
durch  die  Formel 

\^fX-V{!^A^fB)Ti,    i[«o2r+(/jo^-30B)F]=«o/,  ^,  ^^  30.. 
femer  alle  eigentlichen  Substitutionen  aus  tf;  in'%  durch  die  Formel 

Setzen  wir  also 
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BO  kommt 

[15] ...  ma=a^X  +  (b^A-^a^B)  F, 
jii6=:60jr--(a<»C--60B)  r , 

wo-  Xs  F  alle  Werthe  bedeuten,  welche  der  GleichunsJfX—Z)  FF 
=inntjgeDi!gen ,  m  das  grSsste  gemeinschaftliche  Aiaass  von  A, 
SS/CTist. 

Nachdem  man  also  die  ihit  ip  eigentlich  aequivalente  Form  ^ 
nach  den  obigen  Regeln  bestimmt,  und  dabei  die  zn^ehurigeu  Wer- 
fhe  ^,  ^5  k  kennen  gelernt  hat,  sucht  man  irgend  eine  eigentliche  ^ 
Transformation  aus  ^  in  ^:  a^,  ß^,  y^,  d^,  und  berechnet  nach  [14] 
a9,  60,  eo,  d^.  Hat  man  auf  diese  Weise  eine  Form  (a^,  6^  c^,  d^) 
eefnnden,  welche  q>=::(A,  B,  C)  zur  Charakteristik  hat,  so  wird 
die  Formel  [15]  mehrere,  oder  selbst  unendlich  viele,  liefern.  — 
Findet  man  mehrere  geeignete  Formen  W,  so  erhält  man  auch 
mehrere  Systeme  von  allgemeinen  Formeln. 

24.  Diese  Resultate  zeigen,  dass  alle  kubischen  Formen, 
weiche  eine  gegebene  Charakteristik  haben,  im  Allgemeinen  in 
mehrere  Systeme»  deren  Anzahl  aber  endlich  ist,  zerfallen.  Die 
Anzahl  dieser  Systeme  lässt  sich  wohl  nicht  a  priori  bestimmen. 
In  jedem  Systeme  sind  ebenso  viele  Formen  enthalten,  so  viele 
Wurzeln  die  Gleichung  XX—DYYz=mm  zulässt,^  mithin  unend- 
lich viele,  wenn  D  positiv  und  kein  Quadrat  ist,  in  den  übrigen 
Fällen  eine  endliche  Menge. 

In  den  Gl.  [15]  ist  (u^,  ö^,  c^,  d^)  als  die  Grundform  des 

ganzen  Systems  zu  betrachten.  Man  kann  aber  jede  andere  Form 
ieses  Systems,  bestimmten  Werthen  von  X,  F  entsprechend, 
als  Gninaform  annehmen,  und  daraus  die  allgemeine  Formel  zu- 
sammensetzen. Diese  wird  desto  einfacher  sein,  je  einfacher  die 
Form  war,  von  der  man  ausging. 

Umgekehrt,  ist  (a,  6',  c,  d)  eine  in  dem  System  [15]  enthal- 
tene Form,  und  ist  die  Form  (a\  b',  c'^  d*)  durch  die  folgenden 
Formeln  bestimmt: 

ma* = aX'MbA'-aB)  F'. 

iii6'=6Jr'— (aC-*B)P, 

mc' = c Jt' + (dil--c J?)  F, 

md'z=zdX''^(cC^-dB)r; 

wo  X'X'-^DY*Y'^mmy  so  wird  sie  in  das  nämliche  System  ge- 
hSren.  -^  Denn  man  findet,  dass  sich  a\  ö^  c\  d*  auf  die  näm* 
liehe  Art  durch  a^,  6^  cO,  d^  ausdrücken  lassen,  wenn  man 

\{XX\DYY%  \iXY^r  YX% 


23 

welche  Werthe  der  Gleichung  xx-^Dyy^^mm  genügen,  an  die 
Stelle  von  X,  ¥  setzt. 

25.  Beispiele.  1)  Man  sncht  alle  kubischen  Formen  von 
der  Charakteristik  q)  =  (16,  4,  8).  Zu  dem  Ende  sind  alle  eigent- 
lichen Transformationen  aus 

-,f,=(16,-.4,  8)  in  x=(128,  —48,  32) 

am  bestimmen.    Die  Determinante  ist  />=— 112. 

Man  findet 

?Pf=(128.—  44,  16);  (32,  —12,  8);  (8,r'-.l2.  32) 
^=1,  «'=4,  *=1;    *=2,  «'=2,  A=0;     *=4,  #'=1,  A=0; 

femer 

tfi.  /J».  />.  «o=— 3,  1,  -1,  0;  -1,  0.  1,  -1;  0,  -II,  1,  -2; 

(af>,b'>,eo,do)=(-l,  -3,  -1,  1);  (2,-2,-2,0);  (4,  0,  -2,  -1); 

folglich  erhält  man  drei  verschiedene  Systeme; 

8a=— i:-44F  8o=    2J— 40F  8a=     4J!:-1«F 

86=-3X-4F  86=— 2JK— 24F  86=— 32F 

8c=-2:+20F'  8«=— 2Z+8F  8c=— 2X-8F 

M=    Jr+12F  8rf=    16F  8rf=-jr+l2F.     .,' 

Da  ^=^=774,  so  hat  die  Gleichung  J:JC+112FF=64  nur  die 

mm  ° 

Wurzeln  -¥=8,  F=0;  -¥= — 8,  F=:0,  folglich  giebt  es  nur  sechs 
kubische  Formen,  welche  9  =  (10,  8,  4)  zur  Charakteristik  haben, 
deren  drei  den  drei  anderen  conträr  sind,  nämlich  folgende: 

(-1,  -3,  ^1,  +1);  (+2,  -2,  -2,  0);  (+4,  0,  -2,  -1); 
(+1,  +3,  +1,  -1);  (-2,  +2,  +2,0):  (-4,  0,  +2,  +1). 

2)  Man  sucht  alle  kubische  Formen  von  der  Charakteristik 
(10,  — 7,  — 18),  wo  /)  =  229.  Da  aber  —7  negativ  ist,  so  bestimme 
-man  alle  Formen  von  der  Charakteristik  g)==(JO,  7,  — 18),  und 
verändere  nachher  die  Vorzeichen  im  zweiten  und  vierten  Coef- 
ficienten.  Es  sind  also  alle  eigentlichen  Transformationen  aus 
^  =  (10,  7,  —18)  in  ;7=(50,  139,  162)  zu  ermitteln.  Man  erhält 
nur  eip  System  von  Formen: 

2a=rJf+27F     wo  Jf2r-.229FF=4, 

26=22r+4F 

Z-^X     i^V         ^"^^^  ^^^'  ^*^^^*  11696402,  u.  s.  w. 

2i?=5jr~53F  F=0,  15,  3405,  772920,  u.  s.  w. 
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3)  Man  findet  keine  kubischen  Formen  von  der  Charakteristik 
9=(4,  1,  4). 

26.  Aufgabe.  Alle  zur  Charakteristik  (A,  0,  C)  ge- 
hörende kubische  Formen  zu  finden. 

Auflosung.  Es  bedeute  (i  das  grösste  gemeinschaftliche 
Maass  von  A,  Q  und  es  sei  A=^fiA^,  V=iiC^,  ferner  p,  q  alle 
Werthe  (positive  und  negative)^  welche  der  Gleichung 

genügen;  dann  wird 

{pA^,  gAo,  ^pCo,  ^qC9) 
der  Inbegriff  aller  gesuchten  kubischen  Formen  sein. 
Beweis.    Dass 

(a,  6,  c,  d)=^(pA^,  gAo,  ^pO>,  ^qO>) 
deo  Gleichungen 

•  « 

266— 2ar=:  J,  6r— ad=0,  "Icc—lbd^Q 

Genüge  leistet  ^  ist  leicht  zu  zeigen.  —  Es  werden  aber  auch 
iweitens  keine  kubische  Formen  von  der  Charakteristik  {A^  0,  C) 
ezistiren,. welche  durch  das  obige  Verfahren  nicht  erhalten  wür- 
den.   Denn  aus  den  Gleichungen 


folgt 


266— 2ac=ii,  6^-arf=0,  2ar— 26d  =  C 


di4+6C=:0,    cA-X-aC—Q. 


Ist  also  f*  das   grosste  gemeinschaftliche  Maass  von  A,  C,  so 
kommt,  A:=(iA%  C=iiC^  gesetzt, 

dAo  +  b(y=iO,    c-40fflCö=0; 

Ueraus  ergiebt  sich  weiter,  da  A^,  ,C^  relative  Primzahlen  sio^, 

a^pA^,  c=— pC>,  d—^qC^,  b=qAo, 

VBd  die  Substitution  dieser  Werthe  in  die  Bedingungsgleichangen 
t>^t  zwischen  p  und  ^  die  Relation  A^qq  +  C^ppz^^^i, 

27.  Lost  man  die  Gleichung  A^qq  +  C^p==^  ft  nach  der  Gauss' 

Sehen  Methode,  so  erhält  man  im  Allgemeinen  mehrere  Systeme 
i^on  Formeln. 
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•  D  1 

Es  aei  Z2= — ^ /)^  (rood.  ^  fi) ,    z  ein    solcher   Werth   unter 

afiy  fDr  welchen  die  Formen 

eigMtlich  äquivalent  sind,  und  cP ^  ß^,  7^,  i^  eine  eigentliche 
Substitution  aus  '^  in  ^.  Man  erhält  mehrere  zur  Form  W  gehö- 
rende kubische  Formen  von  der  Charakteristik  (A,  0,  C)  nach 
clen  folgenden  Formeln: 

[16]  ac=A^(fX+€fiA<>Y), 
b^A^cfiX-^C^T), 
c-^CO(yOX+aPAor), 

indem  XX-^D^TTz^l  gesetzt  wird. 

28.  Beispiel.    Gegeben 

9=5(14,  0,  —28),  X)=392,  f*=:l4,  A^,  C«=l,  —2. 

Man  findet  (I,  0,  -2)  mit  ^=(7,  3,  1);  (7,  S,  1)  eisentlich 
aequivalent,  und  o^«  yO  =  3,  — 1  oder  — 3,  —1;  folglich  smd  alle 
lur  Charakteristik  (14,  0,  «—28)  gehurende  kubische  Formen  in 
den  beiden  folgenden  Formeln  begriffen: 

(-jr+3F,  3J:-2F,  ~2Jr+6r,  6Jt-4F), 
(— jr-«3F,  ^^X—2F,  -2Z-.6F,  --6Jr-4Y); 

w^v   oirv     ,     ,      ±Jf     1    3    17    99 
wo  a2l— ißrr  =  J,  also  Xp^^n*  5*  Tq»  70  **•  ^  ^•»    «•  «•  ^* 

29.  In  besonderen  Fällen  lässt  sich  die  Auflosung  der  Anf- 

Sbe,  mit  der  wir  uns  hier  schon  länger  beschäftigen,  beträchtlicb 
kürzen.    Es  werde  noch  einer  dieser  Fälle,  welcher  im  Folgen- 
den  in  Anwendung  kommen  wird,  besonders  betrachtet 

Die  gegebene  Charakteristik  sei  9>=(0,  £,0),^  wo  1?  nkhl^ 
verschwinden  soll.  Ist  /=(a,  6,  c,  <2)  die  zugehörige  kubische 
Form,  so  hat  man  i6— ac=0,  bc^-^md^^B,  cc^^.m=0.  HultipliciEt 
man  die  erste  Gleichung  mit  r,  die  dritte  mit  a,  und  addirt,  so 
kommt  6(6c-af/)  =  6^=0,  folglich  6=0.  MultiplicirC  man  dSÜ 
erste  Gleichung  mit  rf»  die  dritte  mit  6,  und  adairt,  so  kommt 
r(6c-aiQ=<^i>=0,  foldich  c=0.  —  Umgekehrt  ist  6=0,  c=0, 
ad^^By  so  Ist  (0,  B»  0)  die  Charakteristik  von  (tf,  6,  r,  c2). 
Alle  kubischen  Formen  von  dieser  Charakteristik  sind  mithin  in 

(c,  0,  0,  rf) 
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b^;riffen,  wo  a  and  d  alle  Paare  von  Werthen  bedeuten,  deren 
Product  =— Ä  ist. 

Die  gegebene  Charakteristik  sei  femer  q>=z(A,  B,  0),  wo  A 
gerade  sein  nioss.  Ist'/'=(a,  b,  c,  d)  die  zugehörige  kubische 
Form»  so  mnss  ^=266 — 2ac,  ß=::ibc^ad,  0=rr— -6rf  sein.  Hier- 
ans  föiet  cA-'2bB=^^2a(cC'^bd)=dO,  also  auch  eA9^bB^=0,  wo 
A=(ikA^,  2B=iaB^,  ft  das  grüsste  geraeinschafltliche  Maass  von 
A,2B  bezeichnet,  so  dassi^,  B^  relative  Primzahlen  sein  werden. 
Nach  der  letztern  Gleichung  ist  b  durch  A^  theilbar,  man  kann 
also  bn^A^  setzen,  und  dann  wird  c=pB^.  Durch  Snbstitiiäon 
dieser  Werthe  verwandelt  sich  die  ßedingungsgteichung  cc^'-bd 
sO  in  (pB^—dA^p^^iOj  aber  p  kann  nicht  verschwinden,  da 
sonst  6=0,  c=0,  mithin  il=0  wäre,  welchen  Fall  wir  schon  be» 
trachtet  haben,  folglich  pB^'—dA^hzdd^  daher  p  durch  A^  theilbar, 

oder  p=^A^,  also  d=^B^.    Die  Gleichung  bb-'ac=,yA=^(LA^ 

▼erwandelt  sich  hiemach   in  ^AP^'-a^B^=^(i,  folglich  ist  ^  ein 

1 

Theiler  von  gf».    Endlich  ergiebt  sich  a= -^     ■.    Dach  Snb- 

sfitotion  findet  man  nun 

b=&A^,  c=:aA^B^  d=^B^, 

1 


a=^(o^03^^. 


lodern  ^jedweden  positiven,  oder  negativen  Theiler  von 5  f« bedeutet, 

80  beschaffen«   dass  a  eine  ganze  Zahl  wird.    Umgekehrt,  wenn 
a,  bf  c,  d  diese  Werthe  haben,  so  findet  sich 

266— 2flc=il,  bc-^ad^By  cc'-bd=0, 

folglich  (a^  b,  c,  d)  eine  kubische  Form,    deren  Charakteristik 
(A.  B,  0)  ist 

30.  Diese  Methode  hat  vor  der  allgemeinen  einen  grossen 
prakUschen  Vortheil. 

3k  B«  Ist  9)= (20»  15,  0),  so  sind  nach  der  allgemeinen  Me- 
tliode  folffende  Formen  in  Bezug  auf  ihre  eigentliche  Aeqaivaieoz 
mit  ^:=(20,— «IS»  0)  zn  untersuchen: 

(200,  15,  0);  (200,  -25,  2);  (200,  -65,  20); 

^=1,  4^=15,  ife=0;   0=1,  «^=15,  A=:3;  0=1,  -^=15,  iks6; 

(200,  -105,  54);  (200,  -145,  104);         (8,  15,  0) 

€=1,  0^=15,  4=9;   0=1,  O'sslS,  *=12;  0'=U,  0=3^  AsO 
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Ihn  ftndetnordieerste  und  dritte Formgeeignety  und  es  Tefwandelt 
sich  ^ 

*=C20.  -15,  0)  in  (MO,  15,  0)i^^^^^  dieS«bstituti«n20,3.13l2 
m  (200,  -65.  20)       |  ^^^  ^.^  Substitution  4,  —1,  1, 0; 

folglich  erhält  man  die  beiden  kubischen  Formen  (13,  20,  30,  46); 
(1,  4,  6.  9),  zu  weichen  noch  ihre  contrSren  kommen. 

Mach  der  zweiten  Methode  ist 

2l=20,  25=30,  f»=10,  2lo=2,  Ä0=3; 
fi3r  ^  kann  man  nur  ±1»  db^  nehmen,  und  erhält 

a=g(8^--aO=+l,  ±13;  ^=±4,  ±20;  c=±6,  ±30;  ifc=±9  ±45; 

wie  vorher. 

31.  Nach  diesen  Vorbereitungen  können  wir  nun  die  Klassifi« 
cation  der  kubischen  Formen  angreifen. 

Wir  rechnen  irgend  zwei  solche  Formen  in  eine  Klasse, 
wenn  sie  eigentlich  aequivalent  sind,  in  verschiedene  Klassen, 
wenn  sie  es  nicht  sind.  Wir  haben  gesehen,  dass  zur  eigentlichen 
Aequivalenz  zweier  kubischen  Formen  die  eigentliche  Aequivalenz 
ihrer  Charakteristiken  erforderlich  ist  (12).  Dies  ist  abe^  nicht 
umgekehrt  richtis.  Betrachten  wir  nun  zuerst  alle  Formen  von 
derselben  Charakteristik  (deren  bei  positiver  Determinante  un- 
endlich viele  sind),  und  untersuchen,  wie  vielen  verschiedenen 
Klassen  dieselben  angehören. 

Alle  zur  Charakteristik  q>=z(A,  By  C)  gehörenden  kubischen 
Formen  sind  nach  23.  24.  im  Allgemeinen  in  mehreren  Systemen 
enthalten.  Betrachten  wir  ein  bestimmtes  System  (5),  und  bezeich- 
nen irgend  eineFurm  desselben  (die  Grundform)  mit  (aP,  b^,  €9,  d9), 
so  ist  jede  Form  des  nämlichen  Systems  (a,  6,  c,  d)  durch  fol- 
gende Gleichungen  bestimmt: 

[17]  f»a=aOZ+(6o^-aOÄ)F, 

mi=60X-(a0C-60B)  F, 

mc = COX+  (d^A--coB)  F, 
md=zdoX-(c^C-^^B)  Y; 

wo  m  das  grösste  gemeinschaftliche  Maass  von  A,  2B,  C,  unA^ 
X,  Y    alle    (positive    und    n^ative)    Wurzeln    der    Gleichiugp 
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XX^DYY=mm  sind  (DzzzBB-^AC).  Zu  bemerken  ist]  hiehei, 
dass  die  letztere  Gleichune  unendlich  viele  Wurzeln  hat,  wenn 
D  positiv,  zwei  Paare  von  Wurzeln 

Y~Q  *  0      I  ''®""   ^  quadratisch   oder  >4; 

vier  Paare  von  Wurzeln 

—w 


X'=zm,  — m,  0,  Oj 
F=0,  0.  1,  -1  •  ^«'"' 


tarn 
sechs  Paare  von  Wurzeln 

F=0.      0.    1.      1.  -I,    -1)  "^ 

Zwei  eigentlich  aequivalente  kubische  Formen  von 
derselben  Charakteristik  q>z:z{Ay  B,  C)  gehören  nun 
nothwendig  demselben  System  an.  Bezeichnet  man  diese 
Formen  nämuch  mit  (a,  b,  C,  D),  (aS  b',  d,  D') ,  so  ist  nach  14 

ma'=aT+{bA-aB)U, 
fnb'=bT^(aC—bB)U, 
mcf=:cT+(OA'-'CB)ü, 

«10'= Ö  T'-'icC-^B)  ü; 

wo  T^^D  tJ*=ni^  ist ;  aus  diesen  Relationen  folgt  aber,  dass  (a,  b,  c,  0), 
(d',  b',  c',  DO  in  dasselbe  System  gehören.  —  Formen  aus  ver- 
schiedenen Systemen  sind  mithin  nicht  eigentlich  aequivalent, 
oder  sie  geboren  in  verschiedene  Klassen.  Hiernach  kommt  es 
nor  noch  darauf  an,  zu  entscheiden,  ob  Formen  aus  demselben 
System  in  dieselbe,  oder  in  verschiedene  Klassen  gehören.  Zu 
dem  Ende  sind  die  verschiedenen  Fälle  besonders  zu  betrachten. 


L    Wenn  D  quadratisch  oder >4  ist,   so    erhält   das 

ffun 

System   [17]  nur  zwei  Formen  (ao,  b^,  cP,  d%  (— a<>,  — 6<>,  — c^, 

— d^),  und  da  diese  conträr  sind,  so  gehören  sie  in  eine  Klasse. 

•    — 4/> 

U.    Wenn  =4,  so  erhält  das  System  vier  Formen,  nämlich 


mm 


fb^A-^^B        gOC-b^B       d^A-coB          coC--d<^B\ 
\        m      ■•  m        '  m        ' m       )' 

and  die  mit  diesen  conträren  Formen,  weiche  nach  14.  II.  eben- 
fiHs  fme  einzige  Klasse  bilden. 


f 
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in.    Wenn  -^^^=3,  «o  enthält  das  System  sechs  Formen; 

da  aber  io  diesem  Falle  nach  14.  I.  nur  identische  oder  contrSie  '• 
Formen  eigentlich  aequivalent  sind,  so  folgt>  dass  diese  Formen 
In  drei  verschiedene  Klassen  gehören,   deren   Formen  erhalten 
werden,  indem  man  von  den  Werthen 

y  11  11 

jL^=in,  — o*^>  ""2*"*  — ^^  ^'  5'" 

F=:0,     -1,  l,  0,       1,     -1 

Irgend  drei  so  beschaffene  Paare  nimmt,  dass  die  Werthe  von  J^ 
r  irgend  eines  Paars  nicht  durch  Veränderung  der  Vorzeichen 
eines  anderen  Paares  entstehen,  also  z.  ß.  die  drei  ersten  Paare«  ' 

IV.  Wenn  die  Determinante  endlich  positiv  ist,  so  behaupte 
ich,  dass  die  unendlich  vielen  Formen  emes  Systems  drei  ver- 
schiedene Klassen  bilden. 

Um  dies  zu  erweisen  seien 

fz=(a,  6,  e,  ifl,    f^^(a',  b',  &,  df) 

i^nd  zwei  In  [17]  enthaltene  Formen,  zu  den  Werthen  X,  F; 
X',  F' gehörend.  Man  wird  also  ausser  den  vier  Gl.  [17]  noch  vier 
andere  nahen,  aus  jenen  hervorgehend,  wenn  af^  b',  C,  d/,  X',  JP 
mit  a,  b,  e,  d,  X,  Y  vertauscht  werden.  Aus  diesen  acht  Glei* 
diungen  wurd  man  leicht  folgende  herleiten : 

ma!z=zaXP  +  Q^A-aB)  r\ 
nA'^bX"-^  {aC-bB)  T\ 
me'=zcX'  +  (dA'-cB)r', 
fnd'=:  d^'-^icC^^^dB)  T" ; 


wo 


jr=-(2rjr'-/)FF),  F''=^(ZF-FiO 


nr  "  m 


ist.  Es  werden  nun  /,  f  elffentlich  aeouivalent  sein,  folglich  in 
eine  Klasse  gehören,  wenn  X'^  Y"  sicn  unter  der  Form  dk4|9» 
JiUgy  darstellen  lassen,  indem  ^t,  u^v  die  oben  angegebene  Be- 
deutung haben  (14).    Diese  Bedingung  ist  also  zu  entwickeln. 

Da  JE,  F;  X\  T'  der  Gleichung  xX'^Dyy^=mm  genügen,  no 
kann  man 

-r==±<iu,  Y-±Uf,\  X[^±tf,',  F=±u^. 

setzen ,  wo  die  Vorzeichen  ganz  willkührlich  sind.  Substituirt 
man  dies  In  die  obigen  Werthe  von  J[^,  F",  so  findet  sich  offenbar 
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«JP  entweder  =±(tfiift*'-DußUß')  oder  =±(Wm'+-0"a««*m') 
mF*  entweder  =±(</iM^'— i«iuW      ^^^^  =iziifiUftr+Ußtß'). 

Drückt  man  aber  f^,  ti^;  t/j,',  Ufi^  auf  bekannte  Weise   durch  t^, 
ans  so  erhält  man  nach  leichtär  Rechnung 

l  1 

folglich 

Jt" = dt  tfou'-/«)  oder  a=  ±  f^^.^!, 
F''  =  +  M+ (iU'-Ai)    oder  =  ±  Uß^^fi ; 

wo  die  Zeichen  immer  willkuhrlich  sind,  nur  dass  dem  Index 
dasjenige  Zeichen  zu  geben  ist>  welches  ihn  positiv  macht.  Hier- 
ans  ziehen  wir  den  Schluss.  Wenn  die  Formen  f,  f  zu  den 
Werthen 

-x=±*M»  i^=±«/*;  -X'=±v,  F'=±ti^' 

Sehoren,  und  die  Werthe  in  beiden  Paaren  gleiche^  oder  in  bei* 
en  entgegengesetzte  Zeichen  haben  >  so  werden /,  f  eigentlich 
aeqaivalent  sein,  wenn  \/J — ^^O(mod.  3)  ist;  haben  aber  jene 
Wertbe  in  dem  einen  Paar  gleiche»  im  andern  entgegengesetzte 
Zeichen,  so  ist  zur  eigentlichen  Ae^uivalenz  fi'-fft=0  (mod.  3.) 
erforderlich,  und  umgekehrt.  Hiermit  ist  'die  obige  Behauptung 
■tun  erwiesen,  nämlich 

die  In  der  ersten  Klasse  enthaltenen  Formen  entsprechen  den 
Werthen 

+  ^n>"t"''8«5  — ^«>  — "3«»     ■§"  ^«>  "^ttan»     *~"^3n>  'l't^ii* 

Die  in  der  zweiten  Klasse  den  Werthen 
Die  in  der  dritten  Klasse  den  Werthen 

Als  Repraesentanten  der  Klassen  kann  man  z.  B.  die   den 
^eithon  m,  0;  <i,  ti^;  t|,  —  »x  nehräen. 

32.    Aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich,  dass  die  An- 
zahl der  verschiedenen  Klassen  aller  kubischen  For- 
cen von  derselben  Charakteristik   entweder    ebenso 
S'088,  oder  dreimal  so  gross,  als  die  Anzahl  der  ver- 
schiedenen Systeme  ist,  in  welche  diese  Formen  zer- 
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legt  werden  kQnnen;  nämtich  eben  so  gross  in  den 
Fallen 

mm  mm  ^ 

—AD 

dreimal  so  gross  in  den  abrigen  Fällen: =3undjO>0. 

°  °  mm 

33.  Es  sei  f  eine  kubische  Form ,  fp  ihre  Charakteristik.  Ist 
q>  nicht  schon  reducirt,  so  iSsst  sie  sich  durch  mehrere  Substitu- 
tionen in  eine  mit  ihr  eigentlich  aequivalente  Redncta  q>'  ver- 
wandeln« z.  B.  durch  die  Substitution  a,  ß,  y,  d,  wo  «d— ^=1 
ist.  Transformirt  man  nun  f  durch  diese  nämliche  Substitution  in 
f,  so  wird  f*  mit  f  eigentlich  aeauivalent  sein,  denn  indem  fin 
f  durch  die  Substitution  a,  ß,  7,  0,  wo  aö—ßy^zl,  übergq|raDgeD 
ist,  geht  f  in  f  zurück  durch  die  Substitution  d,  — A  -y,  +«  (7). 
Bezeichnet  man  femer  die  Charakteristik  von  f  mit  (A',  B*,  C), 
so  ist 

C=Aßß'  +  2Bßd'  +  CM'(9.) ; 

folglich  (A'y  R,  O)  mit  q>'  identisch,  woraus  zweitens  folgt,  dass 
die  kubische  Form  f  die  quadratische  Form  9' zur  Charakteristik 
hat.  Jede  g^ebene  kubische  Form  f  kann  mithin  durch  eine, 
oder  mehrere  Substitutionen  in  eine  damit  eigentlich  aequivalente 
Form  f  verwandelt  werden,  deren  Charakteristik  eine  Reducta  ist 

% 

Man  denke  sich  für  eine  gegebene  Determinante  Z)^0  oder 
^l(mod.  4.)  alle  reducirten  quadratischen  Formen,  in  welchen 
die  äussern  Glieder  beide  gerade  sind,  und  bei  negativem  D  nur 
die  positiven  Formen  (9.),  aufgestellt;  sie  seien  1/;,  if;',  if;*,...^-"*, 
ihre  Anzahl  ist  bekanntlich  begrenzt.  Ferner  denke  man  sich  alle 
kubischen  Formen,  deren  Charakteristiken  diese  reducirten  For- 
men sind,  ebenfalls  aufgestellt.  Jede  beliebige  kubische  Form 
von  der  Determinante  D  wird  sich  auf  eine  der  letztem  zurück- 
fiihren  lassen.  Alle  kubischen  Formen  von  derselben  Charakteri- 
stik bilden  aber  eine  bestimmte  Menge  von  Klassen  (32.),  folglich 
sind  wir  zu  dem  schonen  Theorem  gelangt: 

Alle  kubischen  Formen  von  der  selben  Determinante 
lassen  sich  in  eine  endliche  Menge  von  Klassen  zer- 
legen. 

Bezeichnet  man  die  Anzahl  der  Klassen  der  kubischen  For- 
men zur  Charakteristik  if;  mit  v,  die  zur  Charakteristik  ^  mit  y 
u.  s.  w.,  die  Anzahl  der  Klassen  aller  kubischen  Formen  von  der 
Determinante  D  mit  iV,  so  ist 


N 


^  v-fv  +  i/'-F ...  +  V«-*. 
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34«  Aufgabe.  Alle  kubischen  Formen  von  dersel* 
ben  Determinante  D  zu  klassiflciren,  wenn  die  lets* 
tere  ein  Quadrat  ist 

Auflösung.  Man  stelle  alle  reducirten  quadratischen  For- 
men von  der  gegebeuen  Determinante  D-=Kh  auf  (wo  h  positiv), 
welche  bekanntlich  {A,  h,  0)  sind,  wo  A  zwischen  den  Grenzen 
0  und  2h — t  incl.  eingeschlossen  ist;  da  aber  nur  gerade  Werthe 
von  2I  zulässig  sind,  so  werden  die  wirklich  aufzustellenden  Formen 

(0,  h,  0),  (2,  A,  0),  (4,  Ä,  0)  (6,  A,  0), (2A-.2,  A,  0) 

sein,  ihre  Anzahl  offenbar  =A.  Man  bszeichne  sie  mit  tf;,  tj}', 
^,...i(;^— ^.  Man  bestimme  die  zur  Charakteristik  if;  gehörenden 
kubischen  Formen  (29),  und  bebalte  von  je  zwei  conträren  (a,  b, 
Cf  Ö)>  (— Ä*  — 'b,  — c,  — Ö)  immer  nur  die  eine  bei,  z.  B.  die,  de- 
ren erster  Coefficient  positiv  ist;  alle  auf  diese  Weise  resultireo« 
den  Formen  werden  in  verschiedene  Klassen  gehören  (14.  !•)• 
Verföhrt  man  ebenso  in  Bezug  auf  die  Reducirten  1/;',  ^If",  ^,«.« 

S^-\  so  wird  man  die  Repraesentanten  aller  Klassen  erhalten, 
enn  da  nach  der  Theorie  der  quadratischen  Formen  die  Reda- 
cirten  ij/,  t(;',  i/;",...i/;*-'^  sämmtlich  in  verschiedene  Klassen  geh5* 
ren  (keine  zwei  eigentlich  aeauivalent  sind),  so  gilt  Dasselbe  von 
den  in  Rede  stehenden  kubiscnen  Formen. 

Beispiel.    />=81,  A=9. 

^,=(0,  9,  0);    (2,9,0);    (4,9,0);    (6,9,0);    (8,9,0); 

(10,9,0);    (12,9,0);    (14,9,0);    a«»  9>  0) 

*=(0,  9,  0) Klassen  (1,  0,  0,  —9);  (3,0,0,-3);  (9,0,0,-1).. 

t=(2,  9,  0).....a=:gf&'^-^s  Klasse  (0,  i,  9,  81) 

f =(4,  9,  0)....a=g(  S'O' — ^j  ,  «=Q>  folglich  keineKlasse  vorhan- 
den. ^=:zl  ^-. 

'^^      ^^  i}  keine  Klasse. 

^=1,  3         +3J 

♦=(8,  9,  0)....  0  =  9(04^-^)'  0=7. ...Klasse  (7,  16,  36,  81) 
♦=(10,9,  0)....a=^ri25^~^Vrt=^....  keine  Klasse. 
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5] 

3 
231 


....  keine  Klasse. 


^=1,  3 
,^=(14,9,0)...a=:J(343^— J),  a=38....  Klasse  (38,  49,  63^  81) 

^=(16,  9,  0)....a=gr8ia^--J,  a=-g-....  keine  Klasse. 

Hieraus  folgt,  dass  alle  kubische  Formen  von  der  Determinante 
81  in  sechs  verschiedene  Klassen  zerfallen,  welche  durch  folgende 
Formen  repraesertirt  werden  können: 

•  ,  .    (1.  0,  0,  -9);  (3,  0,  0,  -3)j  (9,  0,  Ö,  -1);  (0,  1,  9,  81)-, 

(7,  Iß,  36,  81; ;  (38,  49,  63,  81). 

35.  Es  sei  B  eine  ungerade  Primzahl,  (2I,  £,  0)  die  Cha- 
rakteristik.    Dann  ist  ^/i,    oder    dass   grusste    gemeinschaftliche 

Biaass  von  -^A  und  B^  offenbar  =1, 

A^^A,  B^-B,  ^=1,  a=~(403_i). 

Die  Congruenz  z3^1(möd.  B)  hat  drei  Wurzeln  unter  B^  oder 
eine  Wurzel,  jenachdem  B  von  der  Form  37t -fl,  oder  von  der 
Form  3n-|'2  ist.  Beachtet  man  nun,  dass  zu  der  Charakteristik 
(0,  JB,  0)  die  Klassen  (l,  0,  0,  — jB),  (ß,  0,  0,  —1)  gehören,  so 
ergiebt  sich  folgendes  Theorem: 

Alle  kubischen  Formen  von  der  Determinante  BB 
»erfaiien,  wenn  B  eine  ungerade  Primzahl  ist,  filr 
£=3ft-f2  in  drei  verschiedene  Klassen,  deren  Reprae- 
seajanten  (1,  0,  0,  — Ä);  (B,  0,  0,  -1);  (0,  1,  B,  B^)  sind; 
ffii||B=3n+l  in  fünf  verschiedene  Klassen,  deren  Ke- 
praesentanten  (1,  0,  0,  Ä);  (Ä,  0,  0,  -1);  (0,  1,  Ä,  B^)\ 

sind,  indem  z,  s'  die  beiden  von  der  Einheit  verschiede- 
nen Wurzeln  der  Coneruenz  23^1(mod.  B)  unter  B  be- 
deuten. Für  i?=i  insnesondere  giebt  es  eine  Klasse 
(1,  0,  0,  -1);  für  Ä=3  drei  Klassen  (1,  0,  0,  -^);  (3,  0,  0, 
— J);  (0,  1,  3,  9). 

Beispiel. 

B=r7=3»+1     23=1  (mod.  7),  z=2,  1^=4; 
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li«  Klassen  sind  also  i 

-1,0,0,-7);    (7,  0,  0,-l)i    (0,1,7,49);    (1,4,14,49);^    ' 

(9,  16,  28,  49). 

36.    Es  sei  ^= 2p,  wop  eine  ungerade  PrimzahL  DieWerthe 

l 

von^^  werden  sein:  0,  1,  2,  3, ...2/)— 1.    Betrachten  wir  zuerst 

♦  1 

den  Werth  ^A=^p<.  In  diesem  Falle  ist  das  grüsste  genieinschaft- 

•=■••■■        1 
liehe  Maass   von  ^A  und  B  offenbar  =j9, 

^0  =  1.  ß.=  2,«=  1(^-1). 
wd  ^=1  oder  :=p  sein  kann.    Dies  giebt  die  Klassen 

l 

Es  kann  zweitens  qA  ungerade,  aber  nicht  =j9  sein.  Iri  diesem 
Falle  i^t 

WO  A^  K,^p  sein  muss.  Die  Congruenz  2^^1  (mod.  ^)  hat  un- 
ter 2p  eine,  oder  drei  Wurzeln,  jenachdemp  von  der  Form  372-|-2, 
oder  von  der  Form  3n  4- 1  ist ;  folglich  sind  die  entsprechenden 

(it«— 1  \ 

—5 — ,  2^,  2/?z,  ip^\  begriffen,  wo  für   2  jede  •dieser 

Wurzeln  zu  setzen  ist.  #—    Es  kann  drittens  5  A  gerade  sein.    In 

diesem    Falle  ist 

/ 
I ,  ■  '  -        • 

wod=l  oder  =2  sein  kann.    Für  ^=1  erhält  man  Klassen  un- 

»  A*— 2  \ 

w  der  Form  (  ,  2*,  pz,  p^j»  wo.  2  die  Wurzeln  der  Gon- 

OTeoz  ie'^2(mod.  p)  unter  p  bedeutet.  Für  ,&=z2  erhält  man 
Klassen  unter  der  Form 

/22^^   22«,  2/?2,  2p«\  wo  223=1  (mod.  p). 

Theil  XVII.  3     ' 
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Es  kann  endlich  A=0  sein.    Diesem  Fall  enteprecheD  die  Kiaih 
sen  (1.  0,  a  -2p);  (2,  0,  0,  -p);  (p.  0,  0,  -2);  (2p,  0,  0,  —1). 

• 

Die  GoDgruenz  z^^2(mod,p)  ist  nicht  immer  lösbar;  hat  sie 
aber  Wurzeln  ^  so  ist  deren  Anzahl  ebenfalls  =1  oder  ,3^  jenach- 
dem,p  =  3n-f%  Sn-fl  ist. 

Die  Congrnenz  2z^^i  (mod.  p)  ist  gleichfalls  nicht  immer 
lösbar.  Denn  ist  sie  erfüllt,  so  muss  2/2^==/(mod.;>)  sein;*tinD 
kann  man  aber  f  so  bestimmen,  dass  2f^\(mod,p)  ist,  und  daim 
wird  z^^f{mod.p),  welcher  Forderung  nicht  inimer  genilgt  werden  : 
kann.  Man  sieht  nieraus  aber,  dass  die  Anzahl  der  Wurzeln  der 
Congruenz  2s9^1  (mod./?),  wenn  sie  nicht  null  ist,  entweder  =1,  ■ 
oder  =3  sein  muss , ,  jenachdem  p=3n-f  2,  oder  =3n-|-l  ist. 

Alle  kubische  Formen  von  der  Determinante  (2p)% 
wo  p  eine  ungerade  Primzahl,  sindmithin  iu.fQlgenaeja 
Klassen  enthalten: 

(1,  0,  0,  ^2p)',  ,  (2,  0,  0,  -p);    (p,  0,^0,  -2);    (2/,,  0,  0,  -1); 
(1:^,1,2,4);    |^,p,  2;,,4;,); 

-"2— >  -*»  2p2,  ipp)....i^^l(mod.2p)*)  :    ; 

(j^-~.  2zzr  2pz,  2pp^ 22^»=  1  (mod.p),  ^ 

(  y  ix,  p^y  VP)   v^^'  —  ^Cmod.p);  l 


woraus  leicht  folgt,  dass  die  Anzahl  der  Klassen  nicht  kleiner  alü 
7  und  'nicht  grösser  als  15  ist 

Beispiel.    /7=3l.    Man  findet 

2=1,  5,  25;  2' =8,  9,  14;  2'' =4,  7.  20; 

folglich  sind  die  Klassen  der  Formen  von  der  Determinante 36 folgende  i 

(1,  0,  0  -62);  (2,  0,  0,  -31);  (31,  0,  0,  -2);  (62,  0,  0,  — 1); 
(-15,  1,  24);  (15,  3),  62,  124);  (0,  1,62,  3844);  (2,  25,  310,  3844); 
(252,  625,  1550,  3844);  (33,  128,  496,  1922);  (47,  162,  558,  1922); 
(177,392,868,1922);    (2,16,124,96t);    (11,49,217,961); 

(258,  400,  620,  961); 


»'•    1 


r 


^)    Man  lö8t  diese  Congruenzen    leicht   mit   Hülfe^  der   Indextafefai 
des  Herrn  Prof.  Jacobi  (S.  Canon  Arithmeticus). 
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37.  Bevor  ivir  zar  negativen  Determinante  fibergehen^  wollen 
wir  nun  besseren  Verständniss  folgende  Bemerkung  über  die  qua- 
(tiniischeo  Formen  voraussendeii. 

Die  Redtictioti  der  quadratischen  Formen  von  negativer  De- 
terminante nehmen  wir  nach  Gauss  vor.  Die  Form  {A,  B».  C) 
von  der   negativen  Determinante   Bß—AC=iD  heisst  reducirt, 

wenn  B'mixt  ^c^A,  C  nicht  <^  ist  (bloss  in  Rucksicht  auf  die 

ibsolateo  Werthe).    Dabei  ist  Ä^Y  —  5^»  -^  <V  '^\^'     ^• 
Bw  Ar  D^si-^Ti  sind  die  Reducirten  folgende: 

(1,  0,  71);   (2,  ±1>  36);   (3,  ±1,  24);    (4,  ±1,  18);    (6,  ±1,  12); 

(8,  ±1,  9);  (5,db2,  15);    (8,  ±3,  10); 

verbunden  mit  ebenso  vielen  anderen^  in  denen  die  äusseren  Glie- 
der n^ativ  sind. 

Femer  ist  zu  bemerken.  Zwei  reducirte  quadratische  Formen 
von  derselben  negativen  Determinante  sind  immer^  aber  auch  nur, 
eigentlich  aeqnivalent,  wenn  sie  entweder  identisch  sind,  oder 
wenn  sie  en^egengesetzt  sind,  und  im  letztern  Falle  entweder 
ancipites,  oder  die  äussern  Glieder  gleich  habend,  d.  h.  die  entge- 
gengesetzten reducirten  Formen  (A,  B^  C) ;  (A,  — B,  C)  sind  im- 
mer, aber  nur^  eigentlich  aequivalent,  wenn  von  den  beiden  Be- 
dingungen 2^=:±^,  A^szC  mindestens  eine  statt  findet. 

38.  Sind  nun  g),  (p*  zwei  verschiedene  Charakteristiken  und 
nichtj  entgegengesetzt;  oder  sind  sie  entgegengesetzt,  aber  weder 
ancipites,  nocn  mit  gleichen  äusseren  Gliedern  behaftet,  so  kon- 
iMQ|i  sie  nicht  eigentlich  aequivalent  sein,  folglich  werden  die 
Ibsen  entsprechenden  kubisch el^  Formen  ebenfalls  in  verschie- 
dene Klassen  geboren.  Wir  haben  daher  nur  folgende  Aufgabe 
zo  lösen: 

39.  Aufgabe.  Zwei  kubische  Formen  von  negat.  De- 
terminante haben  zu  Charakteristiken  reducirt  qua- 
dratische Formen^  welche  entgegengesetzt,  und  ent- 
weder ancipit  es  sind,  oder  die  äusseren  Glieder  gleich 
haben;  man  soll  beurtheilen,  ob  jene  eigentlich  ae- 
^mivalent   sind,  oder  nicht. 

Auflösung.  Die  Reducirten  seien  q>z=:{A,  B,  C);  <]D^=(il 
— Ä,  C);  A  kann  nicht  verschwinden,  B  werde  als  positiv  an- 
BonomAien.  Die  entsprechenden  kubischen  Formen  bezeichne  man 
■it  /^=r(/i,  6,  c,  d);  /'  =  (a',  b\  c',  rf'). 

I.  g>  und  <p'  seien  ancinltes,  so  da8s'2B=A  ist  (A  ist  posi- 
tiv und  gerade  nach  9.).  Die  eigentliche  Aeauivalenz  von  f,  f  ist 
mm  nach  14.  16.  zu  untersuchen.  Bekanntlich  geht  q>  in  cp'  durch 
die  eigentliche  Substitution  1,  — 1,  0,  1  liber,  und  durch  die  näm- 
Rehe  Substitution  verwandelt  sich  f  in 

f=(a,  b,  c,  0)=(a,  — a-f6,  a-'lb^Cy  — « +36-3€- -frf). 

3* 
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ff 

Die  nothwendige  und   ausreichende    Bedingung,    dass   f^  f 

eigentlich  äequivalent  sind,  ist  nun  in  dem  Falle  -     ■   zsl^*  '^•^ 

— 4Z> 

f  mit  f  identisch;  oder  conträr  sei ;  in  dem  Falle =4,  dass 

'  mtß . 

f  entweder  mit  f  oder  mit 

.      ZbA+aB        aC+bB     OA-{-cB       cCfOB\ 

11   =  l    — —  5 '     , $ J  > 

'      \       m       V  m  m  wi     / 

oder  mit  deren  conträren  Formen,  identisch  !sei,  wobei  zu  |»e- 
roerken ,  dass  die  drei  Formen  /^,  f,  f^  dieselbe  Charakteristik  q/ 
haben. 

Zwei  kubische  Formen  (ai,  bi,  Ci,  ^i);  (02»  ^2*^2,  ^2)  ^^^ 
derselben  Charakteristik  {'A,  — B,  V)  werden  identiscn  sein,  wenn 
ai=Ci29  bx  =  b2  ist.    Denn  man  hat 

bibj— aiCi  =  b2b2--a2C2>   biC^— aiöi=b2C2— «2^2>    ^i^i— ^i^i 

j     ■ 

folglich  nach  der  Voraussetzung 

b;bi — ÄiCx=:bibi— ÄxC2,  r       . 

biCi— aiOi=biC2— ai02, 
qcx  -biOi  =  C2C2— bie>2  • 

Aus  der  ersten  Gleichung  folgt  Ci=C2  9  wenn  fti  nicht  null  ist, 
folglich  nach  der  zweiten  Gleichung  auch  Öi=Ö2'  Wenn  aber 
ai=0    ist,    so    kann    bi     nicht  verschwinden,   denn  sonst   war^ 

bjbi --öiCi  =  ;^24  =  0,  gegen  die  Voraussetzung,  folglich  nach  der 
zweiten  Gleichung  Ci=C29  und  nach  der  dritten  öx  =  02- 

Verbindet  man  diese  Bemerkung  mit  dem  Vorhergehendea> 
so  folgt:  ^  , 

Zwöi  kubische  Formen  /*=(a,  6,  c;  d);  f=^(a\h\&ydr)» 
welche  zu  Charakteristiken  entgegengesetzte  redu- 
cirte  Ancepsformen  g)=(^,  B,  C),  g)'=(^,  — ^,  C)habeD» 
sind  immer,  aber  auch  nur,  eigentlich  äequivalent,  wenn 

in    den    Fällen    S4,   =3  die  Bedingun&ren 

mm  ^    *     mm  ®      ° 

4;a'=a,    +6' =6—«; 

in    dem    Falle     =4  die  Bedineunsen 

mm  ®      ° 

4:o'=a,  4;6'==6— a; 
oder  auch 
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^  m  '    ^  tn 

erffiilt  siDd^  wo  die  Zeichen  sieb  auf  einander  bezie- 
hen, m  das  grösste  gem.  Maass  von  A,  2By  C  (positiv 
geDommen)  bedeutet. 

II.  Sind  in  q>  oder  q?'  die  äussern  Glieder  gleich,  so  geht  be- 
kanntlich q>  in  q>^  durch  die  Substitution  0^  — 1,  l,  0  uber>  durch 
ffeiehe  sich  /  in  f=(a,  b,  c,  ö)  =  (d,  — r,  b,  — a)  verwandelt.  In 

— 4Z>>  4 

den  Fällen  o  muss  nun  /'  mit  f  identisch ,  oder  conträr, 

mm  —  ^ 

— 4Z> 

in  dem  Falle =4  entweder  mit  f  oder  mit 

mm 

^-cA+dB        dA-^B   ---aA+bB        bA--aB\ 
^i-V       m        ' m~'         m        '  m~J' 

oder  deren  conträren  Formen  identisch  sein.     Daher  folgt: 

• 

.    Zwei  kubischeFormen  f^=(a,  6,  c,  d);  f=:(ja*,  b\  dyd'), 

welche    zu   Charakteristiken  entgegengesetzte  redu- 

cirte  Formen  mit  gleichen  äussern  Gliedern  {A,  B,  Ä)\ 

(A9  —B,  A)  haben,  sind  immer,  aber  auch  nur,   eigent- 

— 4Z>>4 

lieh  aequivalent,  wenn  in  den  Fällen  o  die  Be- 

mm  — " 

dingungen 

±a':=:d,  +6'=c; 

— 4Z> 

io  dem  Falle =4  die  Bedingungen 

mm  "      ® 

od.er  auch 

.    ,     -^A+dB      ^.,     dA^cB 

i"= — ;;;; — *   Tö'= — - — 

^^  m  m 

erffiilt  sind,  wo  die  Zeichen  sich  aufeinander  bezie- 
hen, m  das  grösste  gem.  Maass  von  A,  2B  (positiv  ge- 
nommen) bedeutet. 

40.  Aufgabe.  All^  kubischenFormen  von  derselben 
negativen  Determinante  in  Klassen  zu  bringen. 

Auflösung.  Man  stelle  zuerst  alle reducirten  quadratischen 
Formen  von  der  gegebenen  Determinante  auf,  so  dass  die- äussern 
Glieder  positiv  und  gerade  sind.  Man  bezeichne  sie  der  An- 
schaulicliKeit  wegen  mit 


wobei  zu  bemerken^  dass  von  zwei  über  einander  stehenden  Finnen 
die  eiiie  von  selbst  wegfallt,  wenn  das  Mfttelglied  Terschwindet« 
Bi  B^f  Bf' 9  u.  s.  w.  soUen  positiv  sein. 

Man  entwickele  sodann  alle  kubisebe  Formen  zur  (?i|f|fakti9i|J8tik 
ip,  und  bringe  sie  in  Klassen ,  welche  durch  ß^präsent^uten^if^er- 
treten  ^sind.  Die  Klassen  der  Formen  znr  entgejgengesetiübNt 
Charakteristik  t/;^  findet  man  durch  Veränderung  der  Vorzeichen 
im  zweiten  und  vierten  Gliede.  —  Ebenso  verfahre  man'  in  Be^ 
zug  auf  die  reducirten  Formen  i|;',  i\/i ;  t/;'',  t(;"i ;  u.  s.  w.  —  Alle 
Klassen  zu  derselben  Charakteristik»  oder  zu  nicht  eigentlich  ae- 
qi^ivalenten  Charakteristiken,  sind  verschieden,  und  werden  beibe- 
halten. ^s  ist  nun  nachzusehen ,  ob  unter  den.  Redueii^ten  Paare 
von  entgegengesetzten,  Eigentlich  aequivalenten  Formen^  vorkom- 
men,   iuesetzt  man  finde  ein  solches  Paar  ^    • 

^A*=(ilA*,  ÄA*,  O)  mit  den  zugehörigen  Klassenformen  /;/*,  /^,/*, 

u.  8«  w. 

^^^Af*,  -^Bf*,  C^)  mit  den  zugßhörigen  Klassenfornien/i,/i',/i^/i"', 

11.'6l   W. 

'.» 

Alsdann  hat  itii^ap  zu  untersuchen  (39.),  ob  fi  mit  irgend  eihef  iet 
'Formen  f,  fl  r»  t^  «•  «•  w.  eigentlich  aequivalent  ist,  oder  nicht; 

im  ersten  Falle  wird  die  Form  fi  ausgeworfen,  dagegen  beibehal-    ; 

ten,  wenn  man  sie  mit  keiner  der  besagten  Formen  eigeotlich  ae- 
[uivalent  findet.    Verfährt  man  ebenso  in  Bezug  auf  die  Formen    \ 
19  /i",  tx"  u«  s.  w.,  so  wird  man  alle  möglichen,  verschiedenen, 
.lassen  der  kubischen  Formen  von  der  gegebenen  Determinante 

finden. 

Man  kann  zur  Abkürzung  der  Methode  noch  bemerken:  Wenn 
z.  B.  fi  mit  f"  eigentlich    aequivalent  ^gefunden   worden   ist,   so 
wird  jede  andere  mit  fi  in  einer  Reihe  befindliche  Form   mit  f 
nicht  eigentlich  aequivalent  sein,  wie  leicht  erhellt.     Sind  alsoj^ 
und  fy  ebenso  fi    und  f",  in  einer  Klasse,  so  werden  bei  der  Un- 
tersuchung jeder  andern  Form  der  zweiten  Reihe,  {f^"  f-^^  u.  s.  w.) 
in  Bezug  auf  ihre  eigentliche   Aequivalenz    mit  einer  Form   de'P 
ersten  Reihe  die  Formen  f\  f  übergangen  werden  können,  u-s-w- 

Beispiel. 

Z>=— 112=0  (mod.  4.). 

Reducirte  Formen 

(2,  0,  56);    (4,  0,  28);    (8,  0,  U);    (8.      4,  16).; 

(8,  -4,  16). 

Zur  Charakteristik  (4,  0,  28)  und  (8,  0.  14)  findet  man  keine  ku- 
bische Formen,  dagegen 
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fnr  Cbatakteristik  (2,  0,  56; die  Klasse  (0,  1.  0,  —'28) 

zur  Charakteristik  (8,  4,  16) die  Klassen  (0,  —2,  —2,  2) ; 

(1,  -1,  -3,  -l) ;    (-1,  -2.  0,  4); 

zur  Charakteristik  (8,  —4,  16) die  Klassen  (0,  -|-2,  —2,  —2). 

(1,  +1,  -3,  +1);  (-1,  +2,  0,  -^).' 


Nun  findet  man 

(Ö,  +2,  —2,  —2)  eigentlich  aequivalent  mit  (0,  —2,  —2,  2); 
(I,  +1,  —3,  l)  eigentlich  aequivalent  mit  (—1,  —2,  0,  4); 
( — 1,  +2,  0,  — 4)  eigentlich   aequivalent  mit  (1,  —1,  —3,  —  l); 

folglich  sind  alle  kubische  Formen  von  der  Determinante  — 112  in 
4  Klasi^en  enthalten^  welche  durch  die  folgenden  Formen  reprä- 
sentirt  werden  können : 

(0,1,0,-28);    (0,-2,-2,2);    (l,--!, -3,-^1);  (-1,-^2,0,4). 

Die  Form  (0,  —2,  — 2,  2)  ist  mit  ihrer  entgegengesetzten  (0,  +2, 
~2,  — 2)  eigentlich  aequivalent  gefunden;  sie  ist  mit  derselben 
aber  auch  uneigentlich  aequivalent  (13.)?  woraus  leicht  folgt,  dass 
die  Form  (0,  —2,  —2,  2)  sich  selbst,  sowie  überhaupt  ieder  Form 
ihrer  Klasse  auf  beiderlei  VVeisö  aequivalent  ist.  Dieser  Um- 
stand hat  bekanntlich  in  der  Theorie  der  quadratischen  Formen 
ein  Analogon. 

41.  Um  die  kubischen  Formen  von  positiver  Determinante 
<a  klassificiren ,  wird  man  nach  dem  nämilcheo  Princip,  wie  vor- 
her»  za  verfahren* haben.  Man  stellt  nämlich  zuerstallereaucirten  qua» 
dratischen  Formen  (A,  B,  C)  von  der  gegebenen  Determinante 
auf 9  so  dass  die  äussern  Glieder  gerade  shid.  Reducirt  beisst 
aber  eine  solche  Form  nach  Gauss,  wenn  0<^<1//^  und 
V  D — B  <  dt  -^  "<  VD+B  ist,  indem  D  die  Determinante  bezeichnet. 
Bierauf  theilt  man  diese  Reducirten  in  Perioden,  und  entwickelt 
die  allgemeinen  Formeln  fOr  den  Inbegriff  aller  kubischen  Formen, 
welche  diese  Reducirten  zu  Charakteristiken  haben.  Alle  Formen 
von  derselben  Charakteristik  kann,  man  nach  dem  Vorhergehenden 
klassificiren.  Man  weiss  femer,  dass  zwei  kubische  Formen,  zu 
nicht  eigentlich  aequivalenten  Charakteristiken  gehörend,  ebenfalls 
nicht  eigentlich  aequivalent  sind,  mithin  verschiedenen  Klassen  an- 

fehuren.  Es  kommt  also  nur  darauf  an,  zu  entscheiden,  ob  zwei 
ubische  Formen,  deren  Charakteristiken  sich  in  derselben  Periode 
befinden,  in  (lieselbe  oder  in  verschiedene  Klassen  gehüren,  und 
auch  diese  Aufgabe  ist  im  Vorhergehenden  gelöst  worden. 


•  « 


42.  Viele  von  den  vorhergehenden  Schlüssen  verlieren  ihre 
Kraft,  wenn  die  Determinante  verschwindet.  Es  sind  also  die 
avf  diesen  Fall  Bezug  habenden  Resultate  noch  zu  entwickeln. 
Wir  sind  aber  genöthigt,  einige  Betrachtungen  (iber  die  quadra- 
tischen Formen  von  der  Determinante  Null  vorausgehen  zu  las- 
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sen,   da  sich  dieser  Fall  in  deo  Disq.   Arithm.  nicht  soweit  km 
Einzelne  ausgeführt  fiqdet,  als  hier  erforderlich  ist 


-1. 


43.  Aufgabe.  Die  eigentliche  Aequivalenz  zweier 
quadratischen  Formen  von  der  Determinante  null  zu 
beurtheilen»  und  alle  eigentlichen  Transformationen 
der  einen  Form  in   die  andere  zu  finden. 

Auflusang.    Die  gegebenen  Formen  seien 

q,=  (A,B,Q',    tp'={A',  B.  C) 

und 

BB—AC=iD=0.  B'ßf-A,C=Q. 

Offenbar  haben  A  und  C  gleiche  Zeichen.  Es  sei  m  dass  grCsste 
gem.  Maass  von  A^  d  mit  *dem  Zeichen  dieser  Zahlen  genom- 
men« nach  der  Gleichung  BB—^AC=^0  gebt  es  in  B  auf.  Man 
kann  daher 

I   : 

A:=zmggy  B==mgh,  C^=^mhh 

setzen»  wo  g  und  h  prim  ge^en  einander  sind;  denn  das  Zeichen 
des  Products  gh  kann  so  angenommen  werden,  dass  mgh  mit  B 
einerlei  Zeichen  hat    Es  ist  hiernach 

q>z=z(ingg,  mgh,  mhh);    <p'=(mg'g\  mg^h*,  mh'h') 

zu  setzen,  wenn  "überhaupt  eigentliche  Aequivalenz  zwischen  m 
und  q>'  muglich  sein  soll;  denn  das  grüsste  gem.  Maass  von  ^«  jEr» 
C  muss  dem  grössten  gem.  Maass  von  A,  B',  O  gietch  sein* 

Geht  nun  9  in  9'  durch  die  Substitution  a,  ß,  y,,d  Ober^so 
dass  ord— j^/r^l  ist,  so  wird  man  folgende  Bedingungsglei<;hungen 
haben:  « 

I.  g'^=zg^a^  +  2ghay  +  h^^z=:{gai-hy)^ 
n.g'h*==g^ccß  +  gh(a8  +  ßy)i-k^Yd=z(ga-{-hY)(gß+h8), 
III.  h'^=g'^ß^  +  Ighßö  +  h^S^  =(gß  +  hö)^. 

Aus  1.  und  111.  folgt 

ga  +  hY=:±g\...[l],  gß+hd=^±h'...:[2]  ; 

womit  noch  «5— j3y=l  ...[3]  zu  verbinden  ist.  Bezieht  man  die 
Zeichen  nicht  auf  einander,  so  wird  Gl.  11.  nicht  befriedigt.  Um- 
gekehrt, wenn  a,  J3,  y,  ö  den  drei  vorhergehenden  Gleichungen 
genügen,  so  werden  die  Gleichungen  1.,  11.  und  lii.  befriedigt,  und 
fp  geht  in  9'  durch  die  eigentlich  aequivalente  Substitution  a,  ß, 
y,  0  über. 

Bestimmt  man  t  und  u  so,  dass  gu — A^=l  (wo  man  für  t, 
u  etwa  die  kleinsten  positven  Wcrthe  nehmen  kann),  so  sind.be: 
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kanntlich  alle  Wurzeln  der  Gleichimg  [1]  und  der  Gleichung  [2] 
in  folgenden  Formeln  begriffen : 

wo  r  und  r'  ganz  unbestimmte  Zahlen  sind.  Substituirt  man  diese 
Wertbe  in  fSj,  so  .findet  sich  noch  zwischen  r,  r'  die  Bedingungs- 
gleichung <9rV~A'r=Tl*  und  um  die  letztere  zu  lösen  ^  mache 
min  g*u* — A'f=l,  dann  findet  sich 

wo  q  eine  willkfifarliche  Zahl,  folglich  durch  Substitution 

\ß=±(h'u—huf)—Qhh', 

,8=:T<h't-^u')  +  9gh'.  .  '  , .,    ., 

I  • 

I  '  .  _  ,  ^  ■  •  I  -       . 

Diese  Formel  enthält  den  Inbegriff  aller  eigentlichen  3«Ntitolfai<^, 
durch  welche  g)  ip^^  übergeht. 

44.   .Hieraus  folgt 

1^.  Die  einzige  noth wendige  und  auch  ausreichende  Bedingung 
der  eigentlichen  Aequivalenz  zweier  quadratischen  Formen  von  der 
Determinante  null  ist  die^  dass  das  grüsste  gem.  Maass  von  A, 
C  dem  gr9i$sten  gem.  Maass  von  A',  C  gleich  isty  indem  -die 
gegebenen  Formen  durch  i^A,  B,  C) ;  (A\  Bf,  C)  bezeichnet  sind. 

2^..Dä  q)  mit  9'  uneigentlich  aequfvalent  ist,  wenn  9  mit  der 
Entgegengesetzten  von  tff  eigentlich  aequivalent,  so  sind  zwei 
eigentlich'  aequivalente  Formen  von  der  Determinante  null  immer 
gleichzeitig  auch  uneigentlich  aequivalent.  Um  alle  uneigenflichen 
Transformationen  zu  finden,  braucht  man  in  (I)  nur  g*  und  v!  mit 
den  entgegen gesietzten  Zeichen  zu  nehmen. 

3^.  Um  alle  eigentlichen  Transformationen  der  Form  9}  in 
sich  selbst  zu  finden/ hat  man 

•Jf'=^,  A'=:A,  te'  =  t«,  f=<; 
folglich  wegen  ^irt«— A<=1: 

ly=  +  Q9g 

^=±1  +  ^/7*. 


(: 


4^.  Die  quadratische  Form  (mgg,  mgh,  mhh)  lässt  sich  immer 
iodie  damit  eigentlich  aequivalente  {w\  m,  m)  verwandeln.  Alle 
eigentlichen  Substitutionen,  durch  welche  dies  zu  Stande  kommt, 
2Q  finden,  hat  man^=L  A'=l,  «'— f'=l,  folglich  ti'=l,'  1h=ü,  und 
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(3)    a^±u^Qb, 

.,  Die  Form  (m,m,m)  kann  die  reducirte  von  (tngff,  mgh,  mhh)  ge- 
nannt werden. 

5^.  Reducirte  Formen  ton  der  Determinante  null  (m,  m,  m); 
(m',  m\  mf)  können,  nicht  aequivaleQt  sein,  wenn  m  und  mf  ver- 
schieden sind,  folglich  ist  die  Menge  der  Klassen  der  quadrati- 
schen Formen  von  der  Determinante  nuU  unendlich. 

45.  Aufgabe».  Alle  kubischen  Fo.rmen  von  der  De- 
terminante null  zu  finden^  welche  eitie  gegebene 
Charakteristik  haben* 

Auflösung.  Die  gegebene  Charakteristik  sei  qf=:(AfBs  C), 
wo  BB — AC==:0  ist.  Mimmt  man  an ,  es  ^ei  /"=  (a,  b,  c,  d)  eine 
kubische.  Formen  zu  dieser  Charakteristik«  so  wird  man  folgende 
GtoSe^^eti  haben:  >  '■     ■-  1  .  . 

266^2ac=4  bc^-ad^B,  2cc—2bd=Cs 
und  die  Gleichung  J?J?— ilC=0  verwandelt  sich  hiernach  in 

a«€i»— 36ac« +  4i»»  +  4öc?-6a6crf=0. 
Ans  der  letztem  Gleichung  folgt  durch  Multiplication  mit  a%  <P: 

(a«d  +  5»8— 3o6c)*=4(66— ac)»  oder  (6ii-aÄ)«=4(^y , 
(€Pa  +  2c»— 36cci)«=4(cc— 6rf)»  oder  (cC'-dB)^:^A  (jY ; 

woraus  man  sieht,  dass^^  und  C  gerade  und  positiv  sein  ttifissen. 

Nach  43.  war  nun  A  =Tn^g,  B=^mgh,  C=:mhh,  wo  a  und  h 
prim  eegen  einander  sind.    iSetzt  man  diese  Werthe  in  aie  Glei- 

chung  (6il— afi)*=4  (s"  j  *  '^^  kommt  m^g^(bg-~ah)^=:z2  m^g^, 
folglich,  indem  wir  zuvörderst  annehmen,  dass  A,  folglich  auch  g, 
nicht  verschwindet,  (— J  =5W«>    welche    Gleichung    zeigt, 

dass  (>^  ^^^^  Quadrat^hl,  und  a  durch  g  theilbar  ist.     Setzen 

wir  nun  ^m=::fi%  so  kommt 

h-^  -h=±gfi,  b^-h±gti,  bb—ac=(i^g^=(-h±gfiij  —ac. 
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idiiD  a  durch  j^*,  folglich  b  dtirch  g»  theilbar.    Ma^  kann  also 
^M-=z^a!i  hz=.gb*  setzen,  und  erhält  i6'=:a'A±fi>  folglieh 

«=^ö^  h^giali^^,  o=A(a'A±?fi),  d^lfi{^^^^. 

Ml 

Ä>a  — - — ^,  eine  ganze  Zahl  sein  muss,  so  kann  man  dh^^^szgdf 
setzen,  und  es  kommt 

<4)    a=^',  6=5r(tf'A±|*),  c=:ftCc!'^=Ff*),  d-K^d*,  a'A— a'^=T3ft. 

J>as  Resultat  ist  also  tibersiclijtlich  folgendes:     Sollen  zur  Cha- 
rakteristik 9  kubische  Formen  gehören  können,  so  muss 

(5)  ^=a%f9^  ^(i^'gh,  2|i%«) 

^ein»  wo  g  und  h  prim  gegen  einander  sind.     Dies  vorauseege^t, 
«nd  alle  gesuchten  Formen  des  dritten  Grades  (a,  b,  c,  c^  durch 


le  Gleichung  (4)  be4tip(imt,ii^dem.a^  und  iJE'de^  Gleichung  a'A — d'g 
=  f3ii  genügen  müssen,  welchd  immer  lösbar  ist. 

Sind  aber  ^,  fkzirei  beliebige  Warze!»  der  Gleichung  i^icv^A^^ 
<twa  die  kleinsten  positiven^  so  ist 


a'=Jb3/A<+F5r,  d'  =  ±3|ÄW  +  rA; 


folglich 


]c=z£J^Ai^üg^lJi^rgh^ 
rfi=±3f*MAa+M«: 

wo  die  Zeichen  sich  auf  einander  beziehen,  r  eine  willkOhrliph^ 
ganze  Zahl  ist. 

Wenn  A,  also'auch\ß,  verschwindet,  aber  nicht  C,  so  hat  man 

1  . 
bb-dc=iO,   bc-ad^^f  bc-^bd=^C. 

/ 

Aas  den  beiden  ersten  Gleichungen  folgt  aber  leicht 

a{cc^bd)—%  b(cc-'bd)=0; 

folglich     ^ 


a=0,  6=0,  cczzi^C; 


fbt^ch 


u 


(D   ,,   ■ '.  (0, 0,  ±y  ^|c,  rf). 


k  -  •    * 


der  Ipbe^tf  de;^  kubischen  Formen  zur  Charakteristik  (0,  0,  C), 
wo  <f  .eine  wi|ncühriiche  Zahl  bezeichnet. 

Ist  die  Charakteristik  end^ch  (0^  0,  0)^  so  hat  man 

66 — ac  =  0,  6c— crrf=0,  cc—bd^O» 

Bedfut^t  m  das  grosste  gem.  Maass  von  a  and  c,  so  kommt 

>  ,  a=ma%  czizm&g  bzunmb^  b*b*=ia*c*\ 

folglich,  da  d^  c*  prim  gegen  einander  sind, 

a'=p^  c'=q%  b'=pg; 

niitfcin 

'     *  •      » • 

V  azzzmjfly  b^^mpqy  c^^mq'^. 

Die  Gleichang6c — ad=:0  wird  d=:— 2-,  folglich^ 

tnr=:pm',   a^=m!p\  b^m'p'^qy  Cz=zm'pq^,  d^z^m'q^. 
Umgekehrt  die  kubische  Form  » 

(8)  {m'pKmfp^q,  m'pq\  mfq^) 

hat  die  Charakteristik  (0,  0,  0),  foielich  sind  alle  kubischen  For- 
men von  dieser  CharakteristiK  in  a^r  vorhergehenden  Form  be-, 
griffen,  indem  m\  p,  q  willkührliche  ganze  Zahlen  bedeuten. 

46«  Die  Form  (pz:z(mgg,  mgh,  mhh)  geht  durch  die  Substitu- 
tionen 

±l—Qgh,  '--Qhh,^Qgg,  ±1+^5^* 

■        •  >.  • 

in  sich  selbst  über.  Ist  nun  f=(a,  6,  c,  d)  eine  kubische  Form 
zur  Charakteristik  97 ,  so  sollen  die  Formen  (a,  b,  c,  0)  =  f  be- 
stimmt werden,  in  welche  /  durch  die  vorhergehenden  Substitu- 
tionen sich  verwandelt. 

Man  findet  nach  den  Fundamentalgleichungen  : 
«=  Q^g^'-ak^  +  Sbh^gSchg^  +  dg^)4:3Q^g^(aK^-2bgh  f  cg^) 

b = Q^g^hi-^ah^  +  Zblfig—Zchg^ + dg^)  i  Q'^g(2uh^-^bgh^  +  dg^) 

-Q(ah^  +  bgh-2cg^±b, 
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0  =:  ^%3(J.aA3  ^.  3ÄÄ«ir— 3cA^2+ c^3)  11.3^242  (6  j2_2c^A  +  dg'^) 

'  +3^Ä(d5F-^cA)±<^. 
Sabstituirt  man  nini  die  sich  aus  den  Gleichungen 

266 — 2ac=mgg,  bc — ad=mghy  2cc — 2bd=mhh 
ergebenden  Werthe  von  g,  h,  so  findet  sich 

ah^---2bgk  +  cg^=zO,  bh^-2cgh^ dg^^O, 

—ah^-t-3bh^g^Schg^+dg^—-h(affl-'2bgh+cg^ 

+  g(f,lfl^2cgh  +  dg^)=zO. 

2ah^—3bgh'^+dg^i=:2h(ah^^2bgh  +  cg^  J^g(bh^^2cgh  +  dg^  =0, 

2rfy»-3cA^«+flA3=:2^(6A«— 2c5rA  -[^dg^)  +hiah^-2bgh  +  cg^)r=0, 

aA«+  bgh'-2cg^z=:zah^^2bgh  +  cg^  +  S(bgik-cg^)=:i3(bgh'-cg^), 

dg*  +  cgh-^^bh* = dg^-^cgh + 6A«  +  3(c^A— 6A«)  =S(cgh-bh*) ; 

folglich  durch  Substitution : 

(9)  (ö  =  ±  a  +  3#5ra-a<7A), 

|b=  ±6  +  Sq  (cg^-bgh)  =+  6  +  3^  (bgh-ah*) , 
je  =  ±  ^  +  Sgicgk—bh^  = + c  +  3^  (dg^-cgh) , 
e>  =:db  d  +  3^  (rf^A-cA^) . 

Zu  bemerken  ist»  dasis  diä  Form  f=(a5  b,  c,  Ö)  mit  f=:(ä, 
b,  c,  d)  dieselbe  Charakteristik  hat»  wie  man  durch  Entwickelung 
det  Werthe  von  bb->— AC,  bc— aö,  cc— bö  findet. 

,  •  ^ 

47i'  Aufgable.  Zu  beurtheilen,  ob  zwei  gegebene 
kubische  Formen  von  derselben  Charakteristik  niit 
der  Determinante  null  eigentlich  aequivalent  sind 
oder  nicht-,  und  im  ersten  Falle  alle  eigentlichen 
TransformatioYlßn  der,  einen  Form  in  die  andere  zu 
bestimmen. 

Auflösung.  Die  gegebenen  kubischen  Formen  seien  /==:(a> 
^>  ^j  df);  /^=(a^  b'y  c\  d%  ihre  gemeinschaftliche  Charakteristik 
9-   Man  hat  nothwendig  (45). 

g)=(2^V.  2fiV^  2nt%«),  i      ^ 

vo  g  uod  A  prim  gegen  einander. 
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(10)  o3s3sp<j7"+r^» 

c = EftA(3tt^T-l)  -Irrgh* 


KU)  «'=3«',»^ +  1^5» 

b'=ii'i^f(l+ZthHr'^h 
,    c'=?'ni(3i*jrT-l)+r'^A« 


d=3ej«MA»+i'A»  rf'=36'/t«A*+r'A»: 


^' 


WO  e=±l,  «'=±1,  r,  r' bestimmte  ganze  ZaGlen,  i  und  u  die 
kleinsten  positiven  Wurzeln  der  Gleichung  gu — hi=^i  sind. 

Geht  nun  f  \n  f  durch  die  Substitution  a,  ß,  y,  d  über,  wo 
aö — ßy=U  so  wird  gt  in  q>  durch  die  nämliche  Substitution  über«- 
gehen  (9.).  Alle  Substitutionen  dieser  Art  aber,  durch  welche 
q)  in  sich  seibist  flbergeht,  sind         * 

±i^iifffh,--'Qhh,+Qffgs±l'tQgA    (44) 

folglich  kann  nur  dutch'  eine  oder  mehrere  dieser  Substitutionen 
f  in  f  übergehen.  Hieraus  folgt,  dass. /*  mit  einei;  der  durch  ^9) 
bestinvmten  Formen  (a,  b,  C,  d)  identisch  sein  niuss.  ^obstituirt 
i|ian  aber  'm  (9)  fär  a,  b,  c,  d  ihre  Werthe  aus  (10)  io  den  Coef 
ficienten  von  3^,  so  findist  sich 

tt=dto+3«9fA^',  b=±b+^EQ(ig^h,  C=±c+3^^fi^A«,  0=4.^+3«^!**»; 

mithin  riäuss  isich  q  so  bestimmen  lassen,  dass 

a2)  a'=±a+SeQiig^, 
b'—±b  +  3eQiig^ky 
C=±c+3eQiigh^, 
d*=zAzd  l-SsQ^h^.' 

Die  Zeichen  von  €,  b*  sind  bekannt,  die  Zeichen  von  a,  6,  c,  d 
sind  noch  willküTirlich,  beziehen  sich  aber  auf  einander,  und  stim- 
men mit  den  Vorzeichen  in  der  Substitution 

Wenn  nun  erstens  die  Zeichen  von  b^  b'  einander  gleich 
sind,  so  findet  man  fiir .  die .  obern  Zeichen  ii^  (12) 


(y^— r)ya  _  (r^,-r)yg»     V-r)gK^     (r^-^)A»^        i 

v^oraus  sich  9=-g—  etgiebt.     Für  die  uDtem   Zeichen   in    (12) 
würde 

3{^'i'B)fU+(r'  +  r)g^3BQfig,  (€'+e)f*(l  +3rt)+(r'+%A=3f9fi^Ä, 

folglich,  wenn  man  die  erste  Gleichung  mit  h  multipli'cirt,    ttnd 
dann  subtrahirt,  (b'  +  b)ii=zO,  was  unmöglich  ist. 


Wenn  zweitens  die  Zeichen  von  s,  ^  verschieden  sinfd  >  so 
Sndet  man  für  die  untern  Zeichen  in  (12) 

frj+r)«!_  (T'^^T)g^h_  (r^+%A^_  (/'+r)Ä^ 

»voraus  sich  ^=-^^  ergiebt.      Für   die   obern   Zeichen  in   (12) 
würde  auf  ähnliche  Art  wie  oben  (a'— 6)ft=:0,  was  unmöglich  ist. 

Das  Resultat  ist  also  übersichtlich  folgendes: 

Nachdem    man    die    Charakteristik    auf    die    Form 

f=:(2fi^^,  ^llf^ahy  ^2u^h^,  die  dazu   gehörenden  kubischen 
ormen  auf  die  Form 

35/ttiA«+rA») ; 

}f==(3B'lits/^+r'g^  B'iig(\+3th)+r'g^h,  £>A(3tt^-.l)+r'^Ä«. 

35>i£A2+r'A») 

gebracht  hat>  wo  die  numerischen  Werthe  von  e^  e^  der 
Einheit  gleich  sind,  werden /^  und /^  eigentlich  aequi* 
valent  sein,  wenn  die  Bedingung 

(14)^  r'-^fiV=0  (mod.  3fA) 

erfüllt  ist^und  umgekehrt. 

und  wenn  man  f,  f  mit  (ö,  b.  c,  rf);   (a',  6',  c',  rf')  be- 
seidinet,  ,80  ist  noth.wendig 

(]ö)(a'+a=3c9fi5r», 
[c'T  c =3e^ft -yA*, 

wo  die  obern,  oder  uhtjern  Zeichen  zu  nehmen  sind» 
jeoachdem  «£'=  +  1,  oder  6£'=— »1  ist.   • 

Es  giebt  nur  eine  eigentliche  Transformation  aus  f 
in/",  niimlic^ 
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Bei&piel. 

/=(4,  4,3.0) 


./=r20,  32.  51,81)''  =  ^' .*'^'*^^- 

Hier  ist 

*  ^=1,  g=%  A=3,  ti=2,  t=\,  r=2,  €=  —  1,  1^  =  1,  6'=+U 

r'— ffVsO  (mod.  3.V 

folglich  /",  /*  eigentlich  aeqaivalent.    Da  p=  ;[;^= — i*  »oist  diö 

einzig    mögliche    eigentliche    Transformation    aus   f  in  f  dieses 

5,  9,  -4,  —7. 

48.  Aufgabe.  Zu  beurtl^eilen,  ob  zwei  segebene-ku- 
bische  Formen  von  der  Determiiiaute  null  eigentlieb 
aequivalent  sind,  oder  nicht,  und  im  ersten  Falle  alje 
eigentlichen  Transformationen  der  einen  Form  in  die 
andere  zu  finden. 

Auflösung.  Die  gesehenen  Formen  seien  f,  f\  ihre  Cha- 
rakteristiken q)y  tp'.  Sind  idie  letztern  nicht  eigentlich  aequivalent, 
so  kotmeo  es  die  kubischen  Formen  auch  nicht  sein.  Sind  q>^  qi' 
aber  eigentlich  aequivalent 9  was  immer,  aber  auch  nur  dann  der 
Fall  sein  wird  (44.),  wenn 

ist,  wo  a,  h,  ebenso  &,  hf,  prim  gegen  einander,  so  suche  man  irgend  eine 
eigentliche  Transformation  aus  q>  in  cp^  (43.),  und  transiormire  / 
durch  eben  diese  Substitution  in  eine  andere  kubische  Form  f, 
welche  mit  f*  die  gemeinschaftliche  Charakteristik  9'  haben  wird. 
Man  untersuche,  ob  f  und  f  eigentlich  aequivalent  sind,  oder 
nicht  (47),  und  im  einen,  oder  andern  Falle  werden.^  f  eigentlich 
aequivalent  sein,  oder  nicht. 

Bedeutet  a,  |$,  y,  6  irgend  eine  eigentliche  Transformation 
aus  w  in  w*,  ist  /  durch  dieselbe  in  f  trfansformirt,  und  »,  o,  r,  s 
die  eigentliche  Transformation  aus  f  in  f,  so  wird 

ctp  +  ßvy  aq  +  ßs,  yp+Sr,  yg  +  8s 

die  einzig  mögliche  eigentliche  Substitution  aus  f  m  f  sein. 
(Vergl.  18!) 

49.  Es  sei  /*=  (a,  b,  c,  d)  eine  kubische  Form  von  der.  De- 
terminante null,  9=(2ft^j5r^,  2fi^gk,  ^fi^li^)  ihre  Charakteristik.  Die 
letztere  kann  durch  Substitutionen  a,  ß^  y,  d  in   die  mit  ihr  .ei- 

f  entlich  aequivalente  Form  (2it2,  2fi^,  ^ii"^)  transformirt  werden  (44.). 
'ransformirt  man  nun  f  durcn  die  nämliche  Substitution  in  f ,  so 
wird  die  letztere  Form  mit  /  eigentlich  aequivalent  sein,  und  die 
Charakteristik  (2ft^,  2fi^,  2fi^)  haben.  Hieraus  folgt,  dass  Jede 
kubische  Form  von  der  Determinante  null  sich  auf  eine  mit  ihr 
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eigentlich  aequivalente  Form,  deren  Charakteristik  eine  Redueirte 
ist,  zurückführen  iässt.  Alle  quadratischen  Reducirten  von  der 
Deterniinante  null,  weichen  überhaupt  kubische  Formen  zuge- 
horen,  sind  q>=:(2fi^,  2fi^,  ^l*>^)>  ^o  für  fi  alle  ganzen  Zahlen  0,  1, 
%  3,....  der  Reihe  nach  zu  setzen  sind.  Da  nun,  fiir  zwei  ver- 
schiedene Werthe  von  fi,  die  Formen  9  in  verschiedene  Klassen 
gehören,  so  gilt  dasselbe  von  den  entsurechenden  kubischen  For- 
men, und  man  sieht,  dass  die  Anzahl  der  Klassen  alter  kubischen 
Formen  von  der  Determinante  null  unendlich  ist. 


90.  Das  Problem:  zu  unterstehen,  ob  von  zwei  gegebenen 
Formen  des  dritten  Grades  die  eine  die  andere  eigentlich  ein- 
schliesse,  oder  nicht,  und  im  ersten  Falle  alle  eigent- 
lichen Trs^nsformationen  der  ersten  Form  in  die  zweite  zu  bestim- 
men, gestattet  eine  ähnliche  Lösung,  wie  das  betreffende  in  der 
Theorie  der  quadrati^schen  Formen,  welches  ich  im  Archiv  Th. 
XIIL  p.  105.  ff.  behandelt  habe. 

Es  seien  nämlich  /=(a,  b,  c,  d)\  f=(a\  6',  c',  d')  die  gege- 
benen Formen  des  dritten  Grades,  g)=:(A,  B,  C);  q>^=(A^,  ß', 
C)  die  Charakteristiken  derselben  resp.,  endlich  />,  JJ*  die  De- 
terminanten von  f,  f .  Verwandelt  sich  f  \w  f  durch  die  eigent- 
liche Sabstitution  a;  /?,  yy  d,  und  setzt'  man  a^ — ßy=^^9  so  ^^^ 

[1]  a' z=aa^  +  dbcc^y+3cdy^+df ,       .  1 

6'  =  act^ß  +  ba(a8  +  'Ißy)  -f  cy(jSy + lad)  -f  dy^ , 
c'=  aap  -f  bß{ßy  -f  laS)  -f  c6{cl8  +  2jSy)  +  dyS^ , 
d'  -  aß^  -f  ZbßH + 3cjSda + rfö» ; 

[2]  ^^  =  Aaa  -f  2Äay  +  Cyy,  ^       ^ 

Den  Fall  6=0  werden  wir  zuvörderst  ausschliessen ;  und  da  die 
Substitution  eigentlich  sein  soll,  so  wird  ß>  1  sein.     Soll  also  f 

noter  /  enthalten  läein  können,  so  muss  D'  durch  D  theilbar,  und 

1  1 

der  Qnoüent  eine  sechste  Potenz  sein.    Femer  sind  7^^',  B',^  O 

durch  e*  theilbar.  Endlich  wird  das  grösste  gem.  Maass  von  /i, 
6(36)^  c(3c),  d  Im  ^rössten  gem.  Maass  von  a',  b'  (36'), 
^^w),  d'  aufgehen.  Diese  Bedingungen  werden  sämmtlich  als 
enlllt  angenommen. 

Es  sei  ft  das  grösste  gem.  Maass  von  a,  y;  a  =  |[ia^,  y=^fiy^, 
(i^  y®    werden,  prim    gegen  einander  sein),   und   «96^— p%*^=:\. 
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Wegen  der  GleSehmig  «ä— <?y=f  oder  i^Ä—y®/5= —ist dann, wewi 

f* 
e  ' 

wir    -=:v  setzen,   nothwendig  jS=:v/5^-f«a^,  ä=v^+«/^.    Hmi 

f*  ^^ 

denke  eich  für  j^,  ^,  %  bestimmte  Werthe  genommen«  Es 
sei  4%  ^^  ein  anderes  Wurzelpaar  der  Gleichung  «Ar — y^ysal, 
also  d^=i:^<> — qpyO,  ß^t=:ßo — ^«0^  Yvo  q>  eine  ganze  Zahl,  man  wird 
ß=vßo'+%*aO,  d=vÄO'  +  x^yO  setzen  können.  Durch  Substitution 
findet  sich 

folglich  %*=%-\-vtp.    Umgekehrt  macht  man 

d«'=d"-"<py«,  j3*»'=j3«-g>«%  «'  =  »  +  v9, 
und  setzt 

80  wird  die  Gleichung  a^d^y^ßzzzv  befriedigt.  We^en »':=»-|:*^ 
kann  man  nun  q)  dergestalt  bestimmen,  dass  x^  zwischen  0  un& 
v—l  Incl.  liegt.  Es  kafin  also  für  d'\  ß'^  ein  solches  Wurselpaap 
der  Gleichung  «°d**— y®/J"=l  genommen  werden,  dass  alle  Wor— 
•  zeln  der  Gleichung  ao-ßy=e  in  |S=:yj5"-fJca®,  J=^vÄ®  +  iiy"  begri^ 
fen  sind,  und  die  ganze  Zahl  9t  zwischen  den  Grenzen  0  und. 
und  V — 1  incL  enthalten  ist.     Substituirt  man  nun  die  Werthe 

[3]     a=fia^  y=iJ^Y''y  /S=i3*+va%  8=zd''+vy 

in  die  Gleichungen  [1],  so  findet  sich  nach  leichter  Rechnung: 

2D=ÄiS«^+36i3«2do  +  3ci3od°2  +  dö*^ ; 

wo  die  Grossen  links  durch  folgende  Gleichungen  bestimmt  sind: 
[4]    a'=,i3a, 

r/  =  fi{v^(L  +  2xvÄ  +  x«  )l) , 

Da  nun  a°ö^— j3*^y®  =  X,  so  folgt  aus  den  vorhergehenden  Gleir 
chungen,  dass  die  Form  f=(a,  b,  c,  d)  in  die  mit  ihr  eigentfich 
raequivalente  Form  S  =(^,  Ä,  €,  3D)  durch  die  Substitution  a"^,  /?•, 
T'^^,  d®  übergeht.  Umgekehrt,  geht  f  in  S  durch  die  eigentlich 
aequivalente  Substitution  a^  /3^,  y^»  d^  i^iber,  indem  aagenonkmei^ 


41 

j^ird,  dasssich  ausdeh  Gleichungen [4]  safizeWerthe  vdli2f,  Jb»  (t,^ 
^Tgeben,  so  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  finf  durch  die  Substitution 

«,  ß,  y,  ö^iia^y  j3«+i/aS  fty«,  d«+vy« 

Sbergehty  wo  ad-^ßY^=fiv=e  ist. 

Wir  haben  hiernach  folgende  allgemeine  Losung  unseres 
Problems:  Vorausgesetzt,  dass  D,  De^  die  Determinan- 
ten der  kubischen  Formen  f=(ay  6,  c,  d,);  f={a\  b\  c\ 
d*)  sind,  wo   c>l,   sei   ft   ein   positiver  Theiier  von  e, 

--=:v,  X  eine  Zahl   zwischen  0  und  v — 1    incl.,  die  drei 

Zahlen  (i,  v,  %  aber  von  der  Beschaffenheit,  dass  die 
durch  die  Gleichungen  [4]  bestimmten  Werthe  von  21, 
Ä>  <C,  5D  ganze  Zahlen  werden,  und  die  Form  5  =  (2l, 
J&,  iE,  ^)  mit  f=^(a,  hy  c,  d)  eigentlich  aequivalent  ist; 
bezeichnet  man  dann  den  Inbegriff  der  'eigentliclien 
Transformationen  aus  /"in  §  mit  a%  j5®,  y%  Ä®,  so  wird 
finf  durch  die  Substitution  |xa^  v/3<»  f  xa%. fi,/,  v5''+xy^ 
übergehen;  und  wenn  man  alle  auf  obige  Weise  be* 
^tixnii^teü  Formen  ^  in  Betracht  izieht,  so  wird  man  zu 
allen  eigentlichen  Transformationen  aus  /  in  /^.ge- 
langen. 

feindet  man  keine  Werthe  ft,  v,  x  von  der  Art,  dass 
%  £,  C  2>  ganze  Zahlen  werden,  oder  entsteht,  wenn 
dies  auch  der  Fall  ist,  keine  mit  f  eigentlich  aequiva- 
1  ente  Form  S»  ^^  *i^  ^  sicher  f  unter  f  nicht  eigent  lieh 
enthalten. 

Unter  den  nach  dieser  Methode  entdeckten  Substitutionen  wer- 
den keine  zwei  identisch  sem.  Denn  dass  zuerst  zwei  verschie- 
dene Transformationen  aus  /  in  dieselbe  Form  ^  nicht  dieselbe 
Transformation  aus  f  in  f  hervorbringen  können,  erhellt  leicht. 
Es  sei  ferner  a®,  /3",  y®,  i9  eine  Trans formatio,n  aus  f  in  *f,  zu 
den  Werthen  ft,  v,  x;  «**',  j?°',  y^',  ^'^'  eine  Transformation  aus  / 
IM  die  von  ^  verschiedene  Form  5',  zu  den  Werthen  ft',  v',  x' 
gehurig.    Dann  ist 

iv5*»+  Xy«  =  v'5«'+xy....(4),    |[AV=:|x'v'  =  e....(5). 

Aus  (l)  und  (3)^  folgt 
folglich 


a*^      ««' 


^Y-y"«''=(>»  -=  — ; 
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und  Dach  (5)  v=zv';  daher  nach  (2)  und  (4) 

v(|?0-j30')  =  (x'-x)aO.  vC^O-iO^^Cx'— x)/>; 
folglich 

(x'  — x)aO,  (x'  — x)yO, 
oder 

(x'— x)aO^O,  (x'— x)i30yO 
oder 

(x'— »)(aOiO— /JOyO), 

d.  i.  x/ — X  durch  v  theilbar«  also  x^=x  indem  x  and  x*  bddd 
zwischen  0  und  v — 1  liegen  sollen;'  hieraus  folgt  weiter  /?Oz=]}p% 
50  =50',  mithin  die  Formen  5>  5'  identisch. 

'51.    Für   die  Praxis   des  Verfahrens   werden    noch   (blgeod^ 
Bemerkungen  zweckdienlich  sein.  .    ; 

«        J 

Bezeichnet  man  die  Charakteristik  der   Form  (H,  \&,  C  2))  « 
mit  (A^  L,  M)y  so  folgt  aus  den  Formeln  [4]  durch  Recbn|ing     _  ' 

[5]'   ^'=fiV2Ä, 

B'=:|X6a(i;L  +  Xi»r, 

C'=  e\v^M+  2xv£ + x^A)  ; 

folglich,  wenn  man  diese  Gleichungen  mit  [4]  combinirt, 

I 

»CE— 32)=  -  I s ^x. 5-5^  I . 

ir 

■  ^ 

Nach   der  Voraussetzung  müssen  ^ , stanze  Zab-  "^ 

len  3ein.     Man  wird  also  damit  anfangen,  nur  diejenigen   Theiler  t?^ 

fi  in  Betracht  zu  ziehen,  für  welche  ö'  durch  u^,  b*  und  ^^f 

,      «  b'&'^afd'    ,      ,        ^,    ...  .  A 

durch  ft«, ^^ —   oarch   fi  thedbar.     Die    Congruenz    x2I  =  - 

(mod.  v}  wird   die  verschiedenen  Werthe  von   x  unter  v  geb« 
wodurch  zugleich  die  Werthe  von  25  bekannt  werden.    D&  bc 


.  ■»■ 
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4en  letzten  Gleichungen  £6]  liefern  die  Werthe  von  (L,  und  Jb, 
wenn  21  nicht  verschwindet.  Verschwindet  a',  also  auch  Ti,  so 
iaaok  man  sich  hei  der  Berechnung  von  15,  <C>  3&  unmittelbar  der 
Formeln  [4]  bedienen. 

Beispiel. 

fi=(a,  6,  c,  d)  =  (h  2,  0,  —1)....  g)  =  (8,  1,  4)..../)=:— 31 
/'=(fl',  6'  c'/dO  =  (l.  7,  13  --8)...  g)'=(72,  99,  450)..Z>'=-31.,  36 

Hier  ist  e=3^  |x  kann  nur  =t  sein,  also 

^  v=3,  a=:l,  1^7  (mod.  3)  =1,  Ä==2,  €=0,  3D=— 1; 

folglich  5=0^  2,  0,  —1).  Es  ^iebt  eine  eigentliche  Substitution, 
durch  welche  f  in  die  mit  ihr  eigentliche  Form  ^  übergeht ,  näm- 
Uefa  «0,  /30,  yO,  ^0=1,  0,  0,  1,  folglich  ist  f  unter  /^  enthalleo, 
und  1,  1,  0,  3  die  einzig  mögliche  eigentliche  Transformation 
aos  /*  in  /*. 

52.  Durch  die  vorhergehende  Theorie  sind  die  Untersuchun- 
gen {iber  die  Aequivalenz  und  Einschliessung  der  Formen  des 
dritten  Grades  der  Hauptsache  nach  erledigt.  Es  müsste  nun 
die  Theorie  der  Darstellungen  folgen,  durch  welche  zunächst  jede 
homogene  Gleichung  des  dritten  Grades  mit  zwei  Variabeln  auf- 
gelöst würde. 

Daesmiraber  noch  nicht  gelungen  ist,  diesen  schwierigen  Gegen- 
stand erschöpfend  zu  bebandeln,  wenn  sich  auch  schon  eine 
Menge  einzenier,  auffallend  merkwürdiger,  Resultate  dargeboten 
hat,  so  dürfte  es  aneemessen  scheinen,  die  Behandlung  desselben 
uns  gegenwärtig  noch  vorzubehalten. 


u 


Uehw  den  Tortra^  der  Iiehre  Ton 

Ke^eiscbititlen. 

Von 

dem   He,r  aqisg'eb  er. 


1. 

Bei  dem  elementaren  Vortrage  der  Lehre  tqd  den 
achnkten»  den  ich  fiir  jetzt  bloss  allein  im  Auge  habe,  giel 
sewöholich  für  jede  dieser  drei  Curven  eine  aus  ihrer  Entsi 
in  der  Ebene  -hergeleitete  besondere  Definition,  ^eht  von 
Definition  zu  der  Gleichung  der  Curve  über,  un(f  leitet  au 
selben  dann  die  verschiedenen  Eigenschaften  der  Curve  bei 
ser  und  wissenschaftlicher  wäre  es  indess  vielleicht,  wem 
um  Alles  gleich  von  vorn  herein  unter  einen  allgemeinen  Ge. 
punkt  zu  fassen,  von  einer  allgemeinen  Definition  aller  dr 
gelschnitte  ausginge,  aus  dieser  Definition  dann  eine  allgc 
Gleichung  dieser  Curven  herleitfite«  hierauf  die  verschieden* 
ten  der  in  dieser  allgemeinen  Gleichung  enthaltenen  Curve 
Suchte,  deren  specielle  Gleichungen  entwickelte,  und  sowo 
diesen  9  als  aucn  aus  der  allgemeinen  Gleichung  die  Eigei 
ten  der  (3urve  herleitete.  Dass  dieser  Weg  wesentliche  V< 
vor  dem,  welcher  gewöhnlich  bei  dem  elementaren  Vortrage  der 
Ton  den  Kegelschnitten  eingeschlagen  wird,  haben  würde,  ß 
mir  keinem  Zweifel  zu  unterliegen;  die  ganze  Darstellung 
dadurch  offenbar  an  Einheit  gewinnen,  und  sich  mehr  der 
nen  Methode  nähern,  welche  man  in  der  analytischen  Geoi 
wo  man  die  Kegelschnitte  gleich  von  vorne  herein  als  Lini* 
zweiten  Ordnung  betrachtet  und  durch  eine  ganz  allgemeine 
chung  charakterisirt ,  zu  befolgen  pflegt.  Es  käme  nur  dan 
eine  leicht  verständliche  allgememe  Definition  der  Kegels« 
zu  finden,   und   die  Dar&tellung,    wie  es  der  elementare  \ 
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fordert,  Qberll^qpt  so  einfach  wie  muglicfi  zu  machen.  Vielleicht 
durfte  der  folgende  Weg,  den  ich  hier  zugleich  auch  deshalb 
betrete,  um  zu  zeigen,  wie  man,  wenn  man  denselben  weiter  ver- 
Mfft,  auch  auf  die  einfachste  und  leichteste  Weise  zu  der  für 
Tide  Untersuchungen  so.  wichtigen  allgemeinen  Polargleichuog  der 
Kegelschnitte  gelangen  kann ,  zu  weiterer  Beachtung  bei  dem 
Unterrichte  in  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  sich  eioigermas- 
sen  empfehlen. 

IL 

Erklärung. 

Wenn  etine  krumme  Linie  nach  einem  solchen  Ge- 
setze gekrümmt  ist,  dass  die  beiden  Entfernungen 
eines  jeden  ihrer  Punkte  von  einem  gegebenen  Punkte 
und  einer  der  Lage  nach  gegebenen  geraden  Linie  ein 
constantes  Verhältqiss  zu  etinander  haben,  so  nennt 
man  diese  krumme  Linie  einen  Kegelschnitt. 

Der  gegebene  Punkt  wird  der  Brennpunkt  oder  Focus, 
die  gegebene  gerade  Linie  wird  die  Dtrectrix  des  Kegelschnitts 

fenannt.  Den  Exponenten  des  constanten  Verhältnisses  zwischen 
en  beiden  Entfernungen  eines  jeden  Punktes  des  Kegelschnitts 
Ton  seinem  Brennpunkte  und  seiner  Directrix ,  oder  bestimmter  die 
Zahl,  mit  welcher  man  die  Entfernung  eines  jeden  Punktes  des 
Kegelschnitts  von  der  Directrix  multipliciren  niuss,  um  die  Ent- 
fernung dieses  Punktes  des  Kegelschnitts  von  dem  Brennpunkte 
zu  erhalten ,  welche  natürlich  immer  als  positiv  zu  betrachten  ist, 
wollen  wir  die  Charakteristik  des- Kegelschnitts  nennen,  und 
im  Folgenden  immer  durch  n  bezeichnen. 


Aufgabe. 

Die    allgemeloe  Gleichung    der    Kegelschnitte   zu 
finden. 

Auflosung..  Man  nehme  der  Einfachheit  wegen  denBrenn- 

Binkt  als  Anfang,  die  durch  den  Brennpunkt  gehende  und  auf  der 
irectrix  senkrecht  stehende  gerade  Linie  sds  Axe  der  x  eines 
reclitwinkligen  Coordinatensystems  der  xy  an,  und  bezeichne  in 
diesem  Systeme  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts  der  Di- 
rectrix mit  der  Axe  der  x  durch  i,  0.  Sind  nun  a:,y  die  Goordi- 
Balen  eines  beliebigen  Punktes  des  Kegelschnitts  in  dem  in  Rede 
stehenden  Coordioatensysteme,  so  ist  x^+y^  das  Quadrat  der  Ent- 
tefnung  dieses  Punktes  von  dem  Brennpunkte,  und  (^—t)^  oder 
(^j?)^ist  offenbar  das  Quadrat  seiner  Entfernung  von  der  Direc- 
trix. Daher  Ist  nach  der  vorhergthenden  allgemeinen  Erklärung 
der  Kegelschnitte 

1)  ar«-f^=j|«(«-r)« 

Ae  allgemeine  Gleichung  dieser  Curven. 
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Folgerungen  ans    der    allgemeinen  Gleichung   &ti 

Kegelscnnitte. 

Die  ersten  Coordinaten  der  Punkte ,  in  denen  die  Aze  der  xp 
von  dem  Kegelschnitte  geschnitten  wird,  erhält  man,  wenn  iaüan 
in  der  allgemeinen  Gleichung  der  Kegelschnitte  ^==0  setzt,  und 
aus  der  dadurch  hervorgehenden  Gleichung  dann  jc  bestimmt  FQr 
y=0  ist  aber  nach  1) 

also 

folglieh  ffir  .v=0: 

2)  ^=±Trz= 


^  Uzn'^  n±l  ' 

Bie  doppelten  Zeichen  in  dieser  Gleichung  lassen  sogleich 
erkennen,  das^  im  Allgemeinen  die  Axe  der  a:1n  zwei  Punkten 
von  dem  Kegelschnitte  geschnitten  wird,   deren  erste  Coordinaten 

ni  ,     ni 

und 


n+1  n — 1 

jBind^    Nur  der  Fall  macht  eine  Ausnahme  hiervon,    wenn  n=:l 
ist,  weil  in  diesem  Falle 


ni 


n— 1 


unendlich  wird,    d.  h.  keinen  bestimmten  Werth  hat,    so  dass  es 
also  in  diesem  Falle  nur  einen  durch  die  erste  Coordinate 

bestimmten  Durchschnittspunkt  des  Kegelschnitts  mit  der  Axe  der 
ar  giebt 

Dies  führt  unmittelbar  darauf,  zwei  Klassen  von  Kegelschnit- 
ten zu  unterscheiden,  nämlich: 

1.  Kegelschnitte,  welche  die  Axe  der  ^  ein  Mal  schneiden, 
deren  Charakteristik  n==l  ist; 

2,  Kegelschnitte,   welche  die  Axe  der  x  zwei  Mal  schnei* 
den,   deren  Charakteristik  n^l  ist. 

Ueberhanpt  aber  werden  sich  offenbar  die  folgenden  drei  Ar- 
ten der  Kegelschnitte  unterscheiden  lassen: 

1.    Kegelschnitte,  deren  Charakteristik  m=1  ist; 
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2.  Kegelschnitte,  deren  Charakteristik  n<l  ist; 

3.  Kegelschnitte  >  deren  Charaicteristik  n  >  1  ist 

Jede  dieser  drei  Arten  der  Kegelschnitte  wollen  wir  nun  etwas 
I     näher  betraditen. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte,  deren  Charakte- 
ristik fi=l  ist,  ist  nach  1) 

3)  ar«  +  y«=(t-:r)«. 

Femer   ist  nach  dem  Obigen  ö  i  die  erste  Coordinate  des  Darch- 

sehnittspnnkts  des  Kegelschnitts  mit  der  Axe  der  x.  Nehmen 
wir  diesen  Pankt  als  Anfang  eines  neuen  dem  primitiven  Systeme 
parallelen  Coordinatensystems  an,  und  bezeichnen  auch  in  diesem 
neuen  Systeme  die  Coordinaten  durch  rr,  y,  ßo  müssen  wir  in  der 

vorhergehenden  Gleichung  fBr  x^  y  respective  ö  ^' 4~  ^ »  ^  setzen, 
wodurch  diese  Gleichung  die  Form 


ßf+^y +»*  =  (!  t-:r)*. 


oder,  wenn  man  aufhebt,  was  sich  aufheben  iSsst,  die  Form 

4)  3f*=-2ü;, 

I 

erhält.  Bezeichnet  man  den  absoluten  Werth  von  —«2t  durch  p, 
so  ist  die  Gleichung  des  Kegelschnitts 

wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  t  ne- 
eativ  oder  positiv  ist,  wobei  man  immer  die  aus  dem  Obigen 
Dekannte  Bedeutung  der  Grösse  i  gehörig  im  Aui;e  zu  behalten  hat. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte,   deren  Charakte- 
ristik n^l  ist,  ist  nach  1) 

nnd  die  ersten  Coordinaten  der  beiden  Durchschnittspunkte  des 
Kegelschnitts  mit  der  Axe  der  .r  sind  * 

*      ni  -      m 

und 


n+1  n — 1* 

Also  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie 


1  /   ni  ni  \ 
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/ 

d.  i.,  me  man  Idcbt.  findet  > 


n«-^ 


die  erste  Coordinate  des  Mittelpunkts  der  durch  die  beiden  Dorth* 
Schnittspunkte  des  Kegelschnitts  mit  der  Axe  der  x  der  Grösse 
und  Lagetnuch  bestimmten  geraden  Jjinie«  Nimmt  man  diesen 
Punkt  als  den  Anfang  eines  neuen  dem  primitiven  Systeme  pa« 
rallelen  Coordinatensystems  an,  und  bezeichnet  auch  in  'diesem 
neuen  Systeme  die  Coordinaten  durch  a^»  y»  so  muss  man  in  der 

Gleichung  6)  für  or,  y  respective    j ^+Xy  y  setzen,  wodurch 

diese  Gleichung  die  Form 

oder 

(Ä+^)'+»'="'(;?=i+^)'' 

d.  i,,  wie  man  hieraus  mitteist  leichter  Rechnung  findet/  die  Form 
7)  ,(i_„^^«  +  3,>=^^  '} 

erhalt.    Diese  Gleichang  kann  man  sowoU  v^ter  der  Form 

^'  n«i»      ■*■  ~1^      -*' 

alß  «uch  unter  der  Form 

(n^l)«a;«      (««-!)»« 

darstellen.    Ist  nun  n<l,  so  sind  die  Grossen 


(1— «3)2    """      l--»«^ 

b^de  positiv,  und  man  kann  also 

wo  a  und  b  positive  Grössen  bezeichnen  sollen,  setzen,  wodurch 
die  Gleichung  8)  die  Form 


")    .  (f)'+(0'= 


erhält.    Ist  dagegen  n>l,  so  sind  die  Grossen 

und 


beide  positiv,  unc)  man  kann  also 


99 

WO  a  uod  S  positive  GrosseD  beseicbneB  sollen,  setseo,   woAirch 
^e  CUekhuDg.  9)  die   Form 


»'    e)'-o)'= 


eriiUt 

IHe  Kegelschqitte»    deren  Cbarakteristil^  n=l  ist,    heisseD 
Parabeln^  und  ibre  Gleichung  ist  nach, dem  Obigen 

14)  y^=±pa:. 

Der  Punkt«  in  welchem  das  von  dem  Brennpunkte  auf  die  Direc- 
trrc  gefällte  Perpendikel  von  der  Parabel  geschnitten  wird«  wel- 
cher oei  der  vornergehenden  Gleichung  als  Anfang  der  xy  aiige- 
noimniei^  worden  ist,  wird  der  Scheitel  der  Parabel  genannt,  und 
die  Grosse  p  heisst  der  Parameter  der  ParabeL 

Die  Kegelschnitte,   deren    Charakteristik   n<l  ist,    helsseo 
Ellipsen,  und  ihre  Gleichung  ist  nach  dem  Obigen 


«)    e)'+a)'=" 


DiQ  beiden  Punkte,  in  denen  das  von  dem  Brennpimkte  auf  4i^ 
0irect|ix  gefällte  Perpendikel  von  der  Ellipse  geschnitten  wird, 
heissen  die'  Scheitel  der  Ellipse.  Der  Mittelpunkt  der  die  liei- 
den  Scheitel  mit  einander  verbindenden  geraden  Linie,  weleher 
bei  ^^r  vojrhergehenden  Gleichung  als  Anfang  der  xy  angekom- 
men worden  ist,  wird  der  Mittelpunkt  der  Ellipse  genannt.  Die 
Grosse  2a  heisst  die  Hauptaxe,  die  Grösse  26  die  Theben axe 
der  Ellipse. 

Die  Kegelschnitte,   deren   Charakteristik  9>1    ist,   heissen 
Hyperbeln,  und  ihre  Gleichung  ist  nach  dem  Obigen 

Die  beiden  Punkte,  in  denen  das  von  dem  Brennpunkte  auf  die 
Directrix  gerillte,  Perpendikel  von  der  Hyoerbel  geschnitten  wird> 
heissen  die  Scheitel  der  Hyperbel.  Der  Mittelpunkt  der  die 
beiden  Scheitel  mit  einander  verbindenden  geraden  Linie,  welcher 
bei  der  vorhergehenden  Gleichung  als  Aofang  der  xy  angenom- 
men worden  ist,  wird  der  Mittelpunkt  der  Hyperbel  genannt. 
Die  Grosse  2a  heisst  die  Hauptaxe,  die  Grösse  ^6  die  Neben* 
axe  der  H^-perbel. 

Sowohl  bei  der  Ellipse,  als  auch  bei  der  H3rperbel,  wird  die 

Grösse 

17)  p=--|- 

fcr  Parameter  genannt. 

Für  a=6  geht  die  Gleichung  der  Ellipse  in  die  Gleicbnns 
des  Kreises  ümt.  Eine  Hyperbel,  bei  weldier  a^b  ist,  wird 
eioe  gleichseitige  Hyperael  genaMt  '  < 
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(!>!  Die  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  aas  den  obigeo  6Iei« 
chungen  zu  entwickein,  ist  hier  naturlich  gar  nicht  meine' Absicht. 
Indess  verdient  doch  noch  Folgendes  über  die  Ellipse  und  Hyper- 
bel bemerkt  zu  werden. 

Aus  den  Gleichungen 

dieser  beiden  Linien  ergiebt  sich  nämlich  leicht,  dass  dieselben 
um' ihre  Mittelpunkte  herum  auf  vuLlig  symmetrische  Weise  lie- 
gen, woraus  folgt,  dass  es  für  jede  dieser  Curven  ausser  dem 
ursprünglich  als  gegeben  betrachteten  Brennpunkte  und  der 
ursprünglich  als  gegeben  betrachteten  Directrix  noch  einen  zwei- 
ten Punkt  und  eine  zweite  gerade  Linie  auf  der  andern  Seite  des 
Mittelpunkts  geben  muss ,  welche  gegen  den  Mittelpunkt  und  über- 
haupt gegen  die  ganze  Curve  übrigens  ganz  dieselbe  Lage  haben ' 
wie  der  ursprünglich  gegebene  Brennpunkt   und    die  ursprünglich 

gegebene  Directrix.  Deshalb  legt  man  jeder  Ellipse  und  jeder 
[yperbel  zwei  Brennpunkte  und  zwei  Directrixen  bei,  nennt  die 
balbe  Entfernung  der  beiden  Brennpunkte  von  einander,  d.  h.  die 
Entfernung  eines  jeden  der  beiden  Brennpunkte  von  dem  Miltet- 

Eunkte,  di^  Excentricität  der  Ellipse  oder  der  Hyperbel,  und 
ezeichnet  dieselbe  in  beiden  Fällen  durch  e. 

Bei  der  Ellipse  hat 'man  nach  dem  Obigen  zwischen  den  vier 
Grossen  n,  t,  a,  b  die  beiden  Gleichungen 


=  a2,     ^i— :5-=6*. 


Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich  ohne  Schwierigkeif: 
18)      1-««=^,.      «*  =  ^.-'      «•'=5^.- 


Nach  dem  Obigen  ist 


n^i  nH 


n«— 1""       l-n« 


die  erste  Coordinate  des  Mittelpunkts  der  ElHpse  In  Bezug  atff 
den  ursprünglich  gegebenen  Brennpunkt  als  Anfang;  also  sind 
offenbar 

und   — 


die   ersten  Coordiiiaten   der   beiden  Brennpunkte  der  Ellipse  in 
Bezug  auf  ihren  Mittelpunkt  als  Anfang,  und 
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n'H 
1— n«  ' 

ist  in  Bezug  auf  denselben  Anfang  die  erste  Coordinate  des  ur- 
sprünglich gegebenen  Brennpunkts.  Führt  man  in  diese  Ausdrücke 
die  Yorher  geiundenen  Wertbe  von  n^  und  i^  eiii ,  so  ergiebt  sich, 
dass 

die  ersten  Ooordinaten  der  beiden  Brennpunkte  in  Bezug  auf  den 
Mittelpunkt  als  Anfang  sind ,  woraus  man  ferner  unmittelbar  für 
die  fizceotricität  e  den  Ausdruck 

19)       '  6  =  Vfl2Z^ 

erhält.  Die  ersten  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte  der  bei- 
den Directrixen  mit  der  Axe  der  a:  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt 
als  Anfang  siud^  wie  man  leicht  findet: 

•  • 

'i  ,  t 

und    — 


wo  die  erste  Coordinate 


1— m2 


der  ursprünglich  gegebenen  Directrix  entspricht.  Führt  man  die 
vorher  gefundenen  Werthe  von  n^  und  i^  ein»  so  ergiebt  sich, 
dass 


-XTa^^ö^ 


die  ersten  Coordinaten  der  Durchschnittspnnkte  der  beiden  Direc- 
trixen mit  der  Axe  der  or  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  als  An- 
fang sind. 

Für  den  Kreis,  d.  h.  för  a=6,  ist  n^O,  e=0  und  i.wird 
unendlich,  woraus  man  sieht,  dass  der  Kreis  strene:  genötiimeh 
nicht  unter  der  obigen  allgemeinen  Erklärung  der  Kegelschnitte 
enthalten  ist. 

Bei  der  Hyperbel  hat  man  nach  dem  Obigen  zwischen  den 
^  GirSssen  n,  t,  a,  6  die  beiden  Gleichungen 


=  a2  -^-,=:62. 


^us  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich  ohne  Schwierigkeit: 

6»  a«+6V    „         b* 


»)  n*-l  =  r5.  «*  = 


i*= 


o«'  »  —     a«      '    '  — o»  +  6« 


Nach  dem  Obigen  ist 


9/ 


n«-! 


die  erste  Coerdinate  des  Mittelpunkts  der  Uypetbel  in  Bezog  tfiif 
den  ursprünglich  gegebenen  Brennpunkt  als  An&ng;  also  MDid 
oflfenbar 

und 


«^—1  """  n«— 1 

die  ersten  Coordinaten  der  beiden  Brennpunkte  der  Hyperbel  ih 
Bezug  auf  ihren  Mittelpunkt  als  Anfang ,  und 

ist  in  Bezug  auf  denselben  Anfang  die  erste  Goordinate  des  il^ 
spriinglich  gegebenen  Brennpunkts.  Führt  man  in  diese  Ausdrücke 
die  vorher  geumdenen  Werthe  von  n^  und  P  ein ,  so  ergiebt  sich, 
dass 

die  ersten  Coordinaten  der  beiden  Brennpunkte  in  Bezug  auf  den 
Mittelpunkt  als  Anfang  sind,  woraus  man  femer  unmittelbar  för 
die  Excentricität  e  den  Ausdruck 

21)  e=:V^Tb^ 

erhält.  Die  ersten  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte  der  bei- 
den Directrixen  mit  der  Axe  der  a:  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt 
als  Anfang  sind,  wie  man  leicht  findet: 


5 — 1    und  "5 — 5f , 

n*— 1  n* — l 

wo  die  erste  Coordinate 

* 


7*^—1 


ursprunglich  gegebenen  Directrix  entspricht.    Führt  man  die 
er  gefundenen  Werthe  von  n*  und  i^  ein,    so    ergiebt  sich. 


der 

vorher 

dass 

o2 


Va^+W 


die  ersten  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte  der  beiden  Direc- 
trixen  mit  der  Axe  der  x  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  als  An- 
fang «ind. 


Für  die  gleichseitige  Hyperbel «    d.  ti.  für  a^b,    ist  ns=:yi 
and    {•ra^o*. 

III. 

V9iT  wollen  uns  Jetät  einen  beliebi^e^  Kegelschnftt  denken 
and  den  einen  Brennpunkt  desselben  als  den  Anfang  eines  belie- 
bigen rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  xy  annehmen.  Ein 
beliebiger  von  dem  in  Rede  stehenden  Brennpunkte  ausgehender 
Vector  dieses  Kegelschnitts  sei  r,  und  der  von  diesem  Vector 
mit  dem  positiven  xheile  der  Axe  der  a:  eingeschlossene  Winkel« 
indem  wir  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  dar 
X  an  durch  den  rechten  Winkel  (xy)  hindurch  von  0  bis  360^  zäh- 
len«  sei  (d.  Sind  dann  x,  y  die  Coordinaten  des  Endpunkts  des 
Vectors  r  in  dem  Systeme  der  a:y,  so  ist  in  völliger  Allgemeinheit: 

I 

1)  a:=^rco&Q,    y=:rsio5. 

Durch  denselben  Brennpunkt  wie  vorher  als  Ailfahg  lege  roanfer- 
n(ir  ein  zweites  rechtwinkliges  Coordinatensystefn  der  ^V;  die 
Axe  der  :i/  sei  die  Hauptaxe  des  Kegelschnitts,  welche  bekannt^ 
Uch  durch  die  Brennpunkte  gebt,  und  auf  den  Directrixen  senk- 
recht steht,  und  den  positiven  Theil  der  Axe  der'^^  nehme  man 
so  ao,  dass  man  sich,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der 
a"  durch  den  rechten  Winkel  (x^y*)  hindurch  'zu  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  ^  zu  gelangen,  nach  derselben  Richtung  hin 
bewegen  muss,  nach  welcher  man  sich  bewegen  muss,  «um  von 
dem  positiven  Theile  der  Axe  der  a:  durch  den  rechten  Winkel 
(xy)  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  y  zu  gelangen. 
Bezeichnen  wir  dann  den  von  dem  positiven  'Theile  der  Ax6 
der  x*  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe'  der  x  eingeschlosse- 
nen Winkel,  Indem  wir  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  x  an  durch  den  rechten  Winkel  (xy)  hindurch 
^on  0  bis  360^  zählen ,  durch  cd  ,  so  ist ,  wenn  die  Coordinaten  x, 
y  und  x^,  y*  einem  und  demselben  Punkte  entsprechen ,  nach  der 
Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  m  völliger  Allge- 
meinheit: 

I 

^ = or'sin  fii -f  y cos  (0  ; 
Also,  wid  man  hieraus  leicht  findet: 

Sx' :=>  arcoscf>-f  ysinc», 
y= — ^sincD -f  jycoso); 
ond  folglich  nach  1): 

(«'=  r(coswco;^ö+sina}sinö)=  rcos(o)— ö), 

y = — rCsincocoscd— coscosincd)«x— räin((»— €5) . 
^^IL  i)  ist,  wenn  n  und  i  dieselbe  Bedoutong  fcabiao  wie  in  HL'  - 


die  allgemeine  Gleichung  des  Regelschnitts;  führt  man  abeir  m 
diese  Gleichung  für  a;',  y*  ihre  Werthe  aus  4)  ein,  so  erhält  man 
auf  der  Stelle 

6)  r»  ==  «*  { «— rcos((»— 5)  )* , 

also 

6)  r=J:n(i— «rcos((ö— ö)l, 

oder 

7)  «^  { l±ncos(Qi — 5)  I =+ «i, 

wo  nun  hauptsächlich  die  Frage  entsteht,  wie  man  in  diesen  Glei- 
chungen die  Zeichen  zu  nehmen  hat. 

Um  diese  Frage  mit  Sicherheit  und  Bestimmtheit  zu  beant- 
worten ,  wollen  wir  jetzt  annehmen ,  dass  i  positiv  sei ,  was  offen- 
bar  verstattet  ist,  da  im  Vorhergehenden  die  Lage  des  positiven 
Theils  der  Axe  der  x*  noch  gpnz  unbestimmt  gelassen  worden  ist 

Für  die  Para|>el  und  Ellipse  ist  bekanntlich  n  "T  1 ,  und  mait 
kann  also  in  diesem  Falle 

n  cos(q)  —  Ö)  =  cosqp 

setzen.    Dann  ist 

1 4:  itcos(a) — x5)  =  l  ±  cosqp , 

d.  i. 


/  1 

12coSö9* 

l4-ncos(ü) — ö)=/ 

|2sin^92 


woraus  sich  ergiebt,  dass  im  vorliegenden  Falle  die  Grosse 
l  +  ncosCco— qp)  stets  positiv  ist,  und  daher,  weil  nach  der  Vor- 
aussetzung i  positiv  ist,  in  der  Gleichung  7),  also  auch  in  der 
Gleichung  6),  die  oberen  Zeichen  genommen  werden  müssen^  fär 
die  Parabel  und  Ellipse   also  immer 

8)  r=wi/ — rcos(w  — ö)| 

ist. 

Bei  der  Hyperbel,  wo  n  >  1  ist,  müssen  wir  die  beiden 
Zweige  dieser  Curve,  nämlich  den  Zweig,  in  welchem  der  als  Pol 
angenommene  Brennpunkt  Hegt,  und  den  Zweier,  In  welchem  <daMP 


,1 
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^  als  Pol  angenommene  Brennpunkt  nicht  liegte  die  wir  der  Kürze 
wegen  beziehungsweise  den  ersten  und  den  zweiten  Zweig  der 
Hjperbel  nennen  wollen,  von  einander  unterscheiden. 

Die  ersten  Coordinäten  der  beiden  Scheitel  der  Hyperbel  im 
System  der  x'y'  sind  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

•  ni  ,      ni 

und 


w  +  1 


n-V 


711  71% 

Von  diesen  beiden  Coordinäten  ist  — rr  die  kleinste,    j     die 

•w  + 1  « — •  1 

prosste.    Für  den    ersten  Zweig    der   Hyperbel   ist  also  oflfenbar 

immer 


ai'< 


ni 


«+r 


a&so 


m 


m 


fi-f  1 


— ar'  = 


- 1  —  t  +  i  — X  = n  +  % — x' 


er 


eine  positive  Grösse,  so  dass  folglich,  weil -j^    eine    nega 

tive  Grosse  ist,  jedenfalls  auch 

i — a;'=i — rcos(cö  —  ö) 

eine  positive  Grosse  sein  muss,  woraus  sich  ergiebt,  dass  in  die- 
sem Falle  in  der  Gleichung  6)  das  obere  Zeichen  genommen,  und^ 
daher 

r=w{t — rcos(Gi — ö)} 

gesetzt  werden  m«ss.    Für  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel    is 
dagegen  offenbar  immer 


x'> 


711 


n-r 


also 


x'-'- 1=  — t  +  ar'  +  i— ==— («— a:')  — 


n—i 


«me  positive  Grosse ,  woraus  sich ,   da —y      eine     negative 

Grosse  ist,    ergiebt,     dass  in   diesem  Falle  —  (i— a:0  eine  posi- 
tive, also 

'   t— ar'=t--rcos(a}-— ö) 

|ine  B^^tive  Grosse  ist,  und  daher  In  derGleichung  6)  das  untere 
ZcMien  genommen,  folglich 

TlieilXYII.  b 
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r=— w{t— rcos(» — 5)} 
gesetzt  werden  muiss.    Ueberhaupt  Ist  also  für  die  Hyperbel 

9)  r  =  4:«{« — rcos(i» — ö)K 

wenn  man  för  den  ersten  Zweig  c^er  Hyperbel  das  obere,  für  deo 
zweiten  Zweig  derselben  dagegen  das  untere  Zeichen  nimmt. 

Demnach  ist  für  jeden  Kegelschnitt 

10)  r^=4zn{i  —  rco8(a} — ö)}, 

wenn  man  för  die  Parabel ,  die  Ellipse  und  den  ersten  Zweig  der  ^ 
Hyperbel  das  obere,  für  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel  das  j 
untere  Zeichen  nimmt.  ^  . 

Nimmt  man  nun  aber  n  nicht  wie  bisher  stets  positiv,  soo-  I 
dern  für  die  Parabel 5  die  Ellipse  und  den  ersten  Zweig  der  Bhf"  ! 
perbel  positiv,  für  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel  dagegen  ne* 
gativ,    so  ist  ganz  allgemein  für  jeden  Kegelschnitt: 

^  i 

11)-  r=w{t— rcos(Q) — ö)}, 

also 

12)  r(l  +  ncos(o)— 5)}=:m,' 


oder 


13) 


nt 


rr\  9 


1+  ncos(a)—(d) 


oder 


14) 


-.i-jcos(m-o) 


■'¥. 


oder 


*^^  '•=|;n+r*=»'*^«'-")!  '• 


Die  ersten  Coordinaten  der  Scheitel  im  System  der  afy'  « 
für  jeden  Kegelschnitt  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 


ni  ,     711 


— TT   und  — -5,  i^*^ 

wo  für  die  Parabel  jedoch  nur  die  erste  dieser  beiden  ersten  Co< 
dinaten,   welche  positiv  ist,    gilt.     Für  die  Ellipse  und  Hyp^ 

fii 
entspricht    ^Xi>  welches  positiv  ist,  dem  Scheitel,  derdeni; 
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Pol  aDgeDommenen  Brennpunkte  zunächst  liegt.  Hieraus  ergiebt 
sich,  dass  man  den  positiven  Theil  der  Axe  der  x*  immer  von 
dem  als  Pol  angenommenen  Brennpunkte  an  nach  dem  Scheitel 
des  Kegelschnitts  hin  nehmen  rauss»  welcher  diesem  als  Pol  an- 
genommenen Brennpunkte  zunächst  liegt. 

Setzen  wir 

16)  ^=-.,   J5=^; 

so  ist  unter  den  im  Vorhergehenden  gemachten  Voraussetzungen 
17)  r  =  { i4  +  ^cos(co  — 15)  j-i 

• 

^6  allgemeine  Polargleicbung  der  Kegelschnitte,  und  A  ist  posi- 
tiv fSr  die  Parabel ,  die  Ellipse  und  den  ersten  Zwei^  der  Hyper- 
bel, negativ  fSr  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel,  B  dagegen  ist 
ünmer  positiv. 


Für  die  Parabel  ist 


A=B=]'y 

t 


^so  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

18)         ^=^=:-. 

P 

Für  die  Ellipse  ist  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 


a  a  ^a*—6^       e 


also 


.     6*      1 


und  folglich 


oder,  wenn  man 

•  b 

20)  f=- 

•«tet: 

5>* 
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21)    .  A  =  -.  ^=-^ • 

Also  ist  A'>B. 

Für  die  Hyperbel  ist  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen, 
wenn  man  immer  für  den  ersten  Zweig  die  oberen,  fflr  deii  zwei- 
ten Zweig  die  unteren  Zeichen  nimmt: 


also 


b^  1 


und  folglich 

oder 5  wenn  man  auch  jetzt 

23)  a  =  * 

setzt: 

2VT+€^ 


24)  ^=4--  ,    B= 

~p  p 

Also  ist  der  absolute  ^  erth  von  A'^S. 

Auf   diese  Weise  kann  man  die  Constanten  A  und  B  leicht 
durch  die   gewöhnlichen  Elemente   der  Kegelschnitte  ausdrücken. 

Zählt  man  überhaupt  den  Winkel  q>  von  der  geraden  Linie 
an,  welche  von  dem  als  Pol  angenommenen  Brennpunkte  aus 
nach  dem  diesem  Brennpunkte  zunächst  liegenden  Scheitel  des  Kegel- 
schnitts hin  gerichtet  ist,  nach  einer  gewissen  Richtung  hin  von 
0  bis  360^,  so  geht  aus  dbm  Obigen  leicht  hervor,  dass  die  all* ' 
gemeine  Polargleichung  de^  Kegelschnitte 

r=^(A  + Bcoag))—^ 

■ 

oder 


j» — ^  : 

A-i-Bcosq> 
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Ist.  A  ist  positiv  für  die  Parabel,  die  Ellipse  und  den  ersten 
Zweig  der  Hyperbel,  negativ  für  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel; 
JS  dagegen  ist  immer  positiv.  Für  die  Parabel  ist  A=iB ,  für 
die  Ellipse  ist  A^  B,  für  die  Hyperbel  ist  der  absolute  Werth 
▼OD  A<^B, 


IV.    , 

Um  eine  Anwendung  der  allgemeinen  Polargleicbung  HI.  17) 
der  Kegelschnitte  zu  zeigen,  will  ich  nun  noch  die  folgende  in 
vielen  Beziehungen,  bekanntlich  besonders  in  der  Astronomie, 
sehr  wichtige  Aufgabe  auflösen. 

Aufgabe.  . 

Aus  einem  gegebenen  Punkte  als  Brennpunkt 
einen  Kegelschnitt  zu  beschreiben,  welcher  durch 
drei    gegebene  Punkte  geht. 

Auflösung.  Die.  Vectoren  der  drei  gegebenen  Punkte, 
welche  natürlich  als  gegeben  zu  betrachten  sind,  seien  r^,  r2,  rg; 
die  von  diesen  Vectoren  mit  einer  beliebigen  von  dem  gegebenen 
Brennpunkte  ausgehenden  geraden  Linie  eingeschlossenen,  eben- 
falls als  gegeben  zu  betrachtenden  Winkel,  welche  von  der  in 
Rede  stehenden  geraden  Linie  an  nach  einer  und  derselben  Rich- 
tung hin  von  0  bis  360*^  gezählt  werden,  seien  öj,  öa,  Ö3;  der 
auf  gleiche  Weise  genommene  Winkel,  welchen  die  von  dem 
segebenen  Brennpunkte  aus  nach  dem  diesem  Brennpunkte  zunächst 
liegenden  Scheitel  des  gesuchten  Kegelschnitts  hin  gezogene  ge- 
rade Linie  mit  der  obigen  von  dem  Brennpunkte  aus  gezogenen 
geraden  Linie  einschliesst,  sei  o.  Dies  vorausgesetzt,  haben 
wir  nach  IH.  17)  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

iri=M  +  ^cos(a)  — üi)}-i, 
r2=\A  +  B  cos(a)  —  ö^)  }-^ , 
rj  =  { -4 -I- ^cos(w  —  ög)  )-* ; , 
oder 

irj  { -4  +  Äcos(a)— öl) }  =  1, 
TaM  +  ^cos(a)  —  Oa)}=l, 
rg  { A  +  J5cos((3i}—  O3)  1  =  1; 

m  denen  ri,  r^,  r^j  Oi,  5a>  ^s  <l>e  gegebenen,  dagegen  w,  A, 
B  die  gesuchten  Grossen  sind ,  durch  welche  letzteren  der  Kegel- 
schnitt vollkommen  bestimmt  wird. 
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Formeln  ffir  A, 


Aus  den  Gleichungen  2)  erhält  man: 


also 


und  hieraus 


folglieh 


1 — ri^==rijBcos(G)  —  5i), 
1  —  r^il =raiScps((o —  ö^)» 
1  —  ra  ^ = r3iScos(Q>  —  S3) ; 


1 — TiA Vi  ^osOi+sinüi tangto 

1 — r^A      T^'    cosQs+siD^stangtt)  * 

1 — r^A r^    cosü2+ß>'*^a*^"S*^ 

1—73-4       1*3  *  C0SO3  -|-sinc33tangQ>' 

1 — r^A  r^    cos53  -f-  sinc53tanga> , 

l—TiA      Vi  '  coscdi^-sinOxtangc»' 


r2(l — r^A)  cosOs  "~  ^i(^  —  '*2^)  cosüi 
{ ra(l — ri24)sinc52 — ri(l--r2-4)  sinöi  |  tangco , 

73(1  —  r^A)  cosc^s  — r2(l  —  r^^A)  cosOa 
-{»•3(1  —  r2-4)sin03 — T^ß  —73-4)81002 !  tangw , 

ri(l  — r3^)cosc5i  —73(1  — •ri24)cosÖ3 
■  {ri(l  —  r3^)sinc5i  — 73(1  — rxA)Bm(^^ }  tangco; 

72(1 — ri-4)cosÖ2— ri(l — r2-4)cosöi 


»•3(1  —  »^^)  COSO3— 72(1 

72(1  — 7i4)sin02  —  »"iCl 


'73^)C0S(i)2 

72^)sinc5] 


•      Trr      > 


73  (1  —  724)sin(i)3  —  72(1  — 73^)sin02 
woraus  sich  leicht  ergiebt: 

0  =  7a73  sin(52  —  Ö3) .  (1  — •  7i  -4) 

+  737iSin(Ö3  —  Ol) .  (1—72^) 

+  7i7a  sin(5i  —  Sa) .  (1  —  73  A) 
oder 
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0=  8iD(92--6s)  'iy^) 

+  si  11(6)1—02)  '(y-^)' 


also 


^  siii(ü2— 6)3)  +  -  sin(03-öi)+  --  sin  (c.>|  —«2) 

3\        >|=i?i ^.= ^  = ^3 ^ 

^  siD(G)|— »2)  +  »in(öt— Ü3)+slii(a)3— <d,) 

oder,  wie  man  leicht  findet: 

--8in(5a— Ö3)+r"»"n(öa— ö,)  +  — sin(Mi  —6)2) 

^     ^— -  1  _     _        f^     2       1  _    ^    " 

4sin  ^  («i — (1)2) sin  5 («2— <^3) «""  ö  (^>3— ^•>i) 
oder  auch 

C08:^(6>2  — O3) 

5)  %A= 


ri  sin  r>  («i— O2)  sin  7,  («3  —  6>, ) 


COS  ,^  (Ö3  —  ö|) 


1  _     _       1  _      _ 


COS  5  (üi  —  Ö2) 

4U 


1*8  sin  ^  (»3  —  üi)8in  ^  (üj  —  o), ) 


Formeln  für  B. 

Aus  2)  ergiebt  sich: 

r^ — Vi  =  rir2 1  cos(iiii— ö^)  —  cos(fi>— «2^  I  ^ » 
/j— r2=r2r3 1  cos(o— 02)-— c«s(w— «3) )  /i, 
ri— r3=r3rj  {cos(ö)-^Ö3)  — cos(co— ÖJIÄ; 


also 
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Formeln  für  A. 


Aus  den  Gleichungen  2)  erhält  man: 


also 


und  hieraus 


folglich 


1 — rii4  ==rijBcos((»  —  5i) , 
1  — •  rail=r2iScps(Q) — ö^), 
1 — r324=r3jBcos(Q>  —  Sa); 


1 — r^A rj  ^osOjJ-sinüx  tangto 

1 — r^A      r>i'    cosOs+sinOstangro 

1 — T^A  __  r^   cos52  -f  sinSatangco 
1— Ts^^  "~  r8  '  cosc53  -t-sincdstangoo' 

1 — T'^A  r-^    cos53  4-sinQ3tanga> , 

X—r^A      ri  *  cosQx^-sinOxtangc»' 


Vji\  —  T-^Al)  COSOs  ■"  ^i(^  —  *'2^)  cosüi 

{ ra(l — ri24)sin52  —  ^\  (1  —^2-^)  s^"^  ^i  I  tangw , 

r3(l  —  r^iA)  coscds  — r^Cl  —  r^Ai)  cosc^s 
-{»•3(1  —  r2-4)sin53 — t^(\  — r3-.4)sinÖ2 !  tangw , 

ri(l  — r324)cosöi  — r3(l  — •ri-4)cos53 
-{ri(l  —  r3^)sinöi  — t^{\  — rx^)siDC53}  tangco; 

r2(l — ri-4)cosÖ2— ri(l  — r^A)  cosöi 


r3(l  — riBii)  cosüs  —  rgCl 
r2(l  — rii4)sin52  —  ri(l 


r3^)cos(i)2 
r2^)sinöj 


—.   > 


r3(l  —  r2^)sin03  —  r2(l^^r3^)siD(i)2 


woraus  sich  leicht  ergiebt: 

0=  r2r3sin(Ö2 
+  r3risin(Ö3 
+  rir2sin(5i 

oder 


-Ö3).(l  — ri^) 

-öl)  (1—^2^) 
-Ö2).(l— r3/4) 
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+sir><S3— öl)  .r~  — jj 
+  si  0(6)1—02)  '(y-  Aj, 


aUo 


1        __         l^^l         _J 

—  sln(Oa--G)3)+  -  sin(ü3-.öi)+  --siri(6>|  —  m^) 

3)         ^4=-^ _^     '^g        _      ?3 ^ 

siD(G)i~(d2)  +  8in(öt— Ö3)+sln(Ö3— ö,)     ^ 

oder ^  wie  man  leicht  findet; 

—  8in(Oa-Ö3)  +  --  siD(öa— öj) +  —  sin(«i  —  6)2) 

^— -      .  1  _     _       1  _    Z       1  — ' 

4sin  ^(«i— Oa)sin  ^(üa— Ci)3)sin  ^  (6)3—0,) 
oder  auch 

cosr,  (o)a— Ö3) 
3)  24= 


r,  sin  r  (Ol— Ma)  sin  :,  (w,  —  o>, ) 


COS  ^^  (6)3  —  6)1) 


rjsin  ^(öa — Ö3)  sin  .^  (6)1-—  6)2) 

COS  5  (6)1  —  6)2) 


Formeln  für  B, 

Aus  2)  ergieht  sich: 

ra— ri  =  rirj  1  coa(ci— öj)  —  cos(fi)— öa)  I  ß , 
/3--ra=r2r3 1  cos(o — öa)— •cos(w— ög) )  ßy 
Vi — r^  =  T^Ti  { cos(ö)-!-53)  —  cos(«)— 6)1) \B; 
also 
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fr". JJi^^  (cosSi— cos©j)co»ä>  +  (sinUf^inSs)  siiiw  i 

(- J-g=(co«5a— cos%)co8co  +  (6iii€5.2 — sinO3)sin(0, 

(  — y^  =z (cosc^s— co8e5|)cosG>-f  (sinWs — sinc5i)siiia> . 

Aus  den  beiden  ersten  dieser  Gleichungen  erhält  man  leicht. 

=  { sin(5,  —5a)  +'8in(52— ^s)  +  •in(ö,— öi)  J  sinco , 

=tsin(öi— c52)+»'»'*('5a— Ö3)+sin(58 — öi)  1  cos»  • 
Quadrirt  man  nun  und  addirt,  so  erhält  man: 

=  {«in(üi— üa)  +  8in(G.>t— (1)3)  +  sin(ö8 — öj)!* 

:z=  {  4«in.^(öi— Ö2)sinr^(Ö2— Ö3)sin2(Ö3— öl))*. 

i)nr  Factor   von    g^    ist: 


I 

2 1     Ä* 


y 


Vi       »-ü/        Va      »"s/        V.r3       j-i 


AUo  ist 
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A  = 


r2C08(a>«»€i>i)— 'racos(a)— Qa) 


A  = 


A  = 


^Tir^sln  ^  ((dl— Oa)siDt  o>— sin  ^  (Oi  +  |€da) } 

rgC08(o— *Qjb)  — ^r8C0s(a> — «3) 

2r,r3sin2(5a-53)siii{  CO  — ^(öj  +  03)} 

r3C08(fli — O3)— r^cosCo) — 5^) 

2rgrisin  ^  (Ö3  —  öi)sin  |  ©  —  ^^  ( Og  +  ö^ ) 


er 


» 


il  = 


A  = 


--COS((»— öl)— --  cos  (09  — ^2^ 

*a J[2 

2  sin  5  (öl  —  öa)sin  \  09 — ^  (öi  +  «a) 

--  COS((0  — 52)'~7'C08((0  —  «3) 


3 


2 


2  sin  2  (Oa  —  €i)8)sin  { eo— ^  (*^  +  *^3  ) 

—  COS(q>— Ö3)— '  •—-  cos  (fl)  —  Öj) 

^1 's 

TT   I        nm    I 

2 sin  2  (Ö3— öi)sin  { »  —  ^  (*^  +  ®i) } 


Mittelst  dieser  Formeln  kann  man  A  finden ,  wenn  man  09  mit 
eist  einer  der  obigen  Formeln  7)  oder  8)  berechnet  hat.     ^ 

In  Verbindung  mit  -dem  Obigen  ergiebt  sich  ans  9)  und  lOj : 


Ä=- 


ri— ra 


1  -       -  1  -        - 

2rirasin ^  («i  —  Ö2)sin  ( ©- ^  («i  +  ö«) } 


") 


JB=- 


^%'-'H 


1  _      -  I  J        - 

2rar3sin^^(üa— Ü3)sin  {cd- ^(öa  +  »3)1 


£ 


H-^\ 


\n    i~  1  _    -     ' 

2r3risin2(ö8— öi)sin  {«— '2^^^"*""*^' 


xler 
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Voraus  =  \ 

i        ;.  > 

+  nin  — y2)co»(«  -  Ö3)  =  0, 
und  hieraus  ferner 
7)  tangoj=     ri(yg-i>i)co8gi  ^^^(r^-rOcosld^  +r8(ri--rg)cos53 

oder 

8)  tangfo  , 

I 1  sinöi  +1 I  sin  Ua  hl  —  • 1  eino. 


s  '  ' 


Bestimmt  man  aus  den  oben  fiir  -?    gegebenen    Ausdrficker 

die  Grösse  B  durch  A^    und  fuhrt  die :  erhaftenen  Ausdrucke  ia 
die  Gleichungen  2)  ein.,   so  erhält  matt: 

^    ^        r.2eos(o — (1)2)  —  r3cos(o)  —  Ö3)  ' 


d.  i. 


^    ^       r3Cos(G)  —  Oa)— riCos(ca — «ir        ' 


Srir^sin  s  («i  —  to»)  sin  { »  ~  ^  (o^ + ö^)  { 

^ ■_»«  >l  j.   I 

r|Cos((& — ^1)— r2Cos(cD — öj)  ' 

1  -       -  1  -      - 

2rar3sin  5  (©a—  ©s  )  »>«  I  «>—  9  (©«+03)  I 

= _: f__ i4c=:  1 

raCOs(©— (Da)  —  rsCOsC© — 03) } 

2r3risin  ^(Og— Oi)sin  1©  —  2(^8+öi)} 

rsCOsC©— ©3) — riCos(©— ©i)  "^    ' 


also 


7$ 


A  = 


A  = 


A  = 


riCos(ci»— o. ) — r«cos(o»— 5«) 
^Tirasin  jj  (c5i— c52)siDt  oo— sin  ^  (ö|  +  |öa) ) 

r8COs((o— 53)— r2cos(oi»— 5i) 

2r3rism  ^  (Ö3  —  ojsin  I  ©  —  ^  (  ^a  +  ^^i ) 


A  = 


il  = 


^  = 


~cos(a)— Ox) —  -"  cos  (00  —  o^^ 
2  sin  5  (5i  —  ^a)sin  {  cd  ■— ^  (^1  +  ^a) 

-r-  COS(G)  —  «2)—  7-  COS  (od  —  O3) 


3 


a 


2  sin  2  («2  —  Ö8)sin  {  cd— 0  (^  +  <^3  ) 

--cos(a>— Ü3)— •— cos(a): — G)i) 
^1 ij 

2sin  2  (S3— Si)sin  { »  —  ^  (^  +  ^^i) } 


Mittelst  dieser  Formeln  kann  man  A  finden^  wenn  man  <d  mit 
einer  der  obigen  Formeln  7)  oder  8)  berechnet  hat.     n 

In  Verbindung  mit  -dem  Obigen  ergiebt  sich  aus  9)  und  10; : 


jB=- 


Ti— rg 


2rirjjsin  ^  («i  —  02)8»"  { cp — ^  ("i  +  ««) } 


^1) 


jB=- 


— — n — I TT — I — 

2r^r3sin  „  («a— Ö3)sin  {  cd  —  5  (^2  +  ^a)  ^ 


jB  = 


''3-'*l 


ni — ~'         TZ    I 

2r3risin2(ö8— öi)sin  I  ©— 2('^3  +  ^1)  I 


oder 
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B  — Ü-Jä 

1  _  1  _ 

2siD2(üi  — 02)sin  {«— ^(öi+öa)} 


12)  \      *=— i ^-^^T 

2  sin  2  («2  —  Ö3)sin  { o) — ^  (^^31+  ^»^  ^ 

— _  — 


i 
Mittelst  dieser  Formeln  kann  B  gefunden  werden  ^  wenn  man  \ 

CD  kennt. 

Die  Formeln  7)  oder  8)  liefern  für  den  zwischen  O'und  360^  ] 
liegendein  Winkel  co  immer  zwei  um  180^  von  einander  verschie-  • 
dene  Werthe.  Man  sieht  aber  aus  den  Formeln  11)  oder  18) '  | 
leicht,  dass  diese  beiden  Werthe  von  cj  jederzeit  für  Ä  zwei  dem 
Zeichen  nach  entgegengesetzte  Werthe  liefern,  und  da  nun  B  ] 
bekanntlich  stets  positiv  sein  muss ,  so  hat  man  für  cd  immer  den-  ■ 
jenigen  derv beiden  in  Rede,  stehenden  Werthe  zu  nehmen,  wel-  ^ 
eher  für  B  einen  positiven  Werth  liefert.  Daher  kann  es  nie  zwei- 
felhaft bleiben,  wie  man  den  Winkel  o  in  jedem  Falle  zu  nehmen  * 
hat,   und  die  Aufgabe  ist  folglich  immer  vollkommen  bestimmt. 


Andere    Auflösung. 

So  elegant  auch  die  obigen  Formeln  dem  grussten  T heile 
nach  sind,  so  hat  mir  doch  eigentlich  für  die  wirkliche  Anwen- 
dung immer  die  folgende  Auflösung  unserer  Aufgabe  am  geeignet* 
sten  geschienen. 

Man  setze 

BsincDzizX,  jBcos(o=F; 

so  hat  man  nach  2)  die  folgenden  Gleichungen: 

1 


'•i 


A-^XsiB(di  +  Fcoscdi  = 

-  -        1 

A  +  JIl  sincds  +  Fcosüg  =  — 

A + JIl  sincda  +  FcoscSa  =  T 

19 
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Aas  diesen  Gleichungen  folgt  durch  Subtraction: 

2Xsin  2  (öl— 5a)cos^  (öi  +  02))        ^       * 

rt «  .   1 ,-       _  .   .    1 ,_    ,  -  . i       Ti      r^' 

—  2Fsin^(üi  —  Cd2)sin5((i)i  +  Ü2)) 

1      -  -  1        -       ^     -         V 

2Zsin  5  (Oa— O3)  cos  ^  ( O2  +  «3)  1 

^  ^  .    I 1^ l  , 

1  -.       —  1    -       —    L  —  1*2  ""  r»  ' 

— 2Fsin2(ö2— Ö3)sin2(ö2+ «^3)1 


also 


] 


2i:cot|(öi  +52)-2F=  — I — ^— T*r~r 


sinö  (5i  —  Ü2)sin2  (*^i+®«) 


1 


SXcotg  (02  +  c5a)-2F=       ^  ^       ""^      ''|  ^ — 

sin2(02"-<^3)  sin  2  ^^*  "*"  ^^^ 


md 


1 


2X-2Ftang^(Si  +  Ö2)=— ^-— L!^_ _  , 

sin  ö(Oi — Ö2)cos  2  (*»^i  +  ^2) 


2J-2Ftang^(Q2+53)=       ^^      _^^      ^|^ —  • 

sin  2(<^a'-'<^8)coß^  (<«>a  +  <^s) 


Setzt  man  nun  der  Kürze  wegen 


I 
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13) 


ZV  = 


1  -      -         1  -.       -    ' 

2  sin  2  («i— Ö2)  sin  ^  (öa  —  «i) 


1  -         1  -       -    • 

so  erhält  man  aus  dem  Obigen: 

1   -        _  1  -.       - 

|2l=:  Jlf  sin  5  ( ^^2  +  Ö3 )  •—  -^sin  5  («i  +  Ö2)  > 

14) 

FisilfcosöC^a  +  Ö3)  —  iVeos^Cöi  +  ö«) 

Ferner  erhält  man  leicht  mittelst  des  Obigen: 

15)        A:=i M  cos 2 («a  —  öj)  +  iVcos ^ («i  —Sa) • 

Diese  Formeln  scheinen  mir  zur  Berechnung  von  A^ 
sehr   bequem.    Zur  Berechnung   von  co  und  B  ergiebt  siel 
aus  dem  Obigen 


16)  tangGo=:-p 


und 


17)  B  =  ^=    ^ 


.     sino       COS09 ' 


wo  man  für  to  den  zwischen  0  und  360^  liegenden  Winkel  z 
men  hat,  welchcft  der  Gleichung  16)  genügt  und  mittelst  de 
drucke  17)  für  B  einen  positiven  Werth  liefert. 

Weil  9  wie  man  leicht  findet 

1--.         1--.  1«_  1__ 

B\n^({n^'{-(d^)B\n^(Q^'-(d^)  +  sin^  (Oi  +  öa)sin,j(a)i  — i 

i=— sin  2  («a  +  5i)sin  ^  («s— «i) 
und 
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cos  g  (5a  +  58)sin  2  (öa--58)+cos  ^  («i  +  5»)sin  ^  (5i — 5a) 
= ^  cos  2  (ög  +  5i)siii  2  (Ö3  —  5, ) 
ist;  so  ist  auch 

sin  2  (5a  +  Sj) 

18)     x= j— -""z — rz — 1~ 

2ri  sin  ö  («1  —  üa)sin  2  («8  —  <^i) 
sin2(53  +  5i) 


2rasinö(öa—  Ö3)sin2  (^1 ""  ^2) 


sin  2  («1  +  öa) 


1  -       -  1  - 

2r3sin  ^  (03  —  öi)sin  ^  («a  —  «a) 


ood 


cos  2  (Qa  +  Ö3) 
19)         F=^ J-— -^ ^f- ~ 

2ri  sin  «  («i  —  öa)sin  5  («a  —  «i) 

cos  2  (53  +  öl) 


2rasin  «  («a  —  Ö3)sin2  (öi  —  öa) 


cos2(üi+Oa) 


1  -       -^      1  -       -       * 

2r8sin  2(0)3  — (Di)sin2(öa— «^s) 

Nimmt    man   nun  hierzu    noch   den  aus  5)   sich  ergebenden 
Ausdruck  von  A,  und  setzt  der  Kürze  wegen 

1   _      _         1   _     « 

'^=J  2ri  sin  ^  (üi--öa)sin  ^  (ö3~öi) )  -*, 

20)  ^  G  =  1 2rasin  2  (5a— 53)  sin  g  (5i— 5i) }  -^  # 

1  -      -         1  _ 

,H  =  \  ir^An  ^  (03  —  (i>i)sin  g  (ci>a— %) }  ""*  5  - 
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60  hat  man  zur  BeHtimmung  tod  A^  X,  Fdie  folgenden  Fonneln: 

21) 

1__  1«_  1-« 

^4=:— Feos2(ö2— Ö3)— Gcos5(o8— ©i)— iJeoSgCöi  — Oa)  * 

1--  l«-  1-.- 

F=    Fcos2(öa+Ö3)  +  Gcos^  (o3+öi)+jffcos2(öi+öa)  - 

Die  Grossen  (o,  B  werden  nun  femer  wie  oben  mittelst  der 
Formeln  16)  und  17)  gefunden. 

Auch  ist 

also  nach  21): 
22)  B^=F^+G^+£P 
+2FGco8  2  (öl— «a) +2GJ5rcoSo  («a  —  Ö3)  +2ÄFcos ^((5^ — «i) . 


Bestimmung    der     übrigen    Elemente    des    Kegel-. 
Schnitts  aus  den  Grossen  A  und  B. 

Wenn  A  positiv  und  ^=jB  ist,  so  ist  der  Kegelschnitt  be- 
kanntlich eine  Parabel,  und  nach  III.  18)  ist 

2  2        2 

A=B=^.     also    p=3=^. 

Wenn  2I -positiv  und  ^>i3  ist,   so  ist  der  Kegelschnitt  eine 
Ellipse,  und  nach  III.  21)  ist 

2  2V 1— c* 

P  V 

Also  ist 

2 


und 


/,=^^F:^,..=S=.-f=^ 
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worana 


6  _  V^^— jgg     \r(A-B)(A+B) 
a—        A        ~  Ä 


folgt.    Bekanntlich  ist  aber 


_!_?*?       1       &'      A*-ß* 
f~A—   a  *    A  —  a—     A*     "' 


also 


__A A 

*— ^»— fia-  (A-B) (A+B)' 

6=         '  ' 


.     V  A^-B^      \^(A-B)  (A+B) ' 
Wenn  A  positiv  und  A-^B  ist,   so  ist  der  Kegelschnitt  der 


i    erste  Zweig  einer  Hyperbel,  und  nach  III.  24)  ist 

^  2  2VI+  " 

f  P  P 


Also  ist 


t  -  2 


P=3. 


f     und 


-  6«       ^  Ä*— ^« 


woraus 


6  _  VB^-^A^_  V'iß'-A)  (B+J) 
a"^         A       '^  A 


folgt.    Bekanntlich  ist  aber 


2       26«       1       6«      fi«-J« 


also 


6= 


«—  ^a  JT^ä  -  {B-A){B-\-A) ' 
1  1 


Vfia-^a—  VTS— ^)(Ä+^ 


Theil  XTII. 
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Wenn  A  negativ  ist,  so  ist  der  Kegelschnitt  der  zweite  Zwai 
einer  H3rperbel^  und  nach  III.  24)  ist 

P  P 

Also  ist 


2 
P=-A' 


und 


woraus 

b         VW^^          \nß-A)(ß+J) 
ä= A = A 

folgt.    Bekanntlich  ist  aber 

P—~A-   o'    ""il-o""     A*      "' 
also 


1  l 


6= 


VB»-A^     V  (fi-4)  (B+A) ' 


Dass  in  diesem  letzteren  Falle  nie  B  ^  —  A  sein  kann ,  e 
hellet  leicht     Denn  wäre 

B^-A, 

SO  wäre  auch^  wobei  man  zu  beachten  hat,  dass  —A  und  B  pi 
sitive  Grossen  sind^ 

£cos((o  —  ©i)  ^  —  -4 , 
also 

A  +l?cos(co  — 5i)  "TO, 

was  wegen  der  Gleichung 
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TilA-i-  Bcos  (o— öj)  1  =  1 

nnmoglich  ist.  Daher  ist  in  diesem  Falle  immer  £> — A^  d.  h. 
der  absolute  Werth  von  A<^B,  wie  auch  ans  111.  schon  be- 
kannt ist 

Wir  schliessen  mit  der  folgenden  Aufgabe: 

Aufgabe, 

Aus  einem  gegebenen  Punkte  als'Brennpunkt  eine 
Parabel  zu  beschreiben,  welche  durch  zwei  gegebene 
Punkte  geht. 

Auflosung.  Bedienen  wir  uns  ähnlicher  Bezeichnungen  wie 
vorher,  so  haben  wir  jetzt,  weil  bei  der  Parabel  bekanntlicn  ^=:ß 
ist,  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 


23) 


oder 


24) 


fViA  [  l  +  co«(c»—  Ol)  }.=  1 , 
T^A  { 1  +  cos((D— öa)}= 1 ; 


2ri  A  cos^(a) — Oi)*=  1, 
2ra  A  cos  ^  (co — 02)*=  1 5 


woraus 


!1             _    \*                  f       1            «1* 
COSo(«—  öl)/                         \coss"(<ö— öl)/ 
-^-1 1   =1  oder  < — '. /    =  — 
coso(ö>  —  öa)]                     fcoSö-C«  ""öa); 


folgt.    Also  ist 


cos^(a>--ft)^)  ^^ 

cos^  (o—  öa) 


folglich 


cos^(a)~Q2)-cosg-(o  -Qi)      ^^^y  ^^^ 
1  -  1  _     — Vtx  +  V»"a  * 

COSs*(0>— Ö2)+C0S5(C»  —  öl) 
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d.  i. 

1  -       -  1         1    «      - 

sinj(öi-Oa)8iD{2a)-j(Oi+G),))      ynTVr^ 

cos  j  (öl  — 02)00812»— |(öi+öa)}  *  — 

also 

25)      tang{  j (Oi  +  ü«)  —2  "'^  ^  V^iV^  ^^* 4  ^^»""^  • 

Aus  dieser  Gleichung  konnte  man  leicht  tang  äa>  entwickeln^ 

.1 

und   da    ^  ^  positiv  und  nie  grosser  als  180^  ist^   so  sieht  man» 

dass  mittelst  derselben  5-  co,  also  auch  cd  vollständig  bestimmt  ist» 

wobei  es  sich  aber  natürlich  von  selbst  versteht,   dass  es  wegen 
der  doppelten  Zeichen  zwei  Werthe  von   o  giebt. 

Hat  man  o»   so  erhält  man  A  mittelst  der  Formeln 

1  J 


26)       A  = 


2ri  cos  2  (ö — öl)*      Srgcos  5  (00  —  «2)* 


oder,   weil  bekanntlich 

ist»  den  Parameter  p  mittelst  der  Formeln 

27)  p  =  4r,  cos  ^  (co—  öi)*  =  4r2  cos  ö"  ("^ ""  ^^a)*  * 

So  wie  der  Winkel  0»  haben  auch  A  und  /)  zwei  Werthe. 
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III. 

ConseQuences  tir^es  des  formales  r^la- 
1    tives  ä  la  transformation  du  modale. 

Par       ^ 

Dfonsienr  Ubbo  H.  ]l(eyer 

de  Groningue. 


En  adoptant  ies  notations  du  No.  XXXIII.  T.  XVI.  les  for- 
moles  trouväes  dans  le  §.  VI.  permettent  d'enoncer  le  th^oreme 
smyant: 

Theoreme  L 

Soient  H^  K,  6,  k  des  constaDtes  dötermin^^es  par 
les  öquations 


(«) 


n 


jBr=jr,p^H:i, , 


A=c«Ä«; 


OD  auia 


1  » 


(ß) 


1— 


P^ex,k 


n 
P*x 

Hp- 


1- 


P«. 


'".f«J. 


Et^  en  d^teiminant  les  fonctiODS  Hn,  ®n>  Cn>  i^n  par  la 
feooditioD  de  devenir  Bs,  1,  l,  1  pour  xr=zB=zO,  et  par 
les  ^qnations 


8P 


/gi«„=ö^/»/n(i-gJ. 


p=l 


(y) 


(P„ = iip (i - P  ^ J=np(i  -  c^P^,P»,), 

n    ^ 

on  aura  encore 

Enfin,  en  d^termiDant  b  et  h  par  les  öquatioDs 
.V  '  (6  =  5c,        A=5t, 

(ö2„=1-m2^  öo=l, 
on  anra  les  relations 

6Qb=nQh,    Ör6=TA, 

Nous  avons  deja  fait  Tobservation,  qu'il  sera  bon  de  traiter 
s^paremeDt  les  deux  cas  oü  n  est  pair  et  oü  n  est  impair ,  afin 
de  reduire  les  seconds  membres  des  equation^  (y)  ä  des  formes 
quarrees :  c*est  ce  que  dous  alloDS  faire  dans  le  paragraphe  suivaat 


*    6.  I.     Gonsidöration    distincte    des    deux  cas  oü  n  est 

pair  et  impair. 

'    10.  Seit  n  un  Dombre  pair. 
Ed  vertu  de  requation 

(1)  iTp/j»=''^Vp=ÄA/«.../«-i, 

p=o 

OD  trouvera  aisement 


n  p=fi  n 

(2)  JTp^=:/()  ^/ii-p=:JTp/n-p-ij 


pms 
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i»=i         p=a        '^'^+1»     *P=*    P=^ 
irpFp==:jfi,jPpßpFn     =  ÜpFÄpFn-p-i; 

et,  loTsque  les  fonctions  fp  et  Fp  jouissent  de  la  propriet^  de  su- 
tisfaire  aux  conditions 

(2)  .  fn-^^^fp»  Fn-^p—i :=  Fp , 

on  dura 


(3)     ^  ^  W     ' 


n       ;  a 


^pFp=  I^pfJ 
MainteDant,  comme  on  a 

d'oü 

et  par  suite 

/ft(ll>p)^=P2p,,  ft(w-p-l+l^=/^gp.fl^  , 

■  «  M  A  •> 

(5) 
on  poarra  snbstitoer  aux  ^quatioDs  (y),  eo  verta  |des  fonnules  (3)^ 


l^^?fi!rE:MI,'^^?+SÜ,'  ^H-?Öidi»='*f+?E,' 


n 


^- . 


«•^ä 


»^=('-n^.)s5(-S,..)i". 
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De  plus  en  observant,  que  1'od  a 

et  se  rappelaiit,  que  2(n>   9Si,  C»,  2>n  se  r^duisent  ä  dt,  h  \,  1 
pour  a:=:€=09  on  tirera  des  präc^dentes: 


(7) 


En  appliquant  les  formules  (3)  aux  ^quations  (a),  et  ayant  ägard 
aax  lormules  (2),  (4),  (5)^  on  trouvera 


n       '  n 


d'oü 


n 


1  "=1^??. 


»  n 


La  valeuT  de  k  etant  connue^  on  en  dädait  celle  de  A.  Mais  on 
determinera  h  independamment  de  k^  en  observant  que,  comme 
on  a 

il  s'en  suivra 
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ou,  suivant  les  öqnations  (5), 
doDc  OD  aura,  eu  vertu  des  ^qnations  (d)  et  (7),' 
(10)      A=      Äi^  "  ^1-c^A^  p4x 


n       n    _  n  n 


;2     V    "    g 


«  n  n 


2^.    Sojt  n  OD  nombre  impair. 
En  vertu  de  l'^quation^  (1)  oo  aura 


puis 


n  p=n-{-l  n 

Ilpfp^=^     H    Jn'^p  ^^^  Up  fn—p—ly 


.n+1     n— 1 


jr/p=  ir  /j,  Jip/5^+*p=^  ^  ff  /„-p, 


n 


p^p— 


«4-1      w—i 

Hp  Fp  ÜpFn-i-l 


n—l      n—X 
IT"        2 


+P" 


:j^it— 1  üpFpUp  JFtt— p— 1 ; 

2  « 


et  lorsqne  les  fonetions  fp  et  Fp  jouissent  de  la  propriet^  de  sa- 
tisfiEure  aux  conditions  (2)^  ii  vienara 


2 


n-1 
2 


p — 11 

nfp=\n    fpW  npFp=Fn-i  { ffp  Fpl«- 

On  pourradone  substituer  aux  ^quationes  (7),  eii  ayant  ögard  aux 
fomules  (4)  et  (5), 


'&% 


.—«11 
2 


=«""-U*('-S,.)j 


2 


n 
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^(^-mn-^X 


n 

M-1 


d'oü  l'on  tire,  eu  ägard  am  formules  (6), 


p=«+i 


n-l 


K  =  öx4(l-:g^^), 


(11) 


n 
«—1  «-1 


=  Ä:,  gp(l-pa  ^^^,  )=i^^g|»(l~C«PVfl^^:r)> 


^         n 


p=a  ^    n  p=l  — ' 

Pareillement  les  ^quations  («)  peuvent  4tre  remplacees  par 

p=a  "^     « 

n— l  n;-! 

(12)    ^      /«^_t,p=»^"/»5.,  Q^^     P=ti^lP. 

i  n  « "     -  rr         2- 

/^,  P=i      P»*^+i,  - /«i,Ä\,p=i     /»«PJI/ 

n  n  n        n  i> 

n-l 


«     • 
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On  pourrait  dötermfaier  h  h.  l'aide  des  ^quations  (fi)  et  (11); 
mais  on  obtiendra  une  expressioD  plus  simple  par  les  transfor- 
matioDS  suivantes. 

D'abord  od  deduit  de  la  seconde  des  formules  {ß) 


,       F^Bx^k^.       P^ 

n 

Ed  observant  ensuite,  qu'en  vertu  des  formules  ({)  on  a 

et  quCj  puisque  n  est  un  nombre  impair^  on  aura^  non  seulement 


P,=l,  P^=^, 


mais  encöre 


1 


il  viendra»  en  faisent  x=:t,  puis  d?=0, 

1  '     /»    ap 


1       1-  ' 


ou 


r 


n 


n 

P^  .i,     B^     -tm    ^ 

n  » 

d'oü^  en  vertu  de  la  premiöre  des  formules  (J3)> 

%  n 

% 

et  enfln^  en  faisaDt  2=:0» 

(13)  e«,^=iT,-^,  Ä,,,,=Bj,_^. 

n  n 

Maintenant,  comme  on  a    • 

la  seconde  des  formules  (13)  donnera>  en  faisant^=-T: 

(14)  Ä=iTp-j5^. 

n 

Mais  n  ^tant  impair,  on  aura  aussi 

doDC  il  viendra»  en  faisant  y=:T, 

R    2 

»       ^+^^         «6  n     1 


n  n 


ou  bien 


pr-«+l 


(15)  h^bnn       1     , 


RemarquoDs  encore>  qu'en  appliquant  la  formule 


03 


n  p=n-f-l  n 

p=l 


aux  formules  pröc^deptes^    eile  se  pr^senteront  sous  une   autre 
fonne.    Ain^i  les  öquations  (12)  se  cnangeront  en 


n-l 
2 


^'«Vflr 


H=   Hp  P'^^mir^^PsCr.  '        ' 


thj 


-«+1 


P^Q^^ 


11 


£d  eombinant  cette  expression  de  K  avec  celle  de  H  fournie  par 
la  premiere  des  äqnations  (12)900  trouvera 


JSr         _2  n 


(16)       e=^=n^ 


n 


Q^P 


JLT 

n 


PareillemeDt  l'äqaatioD  (15)  se  röduira  ä 


«-1 
-2-  1 


1     -^ 


§.  IL      TraDsformations    ulterieures    des    formules 

trouväes. 

En  rösumant  les  räsuitats  obtenus  dans  le  paragraphe  pröc^- 
dent,  OD  pourra  enoncer  les  thäoremes  suivants. 

Theoreme  IL 

Soit  ft  UD  nombre   pair.    Dätern^iDons  les   constan- 
tes  B,  Ky  6,  k  par  les  äquations 

n^      h''       n  n 


Ä=pa,,P»3,P»s,     .  .  /»^i. 


n        n        ft 


n 


Ö=^,     Ä=«C»iP» 


a^^ 


9« 

On  anra 

»  «  fl 


Ms  n  » 

l_C«/»,i»,      l_c*/Mg,P>,       l-C»i»a,P2, 


n 


n  n 

T 

n 

TkSorkme  lll 

Ed  supposant  n  impair,  on  d^terminer  sl  H  et  K  par 
les  equation  s 

u        n        n  n 


■        «        «  « 


et  on  aura 


Pex,k  =  ePx  I_c2/M     /»;•  l_c3/»     /»;      IIIca/M«.!  P2/ 

n  n  n 


P'x  ,      P'x  .       P'x 

Ir  -T  r 


Qex,k-Qx  t_ca/M,  pa^-  l_ca/»a^  /»;' "  1  —c«/»«-!  P*; 


n  n  n 


— f  — T  T 
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Le  th^oröme  III.9  applicable  aa  cas  ou  n  eßt  pair>  reprodait 
le  tbäoreme  connu    de  Jacobi.      Ce   thäortoe   sera   donc  com- 

Sletä  par  le  thäortoe  U,  applicable  au  cas  oü  n  est  pair  et  con- 
uisant  par  suite,  comme  on  devolt  s'y  attendre,  ä  la  transfonna* 
tion  du  module  döcouverte  par  Lagrange.  D'aillears  ces  deux 
theoremes  sont  compris  dans  le  th^or.  l,,  qui  suhstste  ponr  tout 
nombre  entier  et  positif  n. 

Les  formules  pr^c^dentes  se  präsenteront  sous  d  autres  for- 
mes  en  y  appllquant  les  formules  trouv^es  dans  le  §.  IV.  du  No. 
XXXIII.T.  XVI.  Or  ces  transformations  ^tant  faciles  k  executer, 
Dous  ne  les  äcrWons  pas.  Occupons  dous  seulement  des  relations 
par  lesquelles  les  fonctions  k  variable  imagioaire  sont  liees  aux 
fonctioDS  ä  variable  reelle. 

On  aura  pour  cela>  en  vertu  des  formules  (16)  et  (19)  du  pa- 
ragraphe  citö^ 

vgx,e  vgz,e  vex,b 


OU 


^'•'*-'Öm'     *^*'''=Öm'      ^"'"^Q^' 


et 


On  aura  de  meme 


^  I    ,P6xyh         ^  '^  »  RdXth 

^'«"'='ö^'  ^«"'=ö^;»'  *«"*=ö^,";i' 

P^ey,h  _  P^diy.k 

P^Ozyh  P^Biz^k 


Maintenant  on    deduit  du  theor.    I.,  eu  ^gard    ä   la  relation 


1    £^« 


donc  on  aara 


d'oü,  en  faisant  z=  -9«  =  ^^a, 

1     ^^» 

(2)  V      /»9x.ft         "    ___»+^».» 

En  faisant  ensuite  successivement 


n' 


et  en  observant  que 


ÖT6  =  TA,   Ö(r6  +  -  ^*)5=TA  +  ^A=öA, 


n 
on  deduit  de  la  precädente 
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/ 


1- 


/*•»«,*= 


_  <?«/»,,> 


:-?»,» 


)— 


M 


XyA 


P» 


x,ft 


1       ^»»* 
1      P^x,h 


^3        K 


^6 


1— 


1- 


/»»,» 


^^w 


/»M 


>.* 


1-:^ 


1 £_£di 


/» 


1- 


F^x,b 


1- 


/»,,» 


'»+!?».» 


/» 


J^ 


2,6 


1- 


/»*,» 


V 


p», 


1- 


1— 


Ä««»,»=- 


1— 


i»x,» 


i» 


|f».» 


1— 


n 


»+>,» 


P» 


2»-I»-  h 


'4+=Vf». 


1- 


P'x.t 


l— 


P'»,»  ,       P^x,b 


P^3      1 


P»i«-,(,j^6 


pois,  si  n  est  pair. 


1— 


P0xJt  = 


6Px,h 


P*,,t 


(4) 


1— 


!?»,» 


p*«,» 


P*n-S 


<•»,' 


1     :^£i»l     ^ 


z,i 


1— 


P2 


X,6 


•-*i/ 


P*. 


1- 


!?».» 


p»x,t 

•P*n-1 


n 


QxyhRx,b  1  


/»:r,ft 


1- 


^Ml-^—  1— ^ 1- 


P»»,ft 

P*       .  «-2.     A 


p'm 


1- 


P««,» 


P*      » 


et,  si  n  est  impair. 


i- 


P\b_ 


P«:r,» 


*~>«,.;«-t-..» 


*"P»n-l 


• 


(*6,» 


Theil  XVII. 
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1— 


x,b 


1 


PSXyh   =   OPxyb 


IW 


7», 


1— 


X» 


1— 


i» 


'x,t 


/», 


e»,» 


s^*.' 


1  f^'A 


1- 


I 

(5)  \  ^e*,A=Q*,»- 


/»»,» 

**'»+!«•».» 


I— 


1— 


^».» 


^+*<'4,* 


/M 


'»+'^Pfe» 


1- 


1— 


Pa. 


.•••• 


1^».* 


1 


i»«.» 


Rex,h^=^  Rxyh- 


^  x,b  I       *     j:,6  m      ■»    j,p 


1— 


^7 


>.* 


1     J^£d 


1     ^*>» 


W 


Ajoutons  que  de  la  formule   (23).  §.  VI.  du  No.  XXXIIL  T. 
XVI.  jointe  aux  relations 


on  d^duit 


dtc=nTk,     dQe=Qk, 


(6) 


1- 


.P'ix,, 


n 


/», 


=  /I, 


ny,c 


1— 


1- 


P^ex,k    . 


p^p\ 


n 


-'?*,* 
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1- 


M'^nx^c  — 


nXfC 


?l,' 


1—755 — 


(7)  m,,c=JT« 


+?'PI,* 


1- 


/» 


.ap+1 


n*nx.k=^  TL 


?t,' 


1- 


pots,  si  n  est  pair. 


(8) 


1     ^*iLi 


/**,    .       /«« 


^9£,i_    I  __  P*ex,k 

w 


p».-.. , 


P^ex,h 


QoxjkRexyk 


P2 


-?fl.  k 


1— 


'.+^f»,' 


'%.'  '"^K... 


1— 


1- 


P«fl*,t 


/» 


1- 


P'ex,k 


1- 


P^ex,k 


1— 


1- 


»^x,c= 


'k^Uk,^  ^  -k^\9kj^ 


rL+ 


P^ex,k 


•  •  ••. 


1- 


P'ex.k 


-*%* 


P«-!.    , 


fl 


(**,' 


et,  si  n  est  impair. 


T* 
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1- 


mnx.e  2SS 


1- 


/» 


e*,k 


P** 


l-t^* 


%.'' 


P*n- 


n-l 


*»,» 


d 


1— 


i»fl,,i  ■  /» 


/«. 


1— 


'0x,i 


i^k," 


/» 


1— 


Pt,' 


1- 


\(9)  <«?«*,.=  Qöx,*. 


Ti+*e*,* 


1- 


1  — 75är — 


■ffe» 


1     P^ex,k       '.     /*»»«,* 


1     ^gj>* 


/W 


Jt^x,e  —  M^dXfC. 


'»+^k,' 


^r 


1— 


fi 


'Pt,' 


1 


P*ex,k  /**(>». 


/M 


+=^*.* 


^if*.* 


/». 


/"»«,* 


•<>.* 
ü'^*» 


Aa  moyen  de  ceis   formules  on  sera  conduit  ä  une  equation 

Jiropre  ä  döterminer  le  module  c  par  k.  En  effet^  loreque  dan« 
es  premi^res  des  formules  (4)  et  (5)^  apr^s  avoir  divis^  par  6,  ; 
OD  cDange  b  en  k,  puis  x  en  6x,  et  en  divisant  encore  par  6, 
les  seeonds  membres  deviendront  respeetivement  ^gaux  ä  ceox  ] 
des  formules  (8)  et  (9)  divisäs  par  n;  donc  au^si  \es  premiers 
membres  seront  ägaux  sous  lara^me  condition.  On  aura  par  eon- 
s^quent  pour  n  pair  et  pour  n  impair 


(10) 


1  p        1/» 

n 


es 


en  designanf  par  ^*,  hl  ce  que  deviennent  B^  h  par  le  changeroent 
de  b  en  k,    Mais  on  a 


d'oü 


et  par  suite 


S^tk  =  TA'  ,      O^Qk  ==  W^A'", 


6S'rc=^  nxh' ,     öö'^c  =  n^A' ; 


puis 


eS'Cc^^nCh': 


dnc  on  tirera  de  T^quation  (10) 


lOl 


gg^'^'^A'.*'  —  n^^c'     ee' '*"*'.*' "~  n^"'''» 


f 


OU 


« 


d'oü 


\ 


n  =  ÖÖ'.    c=A': 


ce  qui  montre  que,  par  le  changement  de  b  en  k»  ou,  ce  qui  revient 

n 
aa  m6ine>  de  c  en  h,  6  se  räduira  ä  ^^  A  ä  c  et  par  suite  k  en 

6,  propositioTi,  qu'on  a  la  contume  d'introduire  sans  dämonstration. 
On  poorra  observer,  qu  en  posant 


ö  =  Öc,   A=Äc,   Ä  =  Ac, 


11  r^ultera 


nK  1^.  Si  n  est  pair. 


ee  qoi  donoera 

(11)         ,  w=ÖcÖÄ,    czuhh,  bzzikhj 

00,  en  vertu  des  äquations  (9),  (10),  (12),  (15),  $.  I.: 


n= 


n  C9        fi  »*  n      ^9  n      "* 

(12)    /..-o     n>'*     .'*»    jj«  .*»  «      *'. 


n 


2<^.  Si  n  est  impair. 


71= 
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(13)  ^  ''^-^ 


p=l      '*  2P^    fc 


n 
»-1 


U=A4rp/^2P+i, 


§.  III. 

Application  des  formules  trouvees  au  cas  partiei 

,oü  71  est  ^gal  ä  2. 

L'emploi    des   formales   precedentes    exige^  la    deterinii 
prealable  des  valeurs  particulieres 

PPr  QPr    «P,    ^Pp      «^     ^P, 
n^      «^>       n^'       «^'        n^'        «^' 

pouT  tout  nombre  entier  et  positif  p  inferieur  ä  n.  Pour  l 
que  Dons  alions  coDsiderer^  oii  n  est  egal  ä  2,  il  s'agira  donc 
primer  Pt      Qt      R^     en  fonction  de  Px,  Qx,  Rx,  ce  qui  revi 

resoudre  les  equations  (6),  §.  V.  du  No.  XXXllI.  T.  XVI 
rapport    ä  Px,  Q;r,  Ä^r- 

Mettons  les  formules  citees  sous  la  forme 

^2«  — ^|_^2p^4'     *i-V2X  —  ^]_^2p4    ♦    *+'*2^  —  ^  y^c^f 

d'oü 

/>2^ 

^2« — ^j:  =  2^^  j_^2/i4    * 

en  observant  que 

N 

En  combinant  ces  equations  on  en  tirera 
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(1)  '''e'«'=*'p+lfew/ 


PxQx P^x      Qx Rx ■  qi    /jgjg  RxPs  "aj     . 

Rx   ~l+R2x'     Px  Rtx-Q^x     Qx     -1  +  «?2.' 


observant  que 


lU 


P»     _1-Q*      cP»       l—R,        bPx        Rx—Qx 
l+Qx~   Px    'i  +  Rx~  cPx  '    Rx+Qx~    bPs    ' 

riendra 

PxQx  ^^^      P^x  1       1-— Äjx 

~Rx   —T+R^—d^'    P^x'' 

\QxRi w€t         P^x R^x-j-QgjX 

^'^^      \     Px  R^x — Q%x  P^x 

^RxPx P^x ^_  1  —  Q%x  , 

Qx    ~l+<?««"     P«x      ' 


IS 


„2       1 — Qyc 1 1— iZgjT 

(3)     ^V?-    1^.^^  — c*^;=Q,x' 
'p2 ^«H-Qa« ,,    1 — Qyc 

'~    1  +  «.X  -"  R^x-Q^ ' 


aintenant  Gomme  on  a 


Pj  =  i,    Qt=0,    Är=*; 

Pp"='''   ÖT^'    1^' 
Pe_.     Qf_,l      ^=-.; 


resultera 
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1—6      /», 

2 


(*>  l«">r  -r+6-* -^ '  %=  -c-=T •  1^ ♦ 

Ajoutons ,  qu'en  vertu  des  principes  ^tablis  dans  le  §.  li.  dn  No. 

Xxxm.  T.  XVI. 

^1,,  Qw  ^,.  f^i„.  Qip.  Äi 

2         a         »     *     a'^       a*^        a* 
seront  des  quantit^s  positives;  od  aura  par  suite 

(5) 

I 


Ä ^  ßl.        ./-T-.-         ^* 


en  d^signant  par  V^a  la  racine  positive  d*une  quantite  positive  a. 

Au  moyen  de  ces  vaieurs  particuli^res  on  deduit  du  theor.  II., 
&  II. 

(6)     ^  1  +  6        c* 

^  1-A 


0=1  +  6     A=T+6' 

m  !o        i-(i+6)i>'»,c 

l-(l-6)f»,,e. 


l'öquation  (10)«  $.  I.  et  les  formules  (i),  $.  II.  donneront 


(8;  A=T^ 


b 


(9) 


l*'*'*-      J  +  6/Mx.4  ' 

'    *'*-   1+6/»,,»  ' 

formules  (8),  §.  II.  conduiront  k 

^»''•- Öl +*/»«,,*' 

formules  on  pourra  joiodre  les  ^quations  (12),  §.  11.,  savoir 
/     .2=(1  +  6)(1+Ä) 

l         1  +  A:  1+^ 

n^  les  relations 


[Tc==(l  +  A:)rifc,  ^c=-^2~^i:; 
1  +  Ä 

tb  =  "2 — ^'' '      ?Ä  =  (1  +  Ä)  ^A  . 

'quons  encore,  que,  P2X,C3  Q^Xtc  Rß^yo  ätant   exprimees  en 
m  de  Pexyk,  Qex,ky  Rex^h  par  les  (ormules   (10)  on  pourra 
determiner  Px.c,  Qx.cy  Rx,e  par  les  m^mes  fonetioos  k  Taide 
Tmules  (8).  §.  V.  du  Nr.  XXXIII.  T.  XVI.      . 
n  effet  on  en  tire 


(12) 


R2X,c+cQ2x,e=  (1  +  C)  lA-^p^J 


c 

9 
C 


d'oü 


ce  qui  change  la  troisi^me  des  formules  (10)  en 


ou 


(13)  Ä«,»=  iX^  {Rer,k  +  iQexM ; 

ik 
et,  en  observant  que  ^*==7TjLX\a»  ^"  *"*  d^dait 

(U)  |2/^x,c=  1 — Qex,kRexyk  +  kP^ex,k , 

f  2Ö2x,e  =  1  +  Qex,kRex,k-lcP^ex,k . 


§.  IV. 

Application  des  formules  trouvöes  au  cas  parti( 

oü  n  est  infini. 


Lörsqu'on  attribue  ä  n  une  valeur  infinie,  il  sera  indi 
de  supposer  ii  pair  ou  impair.  Supposons  donc  n  pair,  et 
derons  d'abord  la  formule 


P.Q/5     ^f  ^ 


(1)         Psx,=e-^y^^—,^^ 


p=li— c'-x—jp 


n 


ObserFons,  que  k  däterminäe  par  i'equation 


n 
2 


k  =  c^Hp  /^2P+V 

s'evanouira   pour    une  valeur    infinie   de  n,  puisque   c  et  j 
sont  infärieures  ä  1;  donc,  comme  on  a 
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'l\a„  .  /1.3\« 


il  viendra  pour  ce  cas 


(2) 

Tic  =  To  =  2   • 

Puis  on  a 

et  par  suite 

. 

<3)  . 

En    remplagaDt  donc  -  ä  ^  dans  la  formule  (l),  on  obtiendra 

1— 


n      n         n       „  n 


;«.o=27T ■  ^p=V-''*'"m,^1,' 


n  »  n 


MaintenaDt,  n  etant  infini,-   sera  egal  ä  z^ro.    De  plus>  2p 

^ta.Bt  comprii»> entre  1  et  w,  —  sera  egal  ä  z^ro,  lorsque  2;?  aura 

^^s  valeurs  fiDies,  ou  m^me  infinies^  pourva  que  2p  ne  soit  com- 

P^rable  ä  n,    Mais,  pour  des  valeurs  croissantes,  2p  finira  par  de* 

2ü 
^^nir  comparable  ä  w,  et  -^  obtiendia  une  valeür assignable  com- 

P^ise  entre  0  et  1.    On  saura  dooe  concevoir  un   nombre  pair  m, 
^^    mani^re    que    -^  sera   ^gal  k  zero   pour  des  valeur*  de  2p 

^"^ferieures  ä  m,  et  que  ce  rapport  aura  uoe  valeur  difförente  de 
2^ro  et  comprise  entre  0  et  1  pour  des  valeurs  de  2p  escales  ou 
^^perieures  ä  m.  Ge  nombre  m  devant  ^tre  comparable  ä  n 
^eviendra  infini  avee  n. 

Cela  pose,  on  pourra  substituer  a  la  pr^edente 


i 


•X 

n 


n 
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ayaot  fait,  pour  abräger. 


1 


JL.T  Li 


m  JLT        Lz 

2  »  n 


•  2» 

et  5  en  vertu  des  suppositions  faites,    -^sera  ^gaPä'^z^ro  dans  ta 

Sremi^re    de   ces  ^quations^    tandis  que  ce  rapport  sera  diff^rent 
e   z^ro    et  compris    entre  0  et   l    dans    l*autre.    La  valeur  de 
PHp     sera   done    nulle   dans  la  premiere,    et  diffi^rente  de  zöro 

dans  la  seconde;  d*oü  il  suit,  que>  pour  des  valeurs  finies  ie  Xy 
le  rapport 

Lx 

n 


PS, 


se 
tand 


.(s.\ 


2 


r^duira  ä  f  ö — )    ^^^^s  lapremiere,  et  ä  zerodans  la  seconde, 
dis  que  le  produit  P^^  ^Lx  ^'^^^^^^^^^  dans  i'une  et  Tautre* 

n  n 

La  valeur  de  J  sera  par  suite  ind^peudante  de  o; ;    et  &\-  Ton  ob- 

n 
serve,  que,  pour  des   valeurs  finies  de  a:,  -  ^  ,    ft    ,  Ri^  se 

n  n  n 

r^duiront  ä  l,  et  qu'on  a 


^^«*=«*'"w^' 


il  viendra 


__m 

On  voit,  que  la  valeur  de  J  sera  egale  a  t;    et,    comme  m  dö- 
signe  un  nombre  infini,  on  ponrra  substituer  ä  la  prec^dente 

(4)  sina^=a:^7/'  |l-.('£-Y 

p=l     i        \p7Cj 

et  on  sera  assure,  que  cette  equation  subsiste  pour  toute  valear 
finie  de  x. 
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Ajoutons  que  de  Ja  präcedente  ön  deduit 

\pnj 

et;  puisque 

x+pn         x—pn 
y+p7t  ®     y—pn 

se  r^duiseDt  ä  1  pour  p  infinit  on  aura  encore 


(5) 
00  enfin 


On    trouvera  pareillement 


0 

smy  "'  y  p=\  y—pn  p=a  y^p^t' 


sinx Pj^    X — pn 

Biny  ■"  p=-<jo  y—p7V 


>    >. 


6) 

cosy""  p=-QD  2y— 2^+l7r 

Nous  passons  les  formules  (4)  du  $.  II.,    puisque  la  supposi- 
tion  de  n  mfini  conduira  aux  foDctions    , 

gj— e-g  2 

<lu*oD  d^duira  aussi  des  pr^c^dentes. 

Coiisidörons  done  ensuite  Jes  formules  (8)  du  $.  II.    Ed  rem- 
P^a^ant  —xkx,  on  aura 


n 


n 
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* 

Maintenant  la  valeuf  des  fonetions 

^^,,.*  et   ^?^«^_^ 

s*accroitra^  ä  rn^sure  que  p  augmente,  et,  pour  une  valear  infi- 
nie  de  n,    ces  fonetions   finiront  par  devenir  egales  ä 

En  substituant  donc  ä  la  pr^c^dente 

/»i 

n 


n        n  »  —9k> 


(7)  Px=J'v-— ^-  n  — ^ , 

1 jS^ 1— 5 


dans  laquelle 


^2 


Ph 

n  — 


p=^  ^^ö:r,t 


2     1  n 


1 


on  pourra  concevoir  le  nombre  pair  m,    de  maniere  que  la  valeur 
des  fonetions 

''^*''  et  '"^,,>' 

sera  finie  dans  la  premiere,    et  infinie  dans  Tautre;    d'oü  il  suit, 
que  J'  sera  independante^  de  a:,  ä  moins  que  Pi_q^  j^  ne  soit  infinie. 


n 


ce  qui  n'aura  Ueu  que  pour  une  valeur  2q-{-l-^Qk  de  a:,    q   etant 
un  nombre  entier  quelconque.    Or  on  a  trouve  pour  n  infinl 


7      n  n       e        n 


et  de  la  relation 


-  =  n  — 
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on  tire 


donc  Pi^  ^  De  sera  infinie  que  lorsque        i 

n 

X = (2y+l)w^ = i(2y + \)nxh , 

c'est-ä-dire ,  loreque  x  est  infinie  eile  niöme.  De  plus»  k  ^tant 
^gai  ä  zero  pour  n  infini,  ia  fonetion  Px,\t  se  r^duira  ä  sinj;,  pourvu- 
qae  Px,k  ne  soit  infinie.  Cette  reduction  sera  par  soite  appliquable 
a  Ja  formuie  (7)^  puisqoe  Ia  valeur  de  P^    ^  est  finie  par  nypo- 

tfiese^  et  P^q  ^  ne  sera  infinie  que  pour  x  infinie.      81  doAe  on 

suppose  Ia  valeur  de  x  finie,  et  qu*on  substitue  ä  -  ^\  ^k  ies  va- 
leurs  trouvees»  11  viendra 

zix 
.  nx  ^      *       V  .      n^J 

Px^J*- — r-  Ji 


*Maw     • 


^ihttTv^p-*         .    Sin 


La  Taleur  de  J'  independante  de  o;  se  röduira  evidemment  a  1; 
et»  comme  le  nombre  m  doit  ^tre  comparable  ä  n,  ii  sera  infini 
avec  n\  de  sorte  qu'on  pourra  substituer  ä  Ia  pree^dente 


.      .   sina:  .  2 
1— i 


/ 


Od  trouvera  pareillement 
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('  «PI 


(9) 


ßzr  =  Hp- 


Tt 


f       ainar  ; 

siiur 

(«0^+1  g) 


Ajoutons»  qu*on  a 

(sina)«—  (sin/3)« = siii(a  +  jJ)  sin(a— /5) , 
(cosa)«  —  (sinj3)2=  cos(a+j3)  cos(a—  ft, 

et  obserrons»  que  les  rapports 


fiin(j?— 2;?g)    sin(y--2p+1^)       cos^--2gp)  8iii(y— ^p+lp) 
siii(y— 2p^) '  sin(ic-"2p+l^  '     cos(y-2/?^) '  sm(ar--2p+ 1^ ) 

se  reduisent  ä  1  pour  p  iDfini^  puisqne  q  est  imaginaire:  donc 
deduira  des  fotmules  (8)  «t  (9) 


TT   .  ^        .         .       TU 


/p^      p^gjj    sini^(a:— 2p^)    sin  ^(y-2p+l^) 

— -  j::^     77 , 

y      P=-»  sin2^(3r-  2p^)    sin2:^(a?-2p+ri?) 


7t  ,  .^       V  .       ^ 


(10)  l^-^n    *=°^ 2^^^~^yg)  ^''" Fr ^-^y-»-' g> 

cos,j^(y— 2/?^)    Sin— (ar— 2p+l9) 

/^^       p=0D    cos^(ar— ¥p+l^)    8in^(2^-2JH-T^) 

^==    J^      — « — ' 

^        ''"""''  '^''^Yx^y-^P  f"T^)     sin  ^(^-2/;+l^) 

ou^  en  vertu  des  formules  (5)  et  (6): 
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(11) 


— =^    «=*    ar— 2/?+1t— 2^-flg  y— 2pT--2g+l^ 
i^      p=s-QD  ^-OD  y— ^+lr— 25r+l  ^  a: — ^2pr— §^+I^ 

On  pourrait  demander^   ce  que  devienneot  les  ^quations  (12), 
§.  IL  dans    la  supposition  de   n  infini.    On   trouverait    les    con- 

Staates    —   oa  q~  >    6  et  c  exprimees  en  produits  composäs  d'im 

Dombre  infini  de  facteurs.  Mais,  pour  ^viter  le  passage  du  fini 
k  i'infinii  il  sera  k  pr^ferer  de  d^duire  ces  expressions  des  for- 
miiles  (8)  et  (9).    On  y  parviendra  en  observant»  qu*on  a 


TtQ 


ce  qui  donnera>  en  posant  pour  abr^ger  (^=  n^  > 


jt 1  P^  (8in2pii)^ 

2t-  1        p=i   ,  1 


(sinfi)«  (sin2p+lfi)2 

1 
1— 


1— 


(sin2p+l|[*)« 
^  __        Vcosfi/  y  j^         \cos2p+lft/^  . 

COS^  p=l  /  SID(1      Y         ' 

V.  cos2pfi/ 

(12)     I    b^uJ-^!l^^)\ 

cos2fiPgo/  cos2pft    YA^^^^+^<^^ . 
(co8fi)»p=iVcos2p-Hfi/  \cos2p— lii*/ 

Tkcu  ivn.  8 
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Remarouons  que>  q  ^tant  imaginaire  et  6fs^\e  k  ithy  fi  en  s* 
pareiliemeni  et  on  aura 


03)      i'=2'i;-2'tr 


et  par  saife 


A1Tlt)l£Z 

Ommtmfwßt  ^ 

-■        2£          '  *^*'®J 

'  Si  donc  OD  pose 

• 

• 
(14) 

OD  aura 

sinpf*  =  2^.  (f il»  ~  gTj^),  cosp^  =2  O***  +  ^p) ' 


ou 


i  1 

(15)  sinpix  =3  2p^^-'SP)»  cospf*  =2pP^^  +^^ ' 

et  les  ^quations  (12)  se  r^uiront  ä 

2r  -  V 1+?/     p^U+^+^  /  VI  -^J  ' 

._4^i  i+s'  y/  i+r»  Nyi+s'p+n 

C-4J*  (l+f)3p^  Vl+£^+V  Vl+S^-V* 


Puis,  en  observant  qne,  ^  etant  une  quantit^  positive  et  inferii 
ä  l,  £P  convergera  vers  zöro,  ä  m^sure  que  />  augmente,  on 
dura  qa'on  pourra  ^crire  les  pr^cödentes  sous  la  forme 

/  «\  _  (I+f«  1+S*    1+S«     (     ,l_fl_J3  1-J«    j 

.._i-?i-e»  i-J» 

**-rKTK»i+r»"'' 

d'oü 
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(16)  j  2<y  S*=  1+551  + fi T+S«  • 

1-5  1_    3  l_g6 


öi  = 


i+n+n+e*  ' 


Ces  quaotites  positives  ä  exposant  fractionnaire  repräsentent 
seulemeut  les  vaieurs  positives  qn'elies  admettent.  Ajoutons 
que,  comme  on  a  evidemment 

Tip  (1— jaP+l)  (l  +  £^+*).(l— C2p+2)  (1+^2^+2) 
=  Sp  (l-S^P+2)(l_f 4|,-H)  ==  ^p(l  _  J2p+a)  , 

/ 

ou 

Od  »  1  .  »  1 

7Ip(l-52/iii)=:iip  (j  ^  jap+1^  (i+ja^+ä)  =^P  flfjp' 
ou 

(i-s)(i-s») a-e») =^i|j  •  np-jä •  i|g3  •• ' 

OD  tirera  des  öquations  (16) 

(26)^<r-ieS  =  (l--03  (1-j:3)3  (1-S6)3...^ 


et  eosaite 


a?) 


,(26)i  C-A&''  =  (1-S)  (!-;»)  (1-S») ...., 

|(J)  (26c)J5-A  =(1-£«)(1-S*)(1-S») .... , 

I•2{(6c)-Ä^^ = (1  -f  S)(l+£»K1+S*) 

k2-I6-AcJ5-Ä=(l+5«)(l+C*)(l+f«) • 


Les  produits  eompos^  d'uo  nombre  iofini  de  facteurs  «eront  douc 
T^nita  h  des  expressions  finies. 

Od  ^liminera  de  inline  la  quaotitö  imaginaire  q  des  formuies 
^  (8)  et  (9).    Obserrons  pour  cela,  qu'on  a  g^neralement 

9 

1— fllr^  1  =-öiv;;:Ä%«i«»»2/J— C082«!, 


»-(S;i)'=2dW«''"'^^+'"'''^'''' 


et  parsuite,  eu  egard  aux  äquations  (13)  et  (14), 

On  transformera  donc  la  formule  (8)  en 

puis^  en  observant,  que  xp  s'evanouit  pour  p  infini,  et  ayant  ^gar«i 
aax  ^quations  (16),  on  pourra  substituer  a  la  precMente 

(18)         ^^r,=2c-.5lsina:j~2j— 2-^.  j3-2j3^-^  . 

Pareillement  on  tirera  des  formales  (9) 

(19) 


^%.=K')'" 


1  +  2g«cos2a?  +  g^    lj+^^cos2£-Kf 
cosj:  i_2Ccos2ar+£a'  1  "-2f»eo8ar  +  ?• ' * ' ' 


\  l+2gcos2ar+g^   3  +  2g»co823r  +  £• 

/%,~^'J— 2Ccos2a:  +  £«l— 2e3cos2ar+f«"" 

II  suit  de  ees  formules,  qae  les  trois  fonctions  cireulaires  du 
second  ordre  peuvent  etre  exprimäes  par  deux  autres  fonctions. 
En  effet,  si  i'on  pose 

r20)       |2::r=sinj'(l— 2{:«cos2a:+S«)(l— 2f4cos2ar  +  J«) , 

^       |0,  =  (1— 2?cos2ar  +  C«)(l— 2g3cos2ar  +  Sö) , 

on  aura 
(21)      P^^  -  2^.  ^,  Q^i,  =  2(^-J  gl  -g-,      n-^hl-^ 


n  ^71 


M.  Jacobi  a  däcouvert  plusieurs  proprietös  de  ees  deux  trans- 
cendantes,  ou  plutot  de  deux  autres,  qui  sont  proportionnelies  ä 
eelles-ci.  Tout  eeia  etant  assez  connu  par  les  Traites  sur  les 
fonctions  elliptiques,  je  termineraice  Memoire,  en  montrant  seulement, 
comment  on  pourra  convertir  les  fonctions  Zx  et  0x  dans  une  somme 
de}  termes  proportionnels  aux  sinus  ou  cosinus  de  x  ou  des  mul- 
tiples de  x,  parceqtie  nous  en  profiterons  dans  la  suite. 
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En  faisant 

(22)  (o=e*i, 

aura 

nax=  j.  (w  --)=  4(1-  «.«) , 

l-2£«Cos2a:  +  £*=  (t-£«»«)  (l-£»^); 
qui  cbangera  les  äqaations  (20)  en 

e,=  ni,(i-s^+»(»«)(i  -J*+»^)- 

plus,  en  posant 

g»«,=  llp(l  — £"P<D^, 
equatioDs  pr^edentes  se  reduiront  k 

81  Ton  fait  encore 

aura 

(23)  ^*=25"^^*  <9*=i^Cia». 

tdis  que  la  fonction  F«,  ä  cause  de 

9a,==(l— •I0*)95a), 

tisfera  ä  la  condition 

(24)  F«  +  <»*1^C«=0. 

lintenaDt,  la  fonctioD  tp,a  ätant  döveloppable  en  s^rie  suivant  les 
issances  entieres  et  positives  de  co^»  cta  sera  däveloppable  en 
ie  suivant  ies  puissances  eotieres  positives  et  negatives  de  co^: 
IC  OD  pourra  poser 

Fö,=  ^      (--l)Pa|,i»«P, 
etant   ind^pendant  de  co;  et,  en  vertu  de  requation.(24)9  on 
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d*oü 

Oll  aura  donc 


et^  en  vertu  des  ^qaations  (23), 


Zx=%^    (— l)PfP(p+i)a)2p+i, 


2i  «= 


p=-flD 


OU 


ex=cLo'^^    (— i)p SP*»«*» ,- 

p=:— OD 


Z.=«,2  (_1)PJP(P+.)^(„«P+1_  -4^). 


e,=«^ti+2':^  (-i)'£''2-(«*+^)J 


OU  bien,  suivant  l'^quation  (22), 


p=QD 


Zz=ao    -^   (— .l)PeP(P+*)siD2p+lar, 
p=o 
(26) 

p=C»  a 

ear= «0(1+2   -2"   (— l)P£Pcos2par); 
»  p=i 

et  les  equations  (21)  se  reduiront  ä 

[     ^1'^    ''cU-2fiicos2a:+2i?-2cos4r- 


2fiicos2;r+2J2-2cos4r-2i«-3cos6a:  +.... ' 
iOK\  )  O       — 9^*^V'  ca8a:+£^'^co83a?+£^-»cos5a?  +  ... 

«       _  ,    1  +2S^'^os2a:+2S«gcos4a:+2^3.«cosfeg  +  .... 
K^^  —04  i_2{:Mcos2a;+2J2.2co84ar— 2{;3'8cos6;ir  +  ....  • 

Pour  la  th^orie  des  tianscendantes  Zx  et  Sx  il  fallait  encore 
d^tenniner  la  eonstante  a»*  On  y  parviendra  en  observant,  qae 
de  la  premi^re  des  formules  (20)   on   tire 

?-^  =  (l^£2)2(l_J;4)«(l_J6)2 .... 

B  etaot  egal  a  zero.     La  premierc  des   formules  (25)  donnera  pAT 
suite 
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oquation  propre  ä  d^terminer  cr^,.  D*ailleors  on  pourra  repräsen* 
ter  ia'  Serie  eontenuQ  daos  le  second  membre  sous  une  forme 
finie.  £ii  effet»  a^rant  dämonträ  qa'on  aura  pour  un  module  de  z 
inferieur  ä  1 

il  s^en  suivra,  que  cette  ^qiiation  subsistera  aussi^  lorsqu'on  rem- 
place  z  par  %.    On  aura  par  suite 

__1 \ l_ 

oü,  en  vertu  des  äquations  (17), 

(27)  «,  =  (^)*(26c)-l£A. 

4Joutons  que,  eomme  on  deduit  des  formules  (26)  par  la  suppo 
fiition  de  x-^sz^ 

1 — 2{:i-i  +  2J;2.2  _  2J:3-«  + 

1  -  2S1-;  +  2J2«— 25»-»  + 

i  _  2S11  +  252.«  -  2S8-3  +  .^-. 
=6M  J  +  %^\  +  2e«a  +  25»-3  + ) , 

«^  que  nous  avoas  trpuv^ 

l    P8)  l-3C*-*+6S«-»--75»-4.+  ....=(^J(26c)if-l, 

on  aura  de  plus 

l-.2eii  +  2£*^2S3-3^. ==,/?^y,    , 

0»)  Jl  +  C»a  +  £«»+S»*+ =  (£)'f'^' 

l+2fii  +  2£«-a+2S88  + =  (~)^- 

Remarquons  enfin,  qu'en  substituant  ä  ?  sa  valeur  e^  %    les 
äqoatioDs  (20)  se  reduiront  ä 


d'oü 
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Zx=sinar  /f  (1 — 2e        cos2a?4-e        ) 
0,=  JTj,(I— 2«        ^   C082.T  +  «        '    ); 


/y         •      «— «  co82p  — — cos2:r 
Zx      smarP-z^        '^  T 


^      sin^^  p  ^  CO«  2p —  —  co82^ 
^        00    cos2p+l^— cos2a? 


=  J2t 


^  .cos2p+l  — —  co823f 


ou 


(30) 


«9,  .  ,     ^rTi''^ 


V 


^^^  „    8iii(a?  +^Tl  ^8iD(^-2p+l  ^  ) 


De  merne»   en  substituant  en  outre  a  co  sa  valeiir  e**,    les  öc 
tions  (23)  et  (24)  deviendroot 

z.=-.l  6--*F«,         e,=F  ^^^^ ., 


e       «»^ 


d'oü  Too  däduit  les  relations 

(31)  J  2r  «r 

auxquelies  on  pourra  joindre 
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IV. 

STeue  Methode   zur   Berecbnnni^  der 

Cometenbabnen. 


11  est  bon  que  les  m^thodes  se  mnltiplient,  que 
chaque  calculateur  aifc  la  sienne,  qn*il  affectioone 
et  avec  laquelle  il  se  familiarise ;  los  .calcuU 
Ini  paraitront  uioins  fastidieox,  les  orbites  des 
com^tes  qa'on  decouTrira  seront  calcul^es  de 
plusieurs  mani^res,  le«  r^sultats  en  teront 
d*autant  plns  säm. 

(Delambre:  Astronomie  th^orique 
et  pratique.  T.  III.  p    387.). 


Von 

dem   Herausgeber. 


E  i  D  I  e  i  t  u  n  g. 

Eine    v5llig  directe  Methode    zur   Berechnung  der   Cometen- 
bahnen*)  giebt   es  bekanntlich  leider  nicht.    Alle  bekannten  Me- 


*)  Wenn  man  in  der  Astronomie  Ton  der  Berechnung  der  Cometen- 
bahnen  spricht,  so  meint  man  damit  eigentlich  immer  überhaupt  die 
Bestimmung  der  Babn  eines  narJi  den  Kepler'schen  Gesetzen  sieb  bewe- 
geadeo  Weltkorpers  aus  einigen  wenigen,  nicht  zu  weit  entfernt  von  ein- 
mier  liegenden  Beobachtungen.  Es  kann  daher  unter  diesem  Ausdruck 
iiiea  so  gat  auch  die  Bestimmung  einer  Planetenbahn  aus  einigen  we- 
•igen,  nicbt  zn  weit  von  einander  entfernt  liegenden  Beobachtungen  ver- 
■tuiden  werden ,  wobei  man  dann  aber  naturlich  die  Bahn  selbst  als  eine 
EUipte  betrachten  mnss.     Denn   dass  man  bei  der  Berechnung  der  Come- 

Theil  XVn.  9 
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thoden  beruhen  auf  näherungsweisen  Voraussetzangeä  oder  gehen 
von  näh erungs weisen  Annahmen  aus.  Selbst  die  schone  Meuiod« 
von  Olbers  mit  der  Ihr  durch  Gauss  zu  Theil  gewordenen  meh^ 
fachen  Verbesserungen^  von  der  gegenwärtig  in  der  praktiscbei 
Astronomie  mit  vollem  Rechte  allgemein  Gebrauch  gemacht  wird, 
ist  nur  eine  Näherungsmethode,  und  auch  als  solche  nicht  einmal 
direct^  weil  man  bei  ihr  von  einer  willkuhrlichen  Annahme  aiu- 
gehen  niuss,  und  nur  durch  Probiren  und  successive  Annähenui- 
gen  zu  dem  gesuchten  Resultate  gelangt.  Olbers  geht  nSmlid^ 
bei  seiner  Methode,  die  bekanntlich  drei  Beobachtungen  deist  Co- 
meten  zum  Grunde  legt,  eigentlich  von  einem  genäherten  Werthe 
der  Summe  der  beiden  Entfernungen  des  Cometen  von  der  Sonne 
in  der  ersten  und  dritten  Beobachtung  aus,  und  sagt,  um  einen 
solchen  ersten  Näherungswerth  zu  finden:  wenn  aie  scheinbare 
Entfernung  eines  Cometen  von  der  Sonne  30^  sei,  so  erhelle 
leicht,  dass  seine  lineare  Entfernung   von  der  Sonne  mindestens 

öT  sei"*");  sei  also  die  scheinbare  Entfernung;  des  Cometen  von  der 

Sonne  nur  30^,  so  krmne  die  in  Rede  stehende  Summe  der  Ent- 
fernungen des  Cometen  von  der  Sonne  in  der  ersten  und  dritten 
Beobachtung  nicht  kleiner  als  1  sein;  auf  der  anderen  Seite  habe 
die  Erfahrung  gelehrt,  dass  die  uns  sichtbaren  Cometen,  sehr 
wenige  Ausnahmen  abgerechnet,  innerhalb  der  Marsbabn,  deren 
grosse  Uaibaxe  1%  ist,  seien,  so  dass  also  die  Summe  der  Etat* 
fernungen  des  Cometen  von  der  Sonne  In  der  ersten  und  dritten 
Beobachtung  fast  immer  kleiner  als  3  sein  werde,  wodurch  man 
daher  die  lieiden  Gränzen  1  -und  3  filr  die  in  Rede  stehende 
Summe  der  Entfernungen  des  Cometen  von  der  Sonne  in  der 
ersten  und  dritten  Beobachtung  erhalte,  von  denen  man  dann 
weiteren  Näherungen  übergehen  künne.  Man  sieht  also,  das« 
Olbers,     um   eine  solche  erste   Näherung  zu  finden,     selbst   zi 


tenbalm  dieselbe  als  eine  Parabel  zu  betrachten  pflegt,    ist  nur   eine  n&— 
lierungKwcisc  V'oraussetzung ,     deren    erste   glückliche   Idee'  bekanntiiciB 
dem  Geistlichen   Do  r fei  zu   Plauen    im  Voigtlande  gebührt,    der  die^ 
selbe    zuerst    in    der    eben    deshalb    histdrisch    merkwürdig  gewordenen 
Schrift:     Astronomische    Betrachtungen   des   grossen    Come- 
ten, welcher  1680  und  1681  erschienen,    dessen   zu  Plaaen 
angestellte  Obserrationes,  von  >I.  6.  S.  I>.  1681.  ausgesprochen 
hat.     Wenn   daher    in   der    vorliegenden  Abhandlung   zwar  bloss  von  der 
('ometenbahn  gesprochen  wird,  so  soll  darunter  doch  auch  die  Planeten* 
bahn  verstanden  werden,  insofern  es  sich  um  die  Bestioiniuflg  der  Bahn  aoi 
einigen  wenigen,  nicht  zu  weit  von  einander  entfernt  liegenden  Beobach- 
tungen handelt.     Dass    die    naherungsweise    Voraussetzung   der    parabeli- 
schen Bahn  bloss  der  eigeiitliclien  ('onietenbaim  angebort  und  entspricht, 
brauche   ich    bier   wohl    kaum    noch  einmal    besonders  zu  bemerken  nnll 
hervorzuheben. 

*)  Nämlich ,  wie  sogleich  aus  einer  ganz  einfachen  geometrischen 
Betrachtung  hervorgeht,  mindestens  der  Sinns  von  30^,  die  Entfemong 
der  Ki'de  von  der  Sonne  als  Kinheit ,  oder  als  Halbmesser,  ang^enommen, 

also   mindestens   —  ,  da  sin  30^'  =  --    ist. 
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Erfaliruogen  seine  Zuflucht  zu  nelimen  gezwungen  Ut«  Yvas  frei- 
lieh  bei  einem  geometrischen  Probleme ,  ivie  es  dochdas'Cometen- 
problem  seiner  ganzen  Natur  nach  durchaus  eigentlich  ist^  eini- 
gennassen  auflmlen  muss  und  von  einiger  Misslicbkeit  sich  nicht 
wohl  frei  sprechen  lässt,  wobei  ich  mich  aber  ausdrOcklich'  gegen 
d#a  Vorwurf  verwahre,  als  wollte  ich  durch  diese  und  einige  noch 
folgende  Bemerkungen  den  wohl  erworbenen  grossen  praktischen 
Werth  der  schönen  Methode  von  Olbers  im  Geringsten  schmä- 
lern,  den  vielmehr  Niemand  mehr  als  ich  anzuerkennen  bereit 
mu  kunn. 

Dm  aber,  ohne  zu  solchen  eigentlich  nur  auf  dem  Wege  der 
Erfahrung  -  gewonnenen  Annäherungen  seine  Zuflucht  nehmen  zu 
mfissep,  auf  streng  wissenschafllichem  Wege  einen  vorläufigen 
Schritt  zu  der  Auflösung  des  grossen  Problems  thun  zu  können, 
&at  man  •—  und  zwar  nach  meiner  Meinung  ganz  im  Geiste  der 
strengen  Geometrie  —  schon  früh  der  Recnnung  gewisse  bloss 
in's  Gebiet  der  geraden  Linie  und  der  Ebene  gehörende  geome- 
trische Aufgaben  zum  Grunde  gelegt,  welche  als  näherungsweise 
richtige  Ausdrücke  oder  Darstellungen  des  eigentlichen  (yometen- 
problems  angesehen  werden  können,  und  einer  völlig  directen 
und  strengen  Auflösung  bei  dem  gegenwärtigen  Zustande  der  Ana- 
lysis  iitid  analytischen  Geometrie  fähig  sind,  was  sich,  wie  schon 
erwflbnt,  von  dem  eigentlichen  Cometenprobiem  nicht  sagen  iässt. 

Newton  hat  in  der  Arithmetica  universalis.  Probi. 
geometr.  56.  zu  diesem  Zwecke  die  folgende  Aufgabe  vorge- 
schlagen, die  ich  hier  im  Sinne  d«r  neueren  analytischen  Geo- 
■letrie  auadrficken  werde : 

Wenn  die  Gleichungen  von  vier  in  einer  Ebene 
liegenden  geraden  Linien  in  Bezug  auf  ein  beliebiges 
(rechtwinkliges)  Coordinatensystem  gegeben  sind: 
die  Gleichung  einer  fünften  geraden  Linie  zu  finden, 
auf  welcher  die  vier  gegebenen  geraden  Linien  drei 
Stficke  abschneiden,  die  in  gegebenen  Verhältnissen 
zu  einander  stehen. 

■ 

Die  Beziehung  dieser  Aufgabe'  zu  dem  Cometenprobiem  ist 
leicht  zu  flbersehen.  Man  legt  vier  Beobachtungen  zum  Grunde, 
die  nur  durch  geringe  Zwischenzeiten  von  einander  getrennt  sind, 
ond  betrachtet  das  entsprechende  Stuck  der  Cometenbahn,  so 
wie  demzufolge  auch  dessen  Projection  auf  der  Ebene  der  -Erd- 
Uhn,  als  eine  gerade  Linie.  Die  Projectionen  der  vier  von  der 
Erde  nach  dem  Cömeten  in  den  Momenten  der  vier  Beobachtun- 
gen gezogenen  Gesichtslinien  auf  der  Ebene  der  Erdbahn  sind 
durch  die  vier  Beobachtungen  des  Cometen  gegeben,  und  diese 
vier  Projectionen  werden  nach  dem  Gesetze  der  Flächen  und  eini- 
m  ganz  bekannten  geometrischen  Sätzen  von  der  Projection  der 
Com^nbahn  offenbar  so  geschnitten ,  dass  sich  die  zwiiiichen  den 
▼ier  Durchschnittspunkten  liegenden  drei  Abschnitte  der  Projection 
'<Aer  Cometenbabn  wie  die  Zwischenzeiten  zwischen  den  vier  Be- 
ol>achtungen   verhalten,    was  unmittelbar   zu  der  obigen   Aufgabe 
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fährt ;  unil  wenn  man  die  Protection  der  Cometenbabn  auf  der 
Ebene  der  Erdbahn  liennt,  ist  natOrlich  auch  die  Gometenbahn 
selbst  leicht  zu  bestimmen.  ^ 

Die  einfachste  synthetische  Auflösung  der  obigen  Aufgabe  ist 
von  dem  berühmten  Baumeister  Sir  Ghristopher  Wreo  g^' 
ben  worden,  und  findet  sich  z.  B.  in  der  Astronomie  von  Da- 
vid Gregory.  Lib.  V.   Prop.  12. 

Eine  andere  geometrische  Aufgabe  ist  von  Bouguer  in  Vor- 
schlag gebracht  worden.     Diese  Aufgabe  ist  folgende: 

Wenn  die  Gleichungen  dreier  gerade'r  Linien  im 
Räume  in  Bezug  auf  ein  beliebiges  (rechtwinkliges) 
Coordinatensystem  gegeben  sind:  die  GieichongeB 
einer  vierten  geraden  Linie  zu  finden,  auf  welcher  die 
drei  gegebenen  geraden  Linien  zwei  Stücke  abschnei* 
den,  die  in  einem  gegebenen  Verhältnisse  zu  einander 
stehen. 

Nach  dem,  was  schon  über  die  vorige  Aufgabe  bemerkt  wo^ 
den  ist,  unterliest  die  Beziehung  dieser  neuen  Aufgabe  zu  den 
Cometenproblem  keinem  Zweifei,  und  bedarf  keiner  weitetep  E^ 
iäuterung.  Bouguer  hat  die  obige  Aufgabe  zuerst  in  der  Ab- 
handlung: De.  ia  determination  de  Torbite  des  comdtes. 
Memoires  de  i'Acadömie  des  sciences  de  Paris.  1733. 
p.  331.  angegeben  und  aufgelöst,  und  er  scheint  auf  dieselbe  lo 
Bezug  auf  iliren  Gebrauch  bei  der  näherungsweisen  Bestimmunc 
der  Cometeubahnen  einen  grossen  Werth  gelegt  zu  haben.  Anctt 
Henne rt   fällt   über  dieselbe   ein  sehr  giinstiges,    jedenfalls  za 

fünstiges,    Urtheil,    wenn    er  in  den    Dissertations    sur   l£^ 
'heorie  desCometes,  qui  ont  concouru  au  prix  propos 
par  l'Agademie  royale  des  sciences  et   belies  lettres  d 
Prusse.  A  Utrecht.  1780.  p.  113.  von  ihr  sagt:  „J'avoue  qu 
cette  methode   est    une   des  plus  simples   et  des  plus  elegante»-- 
Le  celebre  Bouguer  renferme   Ia  distance  racourcie  de  Ia  comet^3 
dans   une   seule  formule  qui  n'est  pas  trop  compliqu^e  pour  cfeg=^ 
softes  de  recherches.    II  est  vrai  que  sa  methode  est  encore  fon  — 
dee  sur  Ia  supposition  du  mouveraent  uniforme  et  rcctiligne  dan^ 
Fespace  de  peu  de  jours.    Mais  malgre  ce  defaut  comniun  ä  toii- 
tes  ces  metnodes  connues  jusqu'ici ,    eile  Temporteroit  sur  toute£^ 
les   autres,  «si  Ton   savoit  ä  vue    d'oell   determiner  ia  position  de 
Torbite    rectiliane    de  Ia    comete  reduite  ä  rEcliptique*).**     Nach 
ihrem  wahren  Werthe   für  das  Cometenproblem   ist  aber  die  Bou- 
guer'sehe  Aufgabe,  so  wie  die  obige  Newton'sche,  gewürdigt  wor* 


*)  Die  letztere  Aeusserung  Henne rl's  verstehe  ich  nicht  gani; 
jedenfalls  kann  dieselbe  sich  nur  auf  die  von  Boug^uer  gegebene  Auf- 
in Sun  g:  der  Anfgabe,  nicht  anf  diese  letztere  selbst,  beziehen,  denn  eine 
mit  gehöriger  Strenge  und  Bestimmtheit  durchgeführte  Auflösung  der- 
selben kann  einen  solchen  Zweifel,  wie  llcnnert  zu  meinen  scheint, 
nicht   übrig  lassen. 
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den  von  Olbers  in  der  bekannten  klassischen  Schrift:  Abband- 
iunig  aber  die  leichteste  und  bequemste  Methode  die 
Bann  eines  Coraeten  zu  berechnen.  Weimar.  1797. 
(Nene,  vielfach  vermehrte  Ausgabe  von  Encke.  Wei- 
mar. 1847.)  9  wonach  mir  hier  nichts  mehr  zur  Würdigung  der 
obigen  Aufgabe  zu  sagen  librig  bleibt. 

Man  kann  endUch  auch  das  Cometenproblem  noch  auf  die 
folgende  Aufgabe  zurfickfähren : 

Die  Gleichungen  einer  geraden  Linie  zu  finden, 
welche  vier  gerade  Linien  im  Räume,  deren  Glei- 
chungen gegeben  sind,  schneidet. 

Andere  geometrische  Aufgaben  als  die  vorhergehenden  drei, 
welche  man  bisher  benutzt  hätte,  um  eine  erste  näherunssweise 
Bestimmung  der  Cometenbahn  darauf  zu  gründen,  sind  mir  nicht 
bekannt,  wenn  man  nicht  etwa  noch  die  Methode  von  Bosco- 
▼  rcb  anführen  will,  die  mir  aber  wenigstens  in  geometrischer 
Beziehung  nicht  so  viel  Charakteristisches  zu  haben  scheint,  dass 
ich  mich  zu  einer  weiteren  Besprechung  derselben  an  diesem 
Orte  verpflichtet  halten  niüsste.  Eine  analytische  Auflösung  der 
dritten  Aufgabe  habe  ich  im  Archiv.  Tbl.  I.  ^r.  XXI.  S.  136. 
gegeben,  und  eine  andere  Auflösung  ward  spater  im  Cambridge 
niathematical  Journal  mitgetbeilt.  Für  die  erste  und  zweite 
der  drei  obigen  Aufgaben  werde  ich  in  eineni  späteren  Aufsatze 
analytische  Auflösungen  geben,  da  ich  der  vorliegenden  Abhaud- 
lane  nicht  gern  einen  zu  grossen  Raum  gönnen  möchte.  Es  wird 
sich  dann  zeigen,  dass  es  im  Allgemeinen  bei  der  ersten 
Aufgabe  vier,  bei  der  zweiten  zwei  derselben  genügende  gerade 
Linien  giebt;  die  dritte  Aufgabe  iässt  gleichfalls  im  Allgemeinen 
zwei  Auflösungen  zu. 

Ueber  die  Methode  von  Olbers  will  ich  mir  jioch  die  gele- 
gentliehe  Bemerkung  erlauben,  dass  sich  derselben  auch  eine 
streng  geometrische  Fassung  in  Gestalt  eines  geometrischen  Pro- 
blems geben  Iässt,  welches  auf  folgende  Art  ausgesprochen  wer- 
den kann: 

Wenn  ein  Punkt  und  drei  gerade  Linien  im  Räume 
gegeben  sind,  aus  dem  gegebenen  Punkte  als  Brenn- 
punkt eine  Parabel  zu  beschreiben,  welche  die  drei 
gegebe^iea  geratlen  Linien  schneidet,  und  so  beschai- 
fen^lst»  dass»  wenn  man  ihre  Durchschnittspunkte  mit 
der  ersten  und  zweiten,  und  mit  der  zweiten  und  drit- 
ten geraden  Linie  durcb  Sehnen  verbindet,  die  Flä- 
chenräume der  beiden  von  diesen  Sehnen  und  den  de- 
ren Endpunkten  entsprechenden  Vectoren  der  Parabel 
eingescnlossenen  Dreiecke  in  einem  gegebenen  Yer- 
k&ltnisse  zu  einander  stehen. 

Gewöhnlich  findet  man  bei  der  Methode  von  Olbers  bemerkt, 


'  dass  titifeli  Mrel  TflllKtfinfllüe*)  Beohnehtttnggn  Mtrt*'  'CWlftÜtf 
dessen  Bahn  aclion  mehr  als  bestimmt  sei.  Dies  ist  in  astruiiD- 
mischer  llückeicht,  um  mich  so  ausznilrücken ,  auch  völlig  rich- 
tig; in  Bezug  auf  «Ins  obicce  geometrische  Problem  reidien 
aber  drei  TollstSndiee  Beobachtungen  gernde  hin,  um  ilie  gesuchte 
Parabel  den  arisegebenen  Beilin^iingen  gemS^s  bestimmen  zO  kiin- 
nen.  Weitere  Erörterungen  über  diesen  Gegen stanil  liegen  jedoch 
jetzt  meinem  elgeotllchen  Zivecke  in  dieser  Abhündlun^  xa  fern, 
als  dass  ich  denselben  hier  einen  grosseren  Raum  zn  Ridmen  ge^ 
neigt  seit)  sollte.  Bemerken  mit  ich  nur,  dass  es  bei  blossen 
nühenings weisen  Auflösungen  solcher  Aufgaben  wie  die  vorher 
zuletzt*  erwähnte,  wenigstens  mir  immer  etwas  peinlich  gewesen 
ist,  dass  man  dadurch  nicht  alle  die  Aufliisungen  kennen  lernt, 
welcher  die  Aufgabe  labig  sein  kann,  wenigstens  immer  in  Un- 
gewissheit  bleibt,  ob  es  ausser  der  durch  NSherung  gefundenen 
Aufliisung  nicht  vielleicht  noch  andere  giebt.  In  aslro  na  mische  r 
Beziehung  hat  dies  nnn  freilich  im  rorliegenden  Kdlle  nicht  viel 
zu  sagen ,  wie  Jeder  gern  zugeben  wird ,  wer  die  schöne  Methode 
von  Olbers  in  ihrem  innersten  Wesen  vollständig  erkannt  hat; 
aber  in  Betreff  der  obigen  geometrischen  Aufgabe  mochte  ich 
wenigstens  gern  alle  AnllTisungen,  welche  dieselbe  zulässt,  Qbei^ 
bau|if  eine  vollständige  völlig  strenge  Aufliisimi;  derselben  kenneiii 
und  Ich  sage  daher  gern  wie  Kepler  in  einem  anderen  Fall^ 
dass  derjenige,  wer  mir  eine  solche  Auflüsung  dieser  Aufgabe 
^ebt,  niir„magnus  Apollonius"  sein  werde. 

In    der    vorliegenden   Abhaodlnng   will    ich    nun  eine  andere 
bloss  dem  Gebiete  der  geraden  Linie  und  der  Ebene  angehurende 
^  Aufgabe  auflösen,  auf  welche  man  eine  erstu  genäherte  Aufliisung 
des  Cometenproblems  gründen  kann.     Ich  betrachte  vier  voltstän- 
dige Beobachtungen  als  gegeben,    durch  welche    die  Lage  der  in 
den  Momenten    der  vier  Beobachtungen   von  der  Erde  nach  dem 
Cometen  gezogenen  vier  Gesichtslinien    im  Räume  cegeben  wird,     || 
welches    Coordinateu System    man     auch    zum    Grunde  legen  mag. 
Die  Sonne   ist  natürlich  immer  auch  als  ein  gegebener  Punkt  xa    \ 
betrachten,     weil    ja  bekanülllch  alle    durch    die    astronomischen     h 
Tafeln  oderEphemeriden  gegebenen,  hier  ia  Betracht  kommenden    I 
Elemente    sicn    auf  die  Sonne  als  einen  bekannten  Punkt  bexia-    7 
hen.     Die  Ebene    der   Cometenbahn    geht    durch    die  tSoniie  und 
schneidet   die  in  den  Momenten  der  vier  Beobachtungen  von  der 
Erde   nach  dem  Tomeion  gezogenen    vier  Gesteh tslioien    in,  viel— 1 
Punkten.     Verbindet  man  den   in  Rüclciicht  auf  die  Zeitfolge,    i»    1 
welcher  der  Comet  nach  und  nach  in  diese  Punkte  gelangt)  ersten     1 
Durchschnittspunkt  mit  dem  aweiten,    den  zweiten   mit  dem  drif- 
ten,   den  dritten  mit  dem  vierten  durch  gerade  Linien,    so  erhält 
man  eine    in  der  Ebene  der  Cometenbahn    liegende    gebrochena 


■)     Unter  einer   vollii tändif^en   Buobo 
■teht  iiinn  Lan^c  iinil  Bruitc  deKiellicii .    iicl»r 
acUlctc  Elemente  dci^tullien,  wia  erforderlich  sind. 
Breilo  atis  deti)>e)bc]i  ermitttla  £u   Idlnnfn.    KHlürtich 
der  Beobaehtung  gcgelieu   sein. 


:btun^  cinai  Comelen  'fW^ 
:nigBlcna   an  «Irle  benb-  , 
Länije 
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Linie,   die  man  mit  desto  grösserer  Genauigkeit  näheruu^su ei^^ 
ab  die  CometeDbaho  selbst  ansehen  kann,    je    kleiner   die  ZwV- 
,   fcbeiiBelten   zwischen  d.en  vier  Beobachtungen  sind.    Zieht  man 
DUO  von  der  Soene  nach  den  vier  Ecken  dieses  sebrochenen  Zugs 
gerade  Linien  oder  die  sogenannten  Vectoren  des  Conieten,    so 
erhält  man    drei  Dreiecke,     deren   Fiächenräume  sich  mit  desto 
grosserer  Genauigkeit  unter  einander  wie  die  entsprechenden  See- 
torea  der  Cometenbabn^    d.  h.,    nach  dem  Gesetze  der  Flächen^ 
wie   die   gegebenen  Zwischenzeiten  zwischen  den  vier  Beobach- 
tuDu^n  verhalten  werden,   je  kleiner . diese  Zwischenzeiten    sind, 
and  man  wird  also  jetzt  sehen,    dass  sich  für  das  Cometenpro- 
blem  nähernngsweise,    und  zwar  desto  genauer,  je    kleiner  die 
Zwisehenzeiten   zwischen  den    vier  Beobachtungen   sind,   die  fol- 
gende geometrische  Aufgabe  substituiren  lässt: 

Wenn  im  Räume  ein  Punkt*)  und  vier  gerade  Li- 
nien**) gegeben  sind,  die  Lage  einer  Ebene  zu  bestim- 
Bieo«  welcne  durch  den  gegeoenen  Punkt  geht  und  die 
vier  gegebenen  geraden  Linien  so  schneicTet,  dass  die 
Flächenräume  der  drei  Dreiecke,  welche  man  erhält, 
wenn  man  die  vier  Durchschnittspunkte  der  gesuch- 
ten Ebene  mit  den  vier  gegebenen  Linien  durch  gerade 
Linien  verbindet***),  und  nach  diesen  vier  Durch- 
schnittspunkten von  dem  gegebenen  Punkte  gerade 
LiBien  zieht,  sich  wie  drei  gegebene  Zahlen***)  zu  ein- 
ander verhalten. 

Man  betrachtet  bei  Anwendung  dieser  Aufgabe  einen  Theil 
der  CJometenbahn  näherungsweise  als  eine  gebrochene  Linie,  und 
scfaliesst  sich  dadurch  gewissermassen  einem  Verfahren  an,  wel- 
ches in  der  Geometrie  bei  der  Betrachtung  krummer  Linien  be- 
kanntlich auch  sonst  ganz  gewöhnlich  ist.  Ferner  ist  es  hierbei 
gmz  ffleichffiiltig,  als  was  für  einen  Kegelschnitt  man  die  Come- 
nbabn  bei  der  auf  die  durch  obige  Aufgabe  gewonnene  erste 
Annäherung  gegründeten  ferneren  Annäherung  oetrachten  will; 
man  kann  bei  der  ferneren  Annäherung  beliebig  eine  parabolische, 
oder  eine  elliptische,  oder  eine  hyperbolische  Bahn  zum  Grunde 
l^en.  Die  obige  Aufgabe  gestattet  eine,  wenn  auch  nicht  ge- 
rade sehr  leichte,  aber  doch  vüliig  directe  Auflösung,  und  führt 
anf  eine  quadratische  Gleichung,  lässt  also  im  Allgemeinen  nur 
zwei  Auflösungen  zu.  Dies  Letztere  würde  ich  aber  immer  noch 
fär  einen  Fehler  der  Methode  halten,  weil  dann  immer  noch  eine 


•)    Die  Sonne« 

**)  Die  in  den  Momenten  der  vier  Beobachtungen  von  der  Erde  nhth 
lern  Cometen  gezogenen  Gesichtslinien. 

***)  Dies  muss  in  einer  bestiminten  Reilienfolg'e  geschehen.,  und 
Usr  twar  in  der  Folge,  wie  in  Räcksicht  anf  die  Zeitfolge  der  Comet 
Mdi  md  nach  in  die  vier  gegebenen  geraden  Linien  gelangt. 

#*^)  Wie  düe  drei  Zwischenieiten  zwischen  den  vier  Beobachtungen, 
Viliilui  durch  die  Beobachtongen  selbst  gegeben  werden« 
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Unterscheidung  zwischen  den  beiden  möglichen  Anfl^sungen  erfe^ 
deriicb  sein  wird»  die  zuweilen  nicht  ganz  leicht  sein  kann.  Wenn 
»an  sich  jedoch  noch  eine  weitere  kleine  nur  nähemugsfvdse 
richtige  Voraussetzung  gestattet ,  die  späterhin  naher  beMichneA 
werden  wird,  so  fallt  die  eine  der  beiden  Auflösungen  immer  von 
selbst  ganz  heraus ,  indem  sich  dieselbe  sogleich  als  nicht  dem 
beobacnteten  Cometen  angehörend  erweiset,  so  dass  för  densel- 
ben darin  nur  noch  eiiie  im  Allgemeinen  Tollig  bestimmte  Ebene, 
und  also  nicht  die  geringste  Zweideutigkeit  mehr  fibrig  bleibt, 
was  ich,  im  Gegensatz  zu  dem  vorher  hervorgehobenen  Fehler, 
für  einen  Vorzug  der  im  Folgenden  entwickelten  Näherung«- 
methode  hälfe.  Hat  man  einmal  auf  diese  Weise  die  Zweideutig- 
keit gehoben,  so  ist  es  natürlich  immer  auch  leicht,  zwischen  den  beiden 
Auflösungen,  welche  die  vorher  zuerst  erwähnte  Näherung  lieferte, 
sicher  zu  entscheiden.  Auch  lässt  sich  dieletztere  vorher  erwähnte  Nä- 
herung auf  den  Ausdruck  eines  an  sich  interessanten  geometrischen 
Problems  bringen,  bei  welchem,  wie  sich  später  zeigen  wird,  man  die 
Verhältnisse  der  drei  oben  näher  bezeichneten  Dreiecke  selbst 
eigentlich  gar  nicht  mehr  zu  kennen  braucht.  Und  sollte  auch 
selbst  die  obige  geometrische  Angabe  in  astronomischer  Bezie- 
hung einen  nicht  viel  grösseren  Werth  haben  als  die  schon  frü- 
her in  Vorschlag  gebrachten ,  oben  erwähnten  geometrischen  Pro- 
bleme, so 'halte  ich  doch  die  geometrische  Aufgabe,  um  die. es 
sich  letzt  hier  zunächst  handelt,  an  sich,  n'amentlich  in  geome- 
irischer  Beziehung ,  für  interessant  genug ,  um  in  dieser  nicht  vor- 
zugsweise oder  ausschliesslich  der  Astrononpe  gewidmeten  Zeit- 
schrirteine  Stelle  zu  verdienen,  da  ich  insbesondere  mich  nicht 
erinn'ere,  dieselbe  schon  früher  aufgestellt,  viel  weniger  aufee- 
löst,  irgendwo  gefunden  zu  haben.  Ich  habe  die  Auflösung  der- 
selben zu  verschiedenen  Zeiten  öfter  auf  verschiedene  Arten  ver- 
suche, bis  ich  zuletzt  bei  der  mir  am  zweckmässigsten  scheinen- 
den Auflösung  stehen  geblieben  bin,  die  ich  im  Folgenden  ent- 
wickeln werde.  Auch  werde  ich  die  Anwendung  dieser  Aufgabe 
bei  der  Auflösung  des  Cometenproblems  zeigen  und  an  einem 
Beispiele  erläutern. 


§1. 

Wir  wollen  uns  eine  beliebige  gerade  Linie  im  Räume  den- 
ken ,  deren  Gleichungen  in  Bezug  auf  ein  gewisses  rechtwinkliges 
Coordinatensystem  der  xyz 

X — a  _^  y — b z  — -c 

cosa       cosj3        cosy 

sein  mögen. ^  Beschreiben  wir  nun  aus  dem  Anfange  der  Coordi- 
natcn  als  Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser  r  eine  Roigelfläche  und 
bezeichnen  die  Goordinaten  der  Durchschnittspunkte  dieser  Kugel* 
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fliehe  mit  der  durch  die  obigen  Gleichungen  charakterisirten  ge- 
raden Linie  im  Räume  der  Kürze  w»gen  durch  x,  y^  z  selbst;  so 
haben  wir  zur  Bestimmung  dieser  Coordinaten  die  drei  folgenden 
GMchungen: 

#  sc — a^__  y — b z  —  c  , 

cosa""  coR^  "~  cosy 

oder,  wie  man  diese  Gleichungen  auch  ausdrücken  kann: 

l(:r-a)  +  a}«  +  l(y-6)+6|«  +  {(z-c)  +  c!»=r«, 

x—a y^-^ z — c 

cos«  "~  cosjJ      cosy  * 

Aus  dem  letzteren  Systeme  zweier  Gleichungen  ergieht  sich: 

cosg                            cesy 
— 0=-— -(o:— a),  z — c  = {x — a); 


cosa  ^         '  cosa 

also  durch  Substitution  in  die  erste  Gleichung: 

|a+(a?-a))2 

COSiS 

■  *      ■  cos«  ^        '^  )=r*, 

+  {c  + -'  (ar— fl)  * 

■  ■  cosa 

and  folglich  y  mit  Rucksicht  auf  die  bekannte  Gleichung 

cosa* + cosß*  +  cosy*  =3 1 , 
nach  gehöriger  Entwickelung: 

o*+Ä*+c*+2(acosa+6cos/3+ccosy) — ^+  ( )  =r 

'       ■  ^  ■         '^  ■  '''  cosa        \cosa  / 

oder 

LSst  man  diese   quadratische  Gleichung  auf  geivuhnliche  Weise 
anf«  und  setzt  der  Kürze  wegcH 

A  =  ncosa  \-  bcosß  +  ccosy , 

i»-l  -      Ä^=sa*+6*+c* — (acosot+Äcos^+ccosy)*; 

nil 

dl    MtthSttman: 


—  »2 


s 


14U 


==  — JdbV^r'*^^^ 


coso 
Also  ist  nach  dem  Obigen  überhaupt: 

cosa       cosp      cosy 
oder,  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  aufeinander 

y  -  6=— (i4=FVr«^^^=^cos/?, 

2— c=:— (/i+V^r*— -i5*)cosy; 
oder 

ar=a-(.4=FVr2— ^)cosa, 

2  =  c— (^i=Vra-JB*)  cosy. 
Die  Grösse 

ß*j=:  a«-|.  ^  -|.  c« — (acosa + frcosj^  -f  ccosy)* 

kann  auch  auf  folgende  Art  ausgedruckt  werden : 

B^=    a*sina«+6Vmj32+c2siny« 

— 2a6cosacosj3 — 26ccosjScosy  —  2cacosycosix , 

alsoj  wegen  der  Gleichung 

cosa*  +  cosjS^ + cosy* = 1 , 

auch  auf  folgende  Art: 

B^  =     a^CcosjS^+cosy*)  +  ^^(cosy^+cosa*)  +  c^(cosa^  +  cosjS«) 
— 2a6cosacosj3 — 26ccos/3cosy — 2cacosycosa , 

d.  i.5  wie  hieraus  sogleich  erhellet^  auf  folgende  Art: 

B^z=  (acosß — ficosa)* 
+  (6cosy  —  ccosß)^ 
+  (ccosa  —  acosy)* , 

woraus  zugleich    erhellet,    dass  B^  immer  eine  positive  Gr5ss^t 
und  daher  B  stets  reell  ist. 

Möglich  ist  unsere  Aufgabe  nur  dann,  wenn 
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d.  h.9  wie  leicbt  erhellen  wird,  wenn  der  Halbmesser  der  zu  he-  . 
schreibenden    Kagelfläche    nicht   kleiner   als  die  Entfernung  des 
Anfangs   der   Coordinaten    von  der  gegebenen   geraden  Linie  im 
Raiimfl  ist,  was  sieb  auch  von  selbst  versteht 


S.  2 

Wir  wollen  uns  ni^n  drei  gerade  Linien  im  Räume  denken, 
deren  Gleichungen  in  Bezug  auf  das  im  vorhergehenden  Para- 
graphen angenommene   rechtwinklige  Coordinatensystem  der  xyz 

x-^Ui y — Ä| 2— Ci 

cosaj       cosj^j      cosyi  * 

cos  a^      cosjSa      cosy^ ' 

cosc^      cosJ?3      cosys 

sein  mSgen.  Denken  wir  uns  nun  aus  dem  Anfangspunkte  der 
Coordinaten  als  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  mit  den  Halbmes- 
,sem  ri ,  r^,  r^  drei  Kugelflächen  beschrieben,  welche  die  drei 
vorhergebenden  geraden  Linien  im  Räume  respective  in  den  Punk* 
ten  (xiyiZi),  (jx^y^i^iy  (^z^zh)  schneiden;   so  haben  wir»  wenn 

« 

Ai  =  ajcosa^  +  Aj  cosj?i  +  Ci  cosyj , 
A^  =  a2Cosa^+b2C08ß2  +  c^cosy^  > 

A^  ZZCTsCOSOTs  +  b^COSß^  +  C3COS/J 


und 


Bi*=  Oi^+Äi^+Ci*— (oicosai+ij  cos/3i+6-iCosyi)* 
•=  (a|Cos/}j  —  ÄiCöstti)* 
+ (6iCosyi  —  Cicosft)* 
+ (cj  cosc^  —  Ol  cosyi  )* , 

^jj*=  </a^+62^f  t'a*— («2<^os«2  1  ^i'aCOs/Sa+CaCosya)« 
=  (oaCOSjSa  —  ^acosoa)^  ^ 

+  (^acosya  —  c»  cosjS.2)* 
+  (c^cosoa — «f cosj^)^ , 
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+  (ftftcosy, — CjCosjS,)* 
+  (CjCOStta  —  ajcosya)* 

gesetzt  wird  9  nach  dem  yorhergehendeh  Paragraphen  die  folecto- 
den  Gleichungen 9  io  denen ^  was  wohl  zu  heachten  ist,  eine  Be- 
ziehung zwischen  den  oberen  und  unteren  Zeichen  nicht  Statt 
findet: 

COSGfx  cospi^         co^yi  i-s-       l  l 


t 

.1 


cosog        cosfts        cosyg  ^—      ' 


ßa«> 


cosag         cospa         cosyg  «»—3  a 

Um  in  der  Fpige  nicht  verleitet  zu  werden,   auch  in  diesen  ^ 

Gleichungen,  wie  sonst  in  ähnlichen  Fällen  durchgängig  gewuho-  | 

lieh  ist,  eine  Beziehung  zwischen  den  oberen  und  unteren  Zeichen  \ 

vorauszusetzen,  wollen  wir  dieselben,    indem  fix,  fi^y  f^a  gewisse  | 

ferade  oder  ungerade  ganze  Zahlen  bezeichnen  ^  von  jetzt  an  lie-  I 
er  auf  folgende  Art  schreiben: 

cos«!        cospi         cosyi  *  '  ^       '  *  * 

-^^i^=  -^^1^=  -^^  =  -^  +  (-1)'^  V^ra«-Äa«, 

cos«3         cosps         cosya  -»  ■  \       /     ▼    5      -«^  » 

oder,  wenn  der  Kürze  wegen 

tta=^a  -  (-l)MaVr2«-J522, 
gesetzt  wird,  auf  folgende  Art: 

COSCTj  COSj^  COS^^] ,  ^  ' 


1» 

008^2  CÖSJ^a  COSJ^  ^' 

^3— «3___  ya— -^a.,  H—^____ 
coso^a         cos/?3        C0sy3  »3  • 

diesen  Gleichungen   ergeben  sich .  für  die  Coordioaten 

^i»yi»«i;    ^2»  ^2»  2:2i    ^3y&B»h 
3nden  Ausdrücke : 

a'i  ==  Ol  —  «1  COSOfi  , 

Zj^sci — Wicosyi; 

x-^ziza^ — ti2  costfa, 
^2  =  ^2'^W2  coäß^ , 

Z2=C2--'«aC0S72; 

\ 

V 

^3  =  «3  ^  MgCOSOg  , 

I 

Sra^^s  —  Wscos/Sg, 

23=6'3  — I^COSyg, 

I 

en  nun  die  drei  Punkte 

(^i^i^^i)»  <^2y2H)»    (^tynH) 

1  Anfangspunkte  der  Coordinaten  in  einer  und  derselben 
iegen,  so  erfordert  dies  nach  den  Principien  der  analyti- 
^eometrie  bekanntlich  die  Erfüllung  der  folgenden  Bedin^ 
HcbuDg: 

^'22^3  -^3^2)21  +  (^33^1—^1^3)22  +  (.riya-^2yi)^  =  ö. 
mr  aber,  was  offenbar  verstattet  ist , 

Ci^O,    C2=0,    C3=0; 

(aiöi),    («afia),    (0363). 

'chschnittspunkte  der  drei  gegebenen  geraden  Linien  im 
mit  der  Ebene  der  a:^  sind  *) ;  so  wird  die  obige  Bedin- 
Bichung  nach  leichter' Rechnung: 


Der  Fall ,    dii88   die  eine  oder  die   andere   diMer  drei  Linien  der 


+  («i*»— öa*i)cosy8 . 1% 

fls(cos|3iCOsya  "— cos/?aCoßyi)} 

-  63(c08a|  C0«y2"^  C08«2C08yi)^ 

[ —  Oi(cosa^cosYz—coscc^cosy.2)) 

{  ^% 

.       (C0Sa2C0S|?8~C0SC^C06/?2)C0S)^\ 
+  <+  (cOSaaCOSJ^i  —  cos«!  COS^j)  COSy^l  «*ltt2«3  • 

^  +  (cosofi  cosj?2  ~  cosoa  cos/3i )  cos}') ' 
Nehmen  wir  nun  an,  dasa  die  dxei  Punkte 

V 

i^iyih)*  iP^^%^P    (j^^zh) 

in  der  durch  sie  und  den  Anfang  der  Coordinaten  gelegten  i 
eine  solche  Läse  haben,  dass  man  sich,  wenn  n\an  von  de 
fange  der  Coordinaten  durch  den  Punkt  («^Ti^i?!)  hindurch  eu 
Punkte  (^2^2X2)'  ^^^  wenn  man  von  dem  Anfange  der  Coo 
ten  durch  (Ten  Punkt  (^2.72^2)  hindurch  zu  dem  Punkte  (a 
übergeht,  in  beiden  Fällen  nach  derselben  Richtung  hin  be> 
muss;  so  sind,  wenn  die  Flächenraum e  der  zwischen  den  Pl 

(000),    (xiyiZi),    {x^^i^ 

und  zwischen  den  Punkten 

(OQO) ,    {x^y^TUjd  y    i^zyzH) 

liegenden  Dreiecke  respective  durch  ^1,2  und  ^2-3  beze 
werden,  nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie  di4 
chenräunie  der  Projectionen  dieser  Dreiecke  auf  der  Eben 
xy  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  ein 
respective 

±  2  ('^i2/a~^^aZ/i)    und   ±5  (^2^3— -^3^2)» 


Ebene  der  xp  parallel  wäre,  kann  wenigstens  bei  dem  Coraetenpn 
da«  wir  hier  Torzagsweise  im  Auge  haben ,  nicht  vorkommen 
braucht  duher  hier  nicht  besonders  betrachtet  zu  werden. 


und  es  ist  also  nach  einem  bekanntui^  »Satze  ?op^  den.  Pfojeetia* 
Den  unter  der  gemachten  Voraussetzung  in  völliger  Allgemeinheit: 

Sollen  nun  die  drei  gegebenen  geraden  Linien  im  Räume  von  der 
durch  den  Anfang  der  Coordinaten  gelegten  Ebene  in  den  Punkten 

(^i^i^i)»    (^2^222)»    (^33^32^3) 

so  geschnitteil  werden,  dass  die  beiden  Dreiecke  ^i^  und  ^2*3 
ein  gewisses  in  Zahlen  gegebenes  Verhältniss  ri92*^2>3  ^^  einan- 
der haben,  so  dass  nämlich 

tAiJ2  •  iA2»3  —  *i»2  •  *2»3   "oer   .       — 

tX2>3        *a>3 

ist,  so  muss  nach  dem  Obigen 

^1.^2  ^^2^1  ^  ^H2 
^22^3  —  "^3^         ''^2'3 

sein,  welches  die  Gleichung 

^1*2  (^2y3--«^3y2)  -  ^2>3  (^1^2— •^^2^1)  =0 , 

d-  i,  weil  pach  den»  Obigen 

^1  =  «1  —  «1  cos«! ,    oTa = Oa  --  JEf2<*osa2 ,    a:^  =  03 — ti3Cos«3 ; 
yi  =  *j  —  ««1  cosßi ,    .y 2  =  6a— Wacos/Ja ,     ^3  =  63— «scosft, 
^^t,  nach  gehuriger  Eutwickelung  die  Gleicliung 

+ 1  i^i,2(cr3Cos^,— Ägceälpfa)  +  «^,3  (fl^cos/Sa  —  ^icosaa)  j  m^ 

—  T2,3(cOS0rxCOSj32  —  C0Sa2CpSj?| )  ff]  tl^ 
+  Ti,2  (C0S«2C0Sj?3  —  COSCt^COSß^)  M2M3 

» 

giebt, 

Setzen  wir  nun   der  Kürze  wegen 

21=    ri,2(ai6a— CI36.2)— r:i,3(fii6^  — öa^i), 

^=—  r.2,3  («2908/?!  — ÄaCOSWi)  , 

t^   ri,2(a3COSj32 — b^cosa^)  +  T^j^Ca^cosife — 6iCosa2), 
^=— Ti.aCa^cosjJj — ÄiCosa^),  » 


13« 


»; 


0 

Ä=S=  —  Tg,,  (cOSa^COS/Sa  —  C0SaaC0Sj3|) , 

5  =    Tj  ,2(cosor9  cosjSj — costtg  cos/?«) 
und 

Äi=(a3Äi  —  ai63)cosya, 

« 

*  ~  "~ ^ — 6j(cosaiCosy2 — cosaacosyi)^ ' 

ai(cos/?2CosyB — cos/J^cosya) 
^  ""     y  — ^^(cösaacosyj — cosaaCosy«) ' ' 

aa(cosjS3COsyi — cbs/^icosys).  / 
^*  ~~       '  — -ÄaCcosotaCOSyi — cosaicosyg)'  ' 

(gj==     (c08a2C0S/?3 — COSttaCOS/Ja)  COSyi 

+  (cosaaCosj^i  —  cosaiCos/53)cosy2 
+  (cosoficos^2  —  cosof2cos|5i)  cos/a ; 

60  haben  wir  zwischen  den  drei  Grossen  tti ,  «2 »  ff s  die  zwc 
genden  Gleichungen: 

0= 2t  +  ©Ml  +  <Lu%  +  iÖt«3  +  lgteiti2  +  5"«^J » 

0  =  SiMi  +  25it«2  +  £lM3  +  JDiMiMa  +  ^xUtUi,  +  5l«3«^+®l«l 

Aus  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  folgt 

3(  +  25mi  +  3D«3 


t«2="— 


(C  +  «1*1  +  5i«3 ' 


—  ^+©«l  +  <^^2+g«1^2 

und  wenn  man  nun  den  vorstehenden  Ausdruck  von  u<i  11 
zweite  der  beiden  obigen  Gleichungen  zwischen  Ux ,  M2 ,  «a 
führt,  so  wird  dieselbe: 
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+  (5Ci— JDSiKus 
Führt  man  aber  in  diese  Gleichung  für  die  Grüsj^en 

a,  »,  (E,  2),  ffi,  5; 
lii,  X>i,  (El,  2)i,  «,  ,5i.  ®i 

ihre  aas   dem  Obigen  bekannten  Ausdrücke  ein,     und   setzt  der 
Kürze  wegen: 

H|  =:  a^cosßi — £3  cosa^ ; 

J=cosai  coaß^  •— coscxg  co^ij^i ; 

Ki^=:a2(cosßiCosy2 — cosj^acosyi)  —  l^ieosaicosy^ — coscr^cosyi) , 

£  =:as(cosj?aCosj'3  —  cos^scosya)— fiaCcoso^cosya— cosajcosya) ; 

« 

so  erhält  man  nach  einer  zwar  weitläufigen,  sonst  aber  durchaus 
keiner  besonderen  Schwierigkeit  unterliegenden  Rechnung  für  die 
obige  Gleichung  zwischen  Ui,  t/3  den  folgenden  Ausdruck: 

0=    FG 

+  (GJ  +  ri,2ffil^i+r^f3B'^)uith 

^  i.  den  Ausdruck: 
TheU  XVII.  10 
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0=  GiF+HiUi  -  Ä^M»  +/Kitl3) 

-  T2,3  KUi  (F+  Hl  «1  —  £^«3  +  JUi  Mg) 

m 

also  deo  Ausdruck: 

0=^(G'-r^,^Kui  +  ristKiU^)(F+HiUi'-'Hu3  +  JuiU^), 
was  die  beiden  GleichungeD 

und 

F+£fitti  — -iEfug  +  JiiiUs  =0 

giebt,    die  wir  nun  id  den  zwei  folgenden  Paragraphen  einer  g( 
naueren  Disciussion  unterwerfen  wollen. 

$.  3. 

* 

Aus  der  Gleichung 
welche  wir  zuerst  betrachten  wollen,  folgt  . 

also,  wenn  man  für  F,  H,  Hi,   J  ihre  aus  dem  vorhergehende 
Paragraphen  l)ekannten  Werthe  einführt: 


oder 


d.  i. 


^ ttil^—a^bi  -\-(a^cosßi — ftgcosofi)?^! 

^      axC08j?3 — 6iCosa3—  (cosajCGsj^s — cosa3Cos|3i)ux 


b^jOl — Ml  COS0f|) — »03(61  — Ui  COSj^i ) 

^  ""  cos|53((ii  — Mjcosai) — cosa3(6i — Ux^^^^i^i) ' 


folglich 


^  ^ß  -Mncosa  -(^acosjga-^acosofajart 
^        ^      ^         ^        a:iCos/?3  — ^iCosa3     ' 
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Ü60  ist 

voraus    sich   ergiebt,    dass    die    Projeclion    des    zwischen    den 
Pankten 

(000),    (a:iyiZi),     (0:3^3X8) 

legenden  Dreiecks  auf  «der  Ebene  der  xy  i^erschwiüdet,  und  dass 
tlso^  wenn  die  Gleichu&g 

« 

erfüllt  ist,  die  G^ene»  welche  die  drei  gegeb^Mn  geraden  Linien 
im  Räume  unter  den  aus  dem  Vorhergehenden  bekannten  Bedin- 
e^aogen  schneidet,  im  Allgemeinen  auf  der  Ebene  der  xy  senk- 
recht  stehen  muss.  Dass  aber  die  Behandlung  dieses  speciellen 
Paus  nicht  unter  der  obigen  allgemeinen  Betrachtung  enthalten 
Bein  kann,  und  daher  dieser  specielle  Fall  gewissermassen  als 
•in  Ausnahmefall  zu  betrachten  ist,  ßlltt  leicht  tn  die  Augen,  wenn 
nan  nur  überlegt,  dass  wir  bei  unseren  obigen  allgemeinen  Be- 
Pachtungen  das  Verhältniss  der  Dreiecke  ^1,2  >  ^^2*3  ^^^  Ver- 
k&ltnisse  ihrer  Projectionen  auf  der  Ebene  der  xy  gleich  gesetzt 
haben,  welches  Verhältniss  aber  in  dem  Falle,  wenn  die  durch 
den  An&ng  der  Coordinaten  gelegte  Ebene,  von  der  die  drei  ge- 
gebenen geraden  Linien  im  Räume  auf  die  angegebene  Weise 
geschnitten  werden,  auf  der  Ebene  der  xy  senkrecht  steht,  weil 
i  diesefli  F^Ue  die  PrciecäoA&fi  der  Dreiecke  A152»  A2«s  ^®f' 
lehwinden,  ein  ganz  unbestimmtes  ist.  Es  stellt  sich  also  von 
leibst  die  Mothwendigkeit  heraus,  den  Fall,  wenn  die  drei  gege- 
hsDen  gerades  Linien  im  Räume  von  einer  durch  «len  Anfang  der 
!!oordinaten  gelegten,  auf  der  Ebene  der  xy  senkrecht  stehenden 
ibene  so  geschnitten  werden  sollen,    dass 

Al>2    •     ^l»2 

Aa  'S       %'3 

tt,  einer  besonderen  Betrachtung  zu  unterwerfen,  was  wir  daher 
iüst  zunächst  thun  wollen. 

Die  deidiung  der.  durch  den  Anfang  der  Coordinaten  geleg- 
en, auf  der  Ebene  der  xy  senkrecht  stehenden  Ebene  ist,  wenn 
>  den  180^  nicht  übersteigenden  Winkel  bezeichnet,  den  der  auf 
ler  positiven  Seite  der  Axe  der  x  liegende  Theil  der  Durchschnitts- 
loie  dieser  Ebene  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  ein- 
icbliesst^  Im  Allgemeinen 

y=^xt2Lng<p, 

^  dass  wir   also,     wenn  wir  alle  früheren   Bezeichnungen  auch 
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jetzt  beibehalten,    nach   deo  Bedinffungen  der  Autgabe  zuvurd 
die  drei  folgenden  Gleichungen  haben : 

bi  — Micosj?!  =  («1 — UiC08ai)tangq> , 
6a — M2^os|52  -=  {a^ — t^costf2)tang9 , 
63 — u^co8ß^=(aQ — tt3cosor3)tang9. 

Ferner  ist  aber  nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe 

Ai>a ^1^2 — ^2h 2L£? 

also 

(äi — tt|Costti)t<2Cosy2 — (q2"~^2cosof2)tticosyi r|,2 

(02— tt2<^osaa)tt3Cosy3— (fla*— tt3coscif3)tt2cosya       '^2*3  ' 

und  wir    haben   daher  zwischen  den  vier  Grossen  t/i,  ti^,  u^ 

die  vier  folgenden  Gleichungen: 

bi  —  Ui  cosft  =  (ßi  —  «1  cosai)tang(p , 
62 — W2Cos/?a= («2  —  Macpsoa)  tangqp , 

63  —  M3C0S/53  =  (a3  —  ^cosofs)  tangg? ;  ^ 

Ti.2{  (fla""%C0Sa2)tt3C0Sy3 (^3  — M3C0Sa3)M2C0Sy2  i 

=''^2»3  { (^1 — «iCOSai)?«2Cosy2 — («2 — tuicosa^uicosyi } ; 

welche  zu  der  Bestimmung  der  vier  in  Rede  stehenden  unbeka 
ten  Grössen  gerade  hinreichen. 

Durch  Elimination  von  tang^   folgt  aus  den  drei  ersten  G 
chungen  auf  der  Stella]: 


also 


Ol  —Ml  cosofi CTa  —  %cosa2 %  ~~  M3COSa3 

61 — Ui  COSj?]  62 ^COSjSa  63  —  M3COSj?3  ' 


*     «iCOsySa— 6iCosa2 —  (cosaiCosjSa — cosofa^o^i^i)^! 

_  62(^1  "—^1  coscfi ) — n^jb^  —Ml  cosft ) 

"""  cosßaCffi  —  ?«iCosai)— cosaa(6i — MiCosjSi) ' 
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Oib^ — 0361  -f  (a^cosßi—b^co8ai)ui 

^        OlCOSß^ — 6|C08C%— (cOfihaiCOSj^S — C0Sa3C0Sj?|)Ui 

b^(ai — t^cosofi) — 03(61— «1  cos  jSx) 

~"  co8ß^{ai — tijcosai^ — cosccQ(bi — tCjCGSj?]) ' 

uod  hieraus 9  wie  man  leicht  findet: 

(qaCos]g2~^2COStt2)  («1— tficosai) 

(a2,co8ß2-^b2Cos(x^(ai — Uj  cosofx) 
cos|?2(ai — Wicosofi) — cosaa(6ji— '«iCos/Jj) ' 


113— tt3COS03= 


(a3COSJ?3  — 63COSCf8)  (Oi — tl^COSC^x) 


Ol  COSJ^s — 61  C0Sa3 — (C0SC^iC0Sj$3 — C0Sa3C0Sj$i)Ui 


(fl^COSß^ — 63COS0{3)(ax-"MiCOS«i) 

C08ß^(€ti^--^  COSOfi) — C08Cl^(bi — «iCOsft)  ' 

Nach  gehuriger  Substitution  in  die  letzte  der  vier  obigen  Giei- 
chuDgen  ergiebt^  sich  mittelst  einiger  leichten  Reductionen  die 
Gleichung 
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Setzen  wir  nun  der  Kurze  wegen 

Z,=  ri,2eos|5i  {  (ö2Cos/?2— ^2^0602)^300873 — (c3COs/?3 —Ä3eos«3)62COsy2} 
—  T2,3COSj53  { (ojcosft — biC08ai)b2,C08y^ — (a^coaß^ — b^cosa^  6iCos/i } 

=    T2,3  (a2Cosi52""  ^2^0802)61  cosj53eosyi 

-— {^1  j2(fl3Cos/33— 63Cosa3)eos|5i  +T2,3(a|Cosft  — 6ieosai)cos/Ss)62Cosy2 
+  Ti^(a2COSj32 — b^coscc^)  b^cosßi  cosy3 , 

^         \     {a2C08ß2—b2,cosci^){aiC0sßi+b^C08cci)cosy^  1 

***  f— (äsCosj^s — 63eosc(3)(a2Cos|5i+62Cosai)cosy.2  ( 
i     (aj  cos/?x  -^^1  cö»«i)  (a2Cosj33  +b2^osci^)cosy^i 

*^'3    I — («2^08152— Ä2C08a2)(«lC0Sj53  + 61  C0SC{3)C0SyiJ 
=  —1^253 («2C08jS2^— 6200802)  (O1CO8/5I3+61 00803)005/1 
J       1^1,2(«3COSj33  — 63COSO3)  (a.2,C08ßi  +62^080,)] 

l+T2,3(aiC08ft— 6iCosoi)(flr2C08jS3 +6200803)!  ^^^^* 
— Ti^(a2CosjS2 — 62COSO2)  (a30os/5i  +63COSO1)  008/3 , 

N=  Ti  ,200SO|  |(a2C08|52—  6200802)03008/3— (03008)53— 6300803)^200872} 

—r2,3  00803!  (Oi  OOsft  —61 008Oj)a200Sy2"-"(«2C0S/S2 — 6200802)«!  COS/1 } 
=    '»^2>3(%COSj52 — 6200802)0100803008/1 

-~  Ul>2(fl3C08|S3 — 6300803)00801  -f  r2,3(Oi008/?i— 6i00SOi)00SO3  )€^2COS/2 
+  rj^(a2008|52  — 62<ipSO2)03008Oi00S/3; 

so  wird  die  obige  Gleichung  zur  Bestimmung  von  u: 

L+Mu  +  Nuu=0, 
woraus 

folgt. 

Mittelst  einer  zwar  weitläufigen,  sonst  aber  einer  besonderen 
Schwierigkeit  nicht  unterliegenden  Aechnung   erhält  man  auch : 
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Durch 

te=tang(p 

ist  die  Lage  der  durch  den  Anfang  der  Coordinaten  gebendei 
auf  der  Ebene  der  xy  senkrecht  stehenden  Ebene,  welche  dl 
drei  gegebenen  geraden  Linien  im  Räume  in  der  angegebene 
Weise  schneidet ,  bestimmt.  Aus  u  ergeben  sich  aber  auch  fei 
ner  leicht: 

61 — Oitf 

«1  = — 5 — > 

&2 — ö«** 

'   ^""'coöjSa— cos«2.ti ' 

^      cosj?3 — ^^osffa.tt ' 
und  hieraus  erhält  man:  ' 

Xi^  =  «1 — Ux  cosffi )    yx  •=  61  —tiiCOS/Ji ,    Zi  =  —  tiicos/i ; 

^2  =  02~~%C0Sa2>      ^=62'~«^COSj32,      ^2  =  — 11^08^2; 

^^3  =  03— ttacosofs,    3(3=68— Macoßßa,    13= — t^scos}^. 
Weil  endlich 

M2  =  ^2  -  (—1)^*  STf^B^, 

%  =  ^3-(-l)^'Vr3*-Ä,* 
oder 


ist;  so  ist 


(-l)M.Vri«— Äi«=.4i-Mi , 
(_-l)^.  Vi^?=^=  A  -  M2  ^ 

r32=(^3-ti3)M-^3^; 


also 
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I 

s  ^ 

Aus  der  ersten  der  beiden  letzten  Gfeichungeu  in  $.  2.^  näm- 
lich aus  der  Gleichung 

G  —  t^^Kui+Ti^^Kifi^^O, 

folgt: 

G—rz,^Kui 

•^- — n^ii^~' 

und  weil  mm  nach  §.  2.  bekanntlich 

ist,  so  erhält  man  nach  gehdriger  Substitution  des  obigen  Werths 
von  1%  leicht: 

Es  ist  aber,    wie  man  mittelst  einer  keine  Schwierigkeit  darbie- 
tenden Rechnung  findet: 

=— ^^i52(a«cos/?a— -ÄaCosatX  ti^af/b^^—a^ä^y^t^^ti^if^—^^i)  1  cos/s, 
ferner 

Os^eos/^cos/s — cos^cos^)"!  j 


i  '.^-' 


63  (cosojicosyg — cosc^cos;'^)-  ^i 
=— ri^(iiaCos/Ja— ^2^®sflr2)  " 


1         r    ai(cosÄtCosj?3— c«s^a^cosyi|)-ll 


(coso^cosya  —  cosoacosy.^)  J 
ferner 

-      ,  M     a^(cosi3iC08ya — cos^ocosvt)) 

i>s-s'v\  z      r»    «^      ^^  f  — 6»(€OsaiCOsy3 — cosojcosyi)' 


1- 
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endlich 

!(cosaj|Cosj? — cosa^CQsß^cosyi 
+  (cosa^cosßi — cosaxCOSJ?3)cos)f2>  > 
+  (cosaiCos/5a~"Cosa2Cos/Ji)cosy^)] 

und  wenn  man  nun  der  Kürze  wegen: 

K = a^iicoaßicoay^ — cosß^cosYi) — ÄaCcosaiCosy^— eos«jCOSyi) , 
^1= a2(co8ß2C08y^  —cosß^cosy^) — 6a(cos«jCosy3 — coso^cos/a)  > 
-^^  öa(cos/53Cosyi — cos/5iCosys) — b^icoaa^cosyi  — cosaicosys) ; 

S  =  ai(cosj?2Cosy3— cosj^acosya) — ftiCcosoaCOsys — eoso^cosj^a) » 
Äi=a3(cos/32Cosy3— cos|53Cosya) — b^icosä^cosy^—cosa^co&y^; 

Sl=z     cosai  (cosj?aCOS73  — cosj53COsya) 
+  cosöaCcosjSsCosyi— cosjJ,  eosy3) 
+  coso3(cos|?iCosy2 — cos/5aCOsyi) 

==     cosj^x  (cosyaCosa3— cos/ßCosoa) 

+  cos|?2  (cosy^coscci — cosy|Coscir3) 

-{-cosß^  (cosyicosa^ — eosy2Cos(rx) 
=    co8yi(cosa2Cosß^—co8tx^cosß^ 

+  cosya  (cosof3cosj5i  —  cosofi  COSJ33) 

+  cosy3(cosaieosj3a — cosß2<^os/5i) 

setzt;  so  ist 

JDG— Ti^7tÄi=  —  ri,2(«2Cosj52— 6a<^osaa)0cosy3 , 
5G~-ri,2€Äi  =  — ri,2(a2Cos/?2— Äacosoa)  (Ti,aSi+r2,3Ä) , 

'    ri,aÄü^i  +  ra,35DÄ=Ti,2r2,3(aaeos/52— 62^0602)^2  > 
Ti,2ffiiEi  +  T2,35^=— ^1  >2,T^2»^((*2  cos/Ja^  ÄjCosaa)  ß ; 

also  nach   dem  Obigen: 

__  QcOSy3+T2,3Ar2Mi 
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Sco8y2 — H^z^^ 

M3 — ~     ]^       r-  • 

Bestimmt   man  mittelst  dieser  Gleichungen  Ui  und  u^  durch 
u/2i  so  ergiebt  .sich : 

BCATcosya+ÄgCosyg)— {6.^cosy2~Ar(T2^&^H-Tg,3j&)}iia 

Mittelst  leichter  Rechnung  erhalt  man  aber 

K  cosyg  +  £2<^os72  = — ^1  cosyi 
und 

&Sl  cosya  —  Jf (rijgSi  +  T2,3Ä) 

I     Ti,2[«3(cos/5iCosy« — co8ß2C08yi)—b^(co8äiC08Y2 — cosaacosyi)] 
*  (+  T2>3[fli(cosi5iCosy2— cosjSaCosyi)— 6i(cosaiCosy2 — cosaacosyi)] 

und  es  ist  also,  wenn 

6  =  TijaCaafts  —  036a)  — T?2>3(«1*«  ~-  «261); 

Ä  =  «iCcOS/JaCOSys  —  COSj^sCOSya)  —  ÄiCcoscfgCOsys— C0S«3C0Sya)  , 

Sj  =a3(cos/?2Cosy3-<cos/?3Cosya)  —  63(cosaaCOsy3-- cosoji  cos/a) ; 
Ä'= ai(cosftcosy2— cosjJaCosyi) — £|(cosciriCosya — coscfa  cosyi) , 
Si'=a3(cosiSiCosy2— cos/?2Cosyx)  —  AsCcosofiCos/a — cosaaCosyi) ; 
&,  =  a2(cos|?3Cosyi — cosftcosys) — 62(cosof3cosyi— cosa^cosys) ; 

•  Sl  =    cosai  (cosjJa  cosy 3  —  cos/^s  cosya) 
+  cosa2  (cosj^scosyi  —  cosj^icosys) 
^        +  cosa3  (cos  j^x  cosya — cos  jSa  cosyi) 

=  cosft  (cosy^cosixs — cosyscosa,) 
+  cos|?a(cosy3COsax  —  cosy,  €05^3) 
+  cosj?3(cosyxCosa2  —  cosygCosofj) 

=    cosyi  (cosaaCos/?3  —  coscfscos/^s) 

-f  COSy2(cOS0f3c6s]?X  —  C08ait08ßs) 

+  cosy3(cosaiCOSj?2 — cosa2Cosft) 
gesetzt  wird: 
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Setzt  raan: 

A«  =  cosj53Cosyi — cosj?|Cosys, 
As  =cosj?iCosy2  —  cosj5«cosyi ; . 

Bj  =  cosyacosas  —  cosyacosa^ , 
62= coisyscosa]  —  cosyj  cosa^ , 
B3  =  cosyi  cosa-i  —  C08y2  coswi ; 

Ci  =  COSa«  C0SJ?3  —  C06(X3  COSjSa  , 

C.2  =  coscrsC08|3i  — cosa^cosjSs , 
C3  =  cosajLC08|3a  "•  costfgCosft ; 

Si=a,Ai  +  63Bi; 
Ä'=aiA3  +  6iBB, 

Ä,  =aaA2  +6363 ; 

ü  =  AiCOSai  -f  AsCOSCTs  +  As  COStta 
=  B]  C0S|3|  +  B  2COS/32+  B3  COSjJa 
=:C,cosyj  +C2Cosy2  +  C^cosy ; . 

Mittelst  dieser  FormeiD  kann   man  die  vorstehenden  Grössen 
leicht  berechnen. 

Zur  Berechnung   der  Grössen  u^,   u^  aus  Ui  mittelst  der  aus 
dem  Obigen  bekannten  Formeln 


so  ist 


Ma=:  — 
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^3 


»en  wir  die  folgenden  Ausdrücke: 

^  =  ^1^(0,63—0362)  —  Ta,3(ai6a — 11261) ; 

Ä=:a2A3+6aB3, 

^1 =02  A^ -|~69B| , 
üC«=aaA, +  626»; 

K=aiAi+6iBi; 
Äi=a3Ai+63Ä, ; 

Sl  =:A|Cosor|  -f-  A2C08aa~f  AüCOSOs 

=  BiCOSJ?x -f  BaCOSj^a-f  BaCOS/Sj 
=  CiC08yi  +  C^cosya  +  CaCOSys  . 

§.  5. 

Wenn  wir  vier  gerade  Linien  im  Räume  haben,    deren  Glei- 
ngen 

coso;^        cosj?i        cosyi  ' 
A— % y— 6g z 

COStta         COöjSa        CO«ya 


^  — fls  __  y~63 £_ 

coscfg        cos^3  "~  cosy^ 


jr 


—04  _y— 64__     z 

C06a4       CO6/34       cosy^ 

d,  und  diese  vier  geraden  Linien  von  einer  durch  den  Anfang 
r  Coordinaten  gelegten  Ebene  in  den  Punkten 

(p^iVi^i)*    (^«y«««),    (^3^3X3),    (^4^42^4)» 
xen  Entfernungen  von  dem  Anfange  der  Coordinaten  respective 

^1 »  ^a>  ^3»  **4 
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sind^  so  geschnitten  werden  sollen,  dass,  wenn  wir  die  Fläcl 
räume  der  zwischen  den  Punkten 

(000),    (oriyiii),     (^^«^22.); 
(000),    (0:2^2*2),    {x^yzz^-, 
(000) ,    (arayaZa) ,     (0:4^414) 
liegenden  Dreiecke  respective  durch 

bezeichnen, 

A\  ,2 1  ^2>3  •  ^3  »4  ^^^  ''^i  J2*^a»3  •  ''^354 
ist;  so  wollen  wir  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  früher 

Ai  =  Ol  cos«!  +  bx  cos  j5i , 

A^ = 02^080(2  +  b^cosß^ , 

i^a  =  Oacostta  +  *3C0s/?a » 
^^ = a4C0sa4  +  64Cosj?4 ; 

Äi*=  01«  +  Äi«— (CiCOS«!  +  bicosßi)^ 

=  ai%inc^i*  +  Äi^sinjSi^ — 2ffiÄiCosaiCOSj3i 
=  (fli*+*i*)cosyi2  ^  (ajcosft  — Äj  cosai)^ , 

B2^=  <i2^+62^— -(ffaGosoa+ÄaCOsjJa)^ 

=  02%ina2^4-  ^a^sinj^a^ — 2cf262COsa2COSj32 
=  («2^ + b<^)cosyc^^ + (aaccsj^a— 62C0sa2)^ , 

Ä3^=fl3^  +  *3^— (flsCOSOfs  +63COS^3)2 

=  fla^sinofa^  +  öa^sinj^a^ — '2a36aCOsa3COSj?3 
=(-fl3HV)cosya2+(a3cosi33— 63cosofa)2, 

B^  =  «4^  +  64^  —  (a4C0sa4  +  64Cos|?4)2 

=  a4*sinof4^+64*sinjS4*—2a464Cosa4COSj54 
=  (o4^+64*)cosy4^+(a4Cosj54 — Ä4Cosa4)^ ; 

«i  =  ^i-(-l)^^Vr,2-ßi2, 
M2  =  ^2  -  (-1)^^  Sfr^^-Bi^, 
1^3  =^a  ~(-l)^' Vr7=Ä^ 
M4  =  ^4~(-l)"»Vr4^-i54^  * 


x^ 
x^ 


ist 

61 — tliCOS/?!  ,  2i 

Ä«— ttaC08/J2*  ^ 

=  03— tigcosas ,    ^3=63— ttscos/^s,  I3: 


^1 — Wicosai ,     yi: 


1  — ttgcosya; 
— «400374; 


A]  =iC08ß2C0Sy^  —  C08J^COSy2' 

A2  =  cosj^cosyi  —  cos/?2  cosys , 
A3  =  co8ßi  cosj'a — cosjS^cosyi ; 

B|  =:  coay2ceaci^  —  coay^cosa^ , 
B2==  cosyscos«!  —  cosyicoso^ , 
B3=cosyxC08a2—  cosyacos«! ; 

Ol = COSO2C0IS  j^  —  cososCosjSs  f 

^=  COSC%COS/?i  —  C0Sa|C08/?3  , 
€3 = COSai  COS/?2  '^  C08€t2lC08ßi  ; 

Tk^OiAi  +  bißi, 
Ki=a3Ai  «1- 63BJL ; 

&'=aiA3+6iB3> 
&'i=:a3As  +  63B3; 

Ä = Ai  cos«!  +  Aacosoa  +  A3  008^3 
=BiC08|5i  +B2Cosj3a+B3Cos/53 
zCiCosyi  -f  C2Cosy2  +  C3C08y3  ^ 

A|=  co8/S3cbsy4 — cos/J4COsy3 , 

li 

[A| = cosß4Cosy2—  cos  j52C08y4  , 

1 
!A4=:co8|32Cosy3  —  cosj33Cosy2==Ai ; 


Tkdl  wn^ 


11 


m 


1 

B2  =  C08/3C06a4  •— '  COSy^COSOj  , 

1 

B3  =  COS/^COSO^  —  C08Y2C0Sa^  , 

1 

1 
C2  =  coso^cosj?«  —  cosa4Cos/33 , 

1 

C3  =  COSa^COSjS^  -— C08O2C0Sj$4  , 

1 
C4  =  coea^cosß^ — coßtx^coBß^  =  C^  ; 

1 

111 

K  =  02^2  +  6aB2 , 

111 
Ki=a4Aa  +  Ä4B2; 

111 
Ä' =02^^ +62B4» 

111 

B'l  =  04^4  +^464; 
111 

&=«3A3  +  63B3; 

11^  1  1 

Sl  =  A2CO6CK2  +  A3COSCf3  +  A  4CO$or4 

1  1 

=  B2C08J?2  +  B3COSJ3S  +  B4C0Sj?4 

111 
=  C2C0sy2  +  Cscosys  +  €400874 

setzen. 

Dann  ist  nach  dem  Obigen 


1/3  = 


^1>2(4— ÄII2) 


und 


US       / 

1  1  1 

«2= " — '    "^  "     1 r —  9 

1  11 


>der,  wenn  vrir  der  Kürze  wegen 

Pi=— -Öcosya, 

Öl  =  —  '^iJ^J&i  —  "«^^sÄ  > 

0 

T,:.-r^3Ä; 

1 
P^rr  — 6c08y4, 

1                   1 

1 

-( 

ri=^-i^8»4Ä; 

P,=:eco«yi, 

Qa  ^  —  '''l^tÄ'i  —  t'iJS  ^'« 

» 

n=-Ti^Ä; 

1 

P4=6co3y4^ 

•. 

11 

*4=  Ta,3&, 

' 

^4=— r2,3Ä 

Wteeo : 

* 

11« 
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Wenn  man  aus  den  beiden  Gleichungen 

entweder  «3  oder  ttg  eliminirt,  so  erbSlt  man  zur  Bestimmung  t< 
U2  die  Gleichung 

+ (SaS.  -  e«e.  +  7a/>3  -  P^T,)  u^ 
und  zur  Bestimmung  von  »3  die  Gleichung 

— (S.P,+/».Q.). 

Hat  man  u*  mittelst  der  ersten  Gleichung  bestimmt,  so  ergebe 
sich  »1,  U],  »4  mittelst  der  Formeln: 

"»-«i+TV«.'  "'-s.+r,«/  "^-s^+r««,' 

und  hat  man  u^  mittelst  der  zweiten  Gleichung  bestimmt,    so  c 
geben  sich  u^,  Ui,  u^  mittelst  der  Formein: 

P2+Q2U,  _Pi+QiU.z  P^+Q^u^ 


Wenn 


^  =  l^a>3(ö3^4— «4*3)-^J»4(<'«^3— «3^  =  0; 


also 


137 

*!»« %»S :  ^»>4 

Ol  6a — «afei       ««68  — «3^«        «3*4— «4^ 
oder 

^l»a !  1^2>3  •  *3*4  =  Ölft«"^ö«6i  :  Offts — 0362  •  «8^4 — ^4^8 

ist»  d.  h.  wenn  die  durch  den  Anfang  der  Coordinaten  gelegte 
Ebene  die  vier  gegebenen  geraden  Linien  im  Räume  so  schnei- 
det« dass  die  zniscnen  den  Punicten 

(000),  (^1^1 2,),  (a^2H)i 

(000),  (x^y^H)^  (^3^3^); 

(000),  (^rjyaZa),  (x^^z^) 
liegenden  Dreiecke 

Al»2'      A8»3*      A3>4 

den  zwischen  dem  Anfange  der  Coordinaten  und  den  Durchschnitts - 
[  punkten  der  vier  gegebenen  geraden  Linien  mit  der  Ebene  der  xy, 
nämlich  den  zwiscnen  den   Punitten 

(00),    (a,6i),    (0.64); 
(00),    (oaÄa),     (aM; 

(00),    (03^3)»     («4*4) 

in    der  Ebene  der  xy  liegenden  Dreiecken  proportional  sind;    so 
kann  man 

^8>4  =  Ö3*4--04^3 

setzen,  und  da  nun  auch 

ist^    so  hat  man  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  zur  Be- 
stiinnrang  von  u^  die  Gleichung 

welche  in  die  beiden  Gleichungen 

«a=0 

und  • 
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zerfällt.    Aus  u^zizO  folgt  aber  aus  dem  vorhergehenden  Paragra- 
phen unter  der  gemachten  Voraussetzung 

also 

und  die  durch  den  Anfang  der  Coordiaaten  gelegte  Ebene  f^t 
daher  mit  der  Ebene  der  xy  zusammen,  -wobei  sich  von  selbst 
versteht,  dass  die  Ebene  der  a;y  die  vier  gegebenen  geraden  Li- 
nien in  der  angegebenen  Weise  schneiden  muss ,  und  daher  natür- 
lich selbst  als  eine  Auflösung  unserer  Aufgabe  zu  betrachten  ist 
Setzen  wir  aber  diesen  Fall  bei  Seite,  so  haben  wir,  da  eine  ^ 
ganz  ähnliche  Betrachtung  sich  auf  die  obige  Gleichang  des  zwei- 
ten Grades,  aus  welcher  t/3  bestimmt  werden  muss,  anwenden 
lässt,  zur  Bestimmung  von  u^,  %  die  Gleichungen: 

(n^s  +  ft^sK  +  Ä8Si-Qa(?3=0; 
aus  denen 

"» ~  ~  5,78+ faÖs '    "* ~~  nS^+Q^T^ 
folgt ;  und  Ui ,  ti^  ergeben  sich  dann  mittelst  der  Formeln : 

Setzt  man  aber 

Ä= oa  As  +  ff*ßz  >     ^1  =  «2A1  +  62*^1 ; 
11111  1 

so  ist  nach  $.  4.  auch 

1 

T2,3  K  t'iy^        K 


^^  ^'^-«l 


(1.  i. 


_«2^3    -^   ^3^2  .  ^2^3  -f  ^2^3 


oder 


(Hier 


159 


1  1 

_fl8&4— 0463    qg  A4  4-6364 


1  1 


f.  ^  «ff 0364—0463    %A4_+6iB4 

ttft""  0463—036»  '2     ,  A  p 

«8A2  +  63B2 

Nan  findet  man  abcfr  leicht: 


1  1 

■  <?2 =  —  (0264  —  0462)  (Oa  A2  +  63  B2) , 

Q3  =  —  (oi  63  —  0361)  (02  Ag  +  6263) ; 

ood 

1  1 

'SbÄs  =(0162—0261)  (''36,— 0468X02 A2  +  Ä^Ba)  (Ö3A3  +63 B3), 

1  1 

Q9Q3  =(oi^3 — «3^1)  («a^4  —  O462)  (02  A3  +  ^2B3)  (03  Aa  +  63B2) ; 

1  1 

ÄaTj =  — (0162— O261)  (0364—0463)  (03  A3 +6363)  Ä , 

1 
'»Os =(01*3—03*1)  (0364— O463)  (O2A3  +  6^63)^  ; 

1 
Ijfii =— (oi6a— 026i)(0364  —0463)  (ß^A^  +  öaBa)^, 

1  1 

Qa7s=:  (0i62—026i)(0264— 0462)  (03^2+6362) .i^ . 

Setzen  wir  also  der  Kürze  wegen 

1  1 

3f  =  (oi6i— Oa6i)  (0364— 0463)(o2A2+62B2)(o3  A8+63B3) 

1  1 

—  (oiftB-^aa^iXoa**— «462)(02A3+62B8)  (08A2+68B2) 
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uiid 

11  1 

11  1 

rJs  =  (a^b.—a^b^  (a,  A«  +  b^B^^-  (as^^-a**^)  (a«A8+6,Ba)Ä ; 

so  ist 

_  1  «aAi,-f&aBt    S 

_  1  S 

"*      0364— 0463 'n«' 

"*  ai^s— Oa^i  '  1^3  ' 

Man  kann  aber  diesen  Formeln  zur  Berechnung  der  Grossen 

th>      «2'      «'s»     »4 

auch  die  folgende  Gestalt  geben: 
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Hat 


geiondeo»  so  ergeben  sich 

^»'  3fi*  *i;  ^a>  y2*  ^2  5   ^s»  ys^>  «s»    ^4*  y*»  ** 

mittebt  der  Formeln: 


^4 


=  öl— ttjCGS«!,     yi  = 


=  Oh — «acosos»    y« = 


bi—Ui  cos  j?| ,  2|  =  —  tf|  cosyi ; 

ijj—  ti2Cos/?2 »  ^a = —  tt^cosy^ ; 

=08— tfgcose^,     y3  =  6s— tlsCOS/^,  l8  = 

=  «4— «4C0S«4,     y4=*4--W4COS/54,  %^  =  ' 


Macosya; 

tf4C0S)^4 


nod 


»•3»     '•4 


mittelst  der  Formeln: 

ri=V"(3r-««i)»  +  A^ 


r4=V(^4-a4)a  +  Ä4«. 

Es  ist  aus  dem  Obigen  klar,    dass    man  in  dem   in  diesem 
Paragraphen  betrachteten  Falle  die  Grossen  x^^^  t»,^»  73,4  seihst 
:ar  nicht  mehr  zu  kennen  braucht«   und  dass  man  hier  eigentlich 
ie  folgende  geometrische  Aufgabe  aufgelöst  hat: 

* 

Wenn  vier  eine  gegebene  Ebene  in  den  Punkten  A, 
Ali  A^,  A3  schneidende  gerade  Linien  im  Räume,  und 
in  der  gegebenen  Ebene  ein  Punkt  O  gegeben  sind: 
durch  diesen  Punkt  eine  Ebene  zu  legen,    welche  dje 

Dreiecke 


Tier  gegebenen  geraden  Linien  in  den  Punkten  B,  ßi, 
jB^,  B3  so  schneidet,   dass  die  Flächenräume  der  drei 


ßOBi,    BiOB^,    B^OB^i 

sieh  eben  so  zu  einander  verhalten,  wierespective  die 
Flächenräume  der  drei  in.  der  gegebenen  Ebene  lie- 
genden Dreiecke 

AOAi,    AiOA^,    A2OA3. 
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Dass  die  eegebene  Ebene  immer  selbst  eine  AnflösuDg  die- 
ser Aufgabe  liefert,  versteht  sich  von  selbst;  dass  es  aber  ausser 
derselben  im  Allgemeinen  immer  noch  «ine  zweite  den  BediDgan- 
gen  der  Aufgabe  genügende  Ebene  giebt,  erhellet  aus  dem  Vor- 
hergehenden von  selbst,  und  eben  diese  zweite  Ebene  z«  fiideB» 
konnte  im  Obigen  nur  der  Zweck  sein.  Man  vergleiche  hierbei 
was  in  der  Einleitung,  gegen  das  Ende,  in  Bezug  auf  ^en  vorlie- 
genden Fall  bemerkt  worden  ist. 


Ö-  7. 

Den  Anfang  der  xvx  wollen  wir  jetzt  in  den  J\f ittelpnnkt  der 
Sonne  legen,  und  wollen  die  Ebene  der  Ekliptik  als  Ebene  der 
xy  annehmen.  Durch  den  Mittelpunkt  der  Erde  legen  wir  ein 
zweites  rechtwinkliges  dem*  Systeme  der  xyz  paralleles  Coordi- 
natensystem  der  xWz',  wo  also  die  Ebene  ({er  d?V  ebenfalls  mit 
der  Ebene  der  Ekliptik  zusammenfallt.  Der'  positive  Theil  der 
Axe  der  x'  sei  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem  Frfih- 
lingspunkte  hin  gerichtet,  und  der  positive  Theil  der  Axe  der  y' 
werde  so  angenommen,  dass  man  sich,  um  von  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  x'  durch  den  rechten  Winkel  {x'y')  nindorcb 
zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y'  zu  gelangen,  nach  der- 
selben Richtung  hin  bewegen  muss,  nach  welcher  von  dem  posi- 
tiven Theile  der  Axe  der  x'  an  die  geocentrischen  Längen  genom- 
men werden;  der  positive  Theil  der  Axe  der  zf  werde  von  dem 
Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem  Nordpole  der  Ekliptik  hin  genom- 
men. Wie  in  dem  Systeme  der  xyi,  welches  dem  Systeme  der 
x*y'z'  parallel  ist,  die  positiven  T£ieile  der  drei  Axen  zu  nehmea 
sind,  ist  hierdurch  von  selbst  bestimmt. 

Die  durch  die  Gleichungen 

x—a y  —  6 z 

cosa      cos/}       cosy 

charakterisirte  gerade  Linie  sei  eine  von  dem  Mittelpunktes 
der  Erde  in  dem  Punkte  {ab^  ihrer  Bahn  zur  Zeit  t  nach  einem 
Cometen  gezogene  Gesichtslinie.  Die  beobachtete,  oder  weni^^ 
stens  aus  Beobachtungen  abgeleitete  geocentrische  Länge  uil<  ' 
Breite  des  Cometen  zur  Zeit  t  seien  a',  ß'*),  und  zu  derselbe 
Zeit  sei  L  die  geocentrische  Länge  der  Sonne,  und  R  sei  de 
Radius  vector  derselben.  Ist  dann  noch  q'  die  sogenannte  cui 
tirte  Entfernung  des  Cometen  von  dem  Mittelpunkte  der  Erd^ 
so  sind 


*)  Freilich  inoss,  um  aus  der  aus  den  Beobachtungen  für  irgeCB^ 
einen  Beohachtnngsort  abgeleiteten  Länge  und  Breite  eines  Comet^'i 
die  entsprechenden  geocentrischen  Elemente  desselben  finden  zu^kdnntfi*» 
die  Entfernung  desselben  von  der  Erde  schon  bekannt  sein.  Vflß  m^*^ 
sich  hiebei  durch  successive  Näherungen  hilft ^  bedarf  an  diesem  Or^ 
für  der  Astronomie  kundige  Leser  keiner  besooderen  Erlänterang. 
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^'coso*,    Q'sim',   ^'tang/3' 

die  Coordinaten  desselben  im  Systeme  der  x'y'z'  zur  Zeit  t  Die 
Gieichuogen  der  vom  Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem  Cometen 
zur  Zeit  t  gezogenen  Gesientslinie  im  Systeme  der  a/^z*  haben 
die  Form: 

Und  es  ist  daher  nach  dem  Vorhergehenden : 

^'cosa' = yH '^'tang/5' ,     ^'sinc^  =  jy^'tangjJ' ; 

also 

jlf'  =  cosa'coti3',    iV'  =  sina'cotj8''; 

Voraus  sich  ergiebt,  dass 

«  •a?'=2'cosa'cot|S',    y'  =  2'sina'cot]S' 

<^*e  Gleichungen  der  zur  Zeit  i  nach  dem  Cometen  gezogenen 
^^sichtslinie  im  Systeme  der  a:*y'z'  sind.    , 

r 

^  Die  Goordinaten  der  Sonne  im  Systeme  der  x'y^tf  zur  Zeit 
t  sind 

RcosL,    RainL,  0; 

und  zwischen  den  Goordinaten  eines  und  desselben  Punktes  in 
den  Systemen  der  xyz  und  :r'^V»hat  man  daher  nach  der  Lehre 
von    der  Verwandlung  der  Goordinaten  die  folgenden  Gleichungen: 

js'^^RcosL+JS,    3f'=ÄsinL  +  y,    z's=:z; 
od< 


a:=x'— JEcosL,    y=y«^i?sinL,    z  =  i'; 
alfi§io  sind  nach  dem  Obigen 

R  cosL  +  :r = zcosa'  co  t  jJ', 

ÄsinL  +  y  ==2sinÄ' cotjj' ; 
oder 

a: =2Cosa'cot|3' — AcosL , 

« 

^2=zsfi>a'cotj3'—  i2sinL; 

^i«  Gleichungen  der   von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  zur  Zeit  t 
^chdem  Cometen  gezogenen  Gesichtslinie  in  dem  Systeme  derx^z. 

Bringt  man«  um  diese  Gleichungen  mit  den  Gleichungen 


10» 

cos«      cos/3       cosy 
zu  vergleichen,  die  letzteren  auf  die  Form: 

cos«    . 

^     cosy 

so  ergiebt  sich  auf  der  Steile ,  dass 

a =  —  RcosL ,    6  =  —  jBsiD£> 

und 

COSüf  cosj?  ^ 

zrcoso'cotßS     — ^=:sin«'coti5' 

cosy  '^        cosy  "^ 

ist.    Verbindet  man  aber  mit  den  zwei  letzten  Gleichungen  die 
bekannte  Gleichung 

cosa*  +  cosjS*  +  cosy®  =  1 , 

so  erhält  man 

(1  +  cosa'^coti?'®  +  fiiina^ot/J'«)cosy*=l , 

d.  i. 

(1 +cotj3'2)eosy«=:  cosec|3'2cosy«=  1 , 

also 

cosy* = sin  j3'* ,    cosy  =  4:  sinj3' ; 

und  folglich  nach  dem  Obigen  mit  ßeziehung  der  oberen  und  untereo 
Zeichen  auf  einander : 

cos« =  +  cosa'cofi«/3' , 

cosj3=  +sina'cosj3', 

cosy=  J:sinj3'. 

Mittelst  einer  einfachen  ßetrachtung  überzeugt  mau  sich  aber  ^( 
der  Stelle,  dass  allgemein 

cosy  =  sinjJ' 

ist;    also  muss  man  in  den  drei  vorhergehenden  Gleichungen  die 
oberen  Zeichen  nehmen,  und  daher 

I 

V  ,  I 
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coscr  =  cosa'co8/3' , 
cosß=  sina'  cos/J' , 
cosy  =  sin^' 


setzen. 


Bemerken  wollen  wir  noch «  dass  ans  den  beiden  obigen  Giei* 
chungen 

RcosL  +  a:  ==  zcosce'  cot/3S 

.  RsmL  +  y  =  asin«'  cöt/3' 

durch  DiFision  auch 

, R  cosL  +  X 

RsinJb+y 

oder,  wie  sich  hieraus  leicht  ergiebt, 

asma' — ycoBa':szRsiü(L — «0 

folgt.     Auch  ergiebt  sich    aas   denselben  Gleichungen  laicht  die 
Gleichung 

xcoaa*  +  ysina*  +  ägos(L— a')  =  zcotjS' , 

und  man  hat  daher  die  beiden  folgenden  Gleichiiogen : 

arsina'—  ycosa'  —  Äsin(JL— a')=0, 

acosa'  +ysina'  +  Rco8{L—(/)  =:zc€ftß*; 

aus  denen  auch  die  Gleichung 

•  ^  orsina'  —  «cosof' 

tang  («'—•/>)  = 71 — ^ 7ÖI 

®^  '       a^cosa+ysinof'— zcotp 

folgt. 


§.8. 

Um  nun  die  Lage  der  Ebene  der  Cometenbahn  im  Räume  zu 
In^timmen,  wollen  wir  fdr's  Erste  annehmen >    dass  der  Comet  in 
^1^  nahe    bei    einander   liegenden  Punkten   seiner  Bahn  zu  den 
4   Zeiten 

h.9    ^f    *9j     ^> 

deiche  wir  als  nach  ihrer  Grösse  aufsteigend  geordnet  annehmen 
^pUeD,  beobachtet  worden  sei.  Die  diesen  Zeiten  entsprechen« 
«en  geocentrischen  Längen  und  Breiten  de^  Cometen  seien 
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% 

die  deoselben  Zeiten  entsprechenden  geocentrischen  Längen  und 
Vectoren  der  Sonne  seien  respective 

Z»!,    L2,   L^,     L^ 

und 

Dann  können  wir  als  eine  erste  Näherung  voraussetzen ,  dass  die 
vier  von  der  Erde  nach  dem  Cometen  gezogenen  Gesichtsünien 
von  der  Ebene  seiner  Bahn  so  geschnitten  werden,  dass  die  drei 
im.  Obigen  durch 


'1>2*      ^2>3* 


-^3*4 


bezeichneten  Dreiecke  den  drei  entsprechenden  zwischen  der 
Sonne  und  den  vier  Oertern  der  Erde  in  ihrer  Bahn  liegenden 
Dreiecken  proportional  sind;  und  um,  dies  vorausgesetzt,  die 
Lage  der  Ebene  der  Cometenbahn  im  Räume  su  bestimmen,  wer- 
den wir  daher  die  in  §.  6.  entwickelten  Formeln  in  Anwendung  zu 
bringen  haben. 

Diese  Formeln  wollen  wir  nun  aber,  durch  diev  geocentrischen 
Längen  und  Breiten  des  Cometen,  durch  die  geocentrischen  Län- 
gen und  die  Vectoren  der  Sonne,  welche  Grössen  wir  hier  sämmt- 
lieh  theils  aus  den  Beobachtungen ,  theils  aus  den  astronomischen 
Tafeln  oder  Ephenferiden  als  bekannt  voraussetzen  und  vorauszu- 
setzen berechtigt  sind,  ausdrücken. 

Nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  haben  wir  zuerst  die 
folgenden  Ausdrücke: 

«1  =  —  R^cobLi  ,  ^1  =  —  RiSinLi ; 

«2= — R^^cosL^,  62=  —  /22siniv2; 

a^  =  -^  R^  cosL^ ,  63  = — R^sinL^ ; 

0^  =  —  R^cosL^,  ö^r=z  —  R^sinL^; 


also  ist 


Hl  b^-^a^bi  =  — /?i  R2Sin{Li—L2) , 
0x63— 0361  =— Äi/?3sin(I/i— 1^3), 
^2^3 — ^3^2  =  — ß2ß3sin(Zi2 — X/3)  , 
£72^4 — ^4^2^^^  — /?2ß4Siu(li2— 1^4) , 

03  b  4 — a463»=  —  R^  R^siB  (L^  — L^) . 
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Ferner  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  die  im  vorhergehenden 
Paragraphen,  entwickelten.  Ausdrficke  leicht: 

=  —  /?2{  cos/3'asin/?'3sin(a'a— 112) — sinß'^co&ß^^sinia'^ — Xj) } , 
=  —  R^i  cosß'3siri|3'isin(a8— £ä)— 8iti|3  3Cosi3'isin(a'i — L2)  I , 

=  —  R^{ cosj3'|Sin/? 2siD(a\ — L^)-  -sinj3'iCOS/3 ^sinCa'a — J^) ! ; 
und 

1  1 

03  A2  4-6362 

=  — A3  { ciis/^'3sin/3'4sin(a'3— L3) — sinjS'sCosjS'^sinCa  4  -Zh,),J . 

11 
a8A3  4-6363 

=  —  A3  { cosß^sinß'^smictf^;—!^) — sinj3'4Cosj3'2sin(a  2— i^)  \  ' 

1  1 

«8^4  +  6364 

=— i^  {eos/3'2S>nl3Vsin(a'a—I'3)'--8in/S'2Cos/3'3sin(a'3--J>,) . 

Endlich  filidet  man  leicht: 

Ä  =  —  sin(a'2-^^'3)8inj3'i  cos/?  2<^osj3'3 
— ]5in(a'3 — a'|)cosj3isinj32Cos|3'3 

—  f9\u{a\  — '«'2)^08/5',  cosj328>nj3'3 
und 

Ä'=  —  sin(a'8— a'4)sinjSaCosiS3Cpß/5'4 

—  sinia'^—a'^cosß^^slnß'^cosß'^ 

—  sin(o^2 — «'3)008/3  2CosjS'3  sinjS  4 . 

Mittelst  der  in  $.  6.  eotvpickelten  Formeln  erhält  man  hieraus 
ohne  Schwierigkeit:  / 
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Zar  Berechntfiig  von 

bat  nüm  die  folgenden  Formeln: 

Ol  SS— -  J^coe£f|  — t^eoea^icos/j^i  • 
jfi  55  -  RitAfkLi  -^ugmaa^i  coe/J'i , 

d^=:--JZ|C0Sjt^---llgC08a'^CO8/)'j(,     . 

;V8 = — ü^coft£|  — «gcoso'scoe/s's , 

I 

214  =5«-^K48hl/l4. 

Ferner  ist: 

ilj  =s — jßxCosCo'i  — X|)cosj3'i , 

2*4  =  —  lZ4Cos(a'4— £4)cosj3  4 ; 


und 


i?ia=:Äi«l  1— co»(«'i-ii)«cos/J\« } , 

B2^=RJ^{  It-cosKä— I^acos/J'a*}. 
^«=:Äi«|  l-cos(c/s-£i)acosi5'32 }, 

j»4a=  Ä4«|  I  — Ces(«'4— i4)«C0SiS'42 1 . 

Endlich  hat  man  zur  Berechnung  von 

ri>    "*«>    ""a*    ''4 


die  Formeln: 
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ri=V(3r-t«i)»  +  A^ 

Am  einfachsten  für  die  numerische  Rechnung  stellt  man^  wie 
es  mir  scheint,  die  zur  Berechnung  der  Grossen 

erforderlichen  Formeln  auf  folgende  Art  dar. 
Man  setze: 

1  =«0(11— I^js)  { tang/3'asin(«'4— Zr3)~tang/3'4sin(«'a-i5) } , 
l*=8iD(£|— £<))  { tang/S'ssinCo'i  — i^)— tang/3'isin(«'a— i»)  I ; 

Ü  =  8in(i4-X,)  ( tang/J',8iii(«'i  -i;j)-tang/S'j8iD(«'8  -L^], 
II*=  sin(I,4— La)  { tang/S',8iD(«'4-i:»)-tang/J'48iD(a'j— Xj) } ; 

in  =  8ui(Ii  -X»)  { tang/J'8Mn(«'a— ia)-tangjJ',8in{B',— Xa)  | , 
ffl*=8iD(is-X4)ltang/3'8sin(«'a-is)-tang/J',8ui(«'j-I^)); 

IV  =tang/J'isin(«'a-«'8)  +  tangß'jsinCc/s-a'i)  +  tangi5'ssin(a'i-«'a), 
IV*=tang|S'»8in(€^8— «'4)+tangi3'»sin(«'4— «'a)+tang/3'4sin(a^3-^ 

so  ist: 


«Ä 


«s  = 


ß% 

U      li* 
I»       I 

* 

IV      IV*  ' 

I*     1 

I*     I 
II  ~  II* 

sin(X>i — Xa)co8|3's' 

IV      IV» 

II 


II* 


«4 


Ri8ln(Lt—L^   cos^'a    HI* 
'  ÄasinCIa-is)  ■  cosjS'i  •  II*  "*' 


( 
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_Riam(Li-La)    cosß',  III 
"•■"ÄssinlLj— Ls)    coBß\    I*  *^ 


§.9. 

f 

Die  vorhergehende  Methode  znr  näherungsweisen  Bestimmmig 
der  Lage  der  Ebene  der  Cometenbahn  im  Kaurae  empfiehlt  sicE 
vorzüglich  dadurch ,  dass  alle  gesuditen  Grössen  bloss  durch  line- 
are Gleichungen  bestimmt  werden ,  und  also  eine  Zweideutigkeit, 
wie  man  diese  Grossen  zu  nehmen  hat,  nie  eintreten  kann.  Hit 
man  nun  aber  die  unbekannten  Grossen  auf  diese  Weise  durch 
eine  erste  Näherung  bestimmt ,  so  wird  man  als  eine  zweite  JÜr 
herung  die  Lage  der.  Ebene  der  Cometenbahn  bloss  mittelst  der 
Voraussetzung  bestimmen ,  dass  sie  die  vier  nach  dem  Cometen  ge- 
zogenen Gesichtslinien  so  schneidet,  dass  die  drei  Dreiecke        , 

den  Zeitintervallen 

proportional   sind.    Indem  man  also  die  bei  der  ersten  Nibenuf 
gebrauchte  Voraussetzung,    dass  die  drei  entsprechenden,    zwi- 
schen der  Sonne  und  den  vier  Oertern  der  Erde  in  ihrer  Bahn  lieget- 
den  Dreiecke  in  denselben  Verhältnissen  zu  einander  stehen ,  jetit , 
fallen  lässt.    Geht  man  nun  von  der  in  Rede  stehenden  Voram»*  ' 
Setzung  aus,  so  rauss  man  sich  der  in  §.  5.  entwickelten  Formeln 
bedienen,  wo  nun  aber  v^  oder  statt  dessen  u^  durch  eine  Glei- 
chung des  zweiten  Grades  bestimmt  wird,   aber,  auch  wenn  sieb 
keine  anderen  Kriterien  darbieten  sollten,  immer  sicher  entschie- 
den werden  kann,  welche  Wurzeln  dieser  quadratischen  Gleichun-  fl 
gen  för  u^    oder  it^  genommen  werden  müssen,    weil  man  erste  k 
Näherungswerthe  dieser  Grössen  nach  dem  Vorhergehenden  schon  I 
gefunden  hat.     Wir  wollen  nun  auch  die  bei  dieser  zweiten  Nähe- 1 
rungsmethode    zur   Anwendung    kommenden    Grössen    sämmtlicii  I 
durch  die  geocentrischen  Längen  und  Breiten  |z 

des  Cometen,  durch  die  geocentrischen  Längen 

Li,  L^f  L^y  L^ 
der  Sonne,  und  die  Vectoren 

Kl ,  /tj ,  K^ ,  it  4 
derselben  ausdrucken. 

Zuvörderst  hat  man  die  folgenden  Formeln: 
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ö=  —  ßj  { T3,3  ß48in(L3— X4)  — T8,4Äa8iri(L2-*^) } ; 


Ä  = 


Ä'  = 


—  i?iCOsi5'aC08/5'8  ttangß'jsinCa  a'^ii)~faDgj5'2sin(a'3— Li)  J, 

— Äi  {cosj3'isinj5'^sifi(a'i— Lj)— sln/S'i  cosj3aSin(a2 — ^Li)} 
— Rieosß\coQß'2\iSLü^ß'^e\xi{af^ — Li) — tangj5'|Siii(a'27^^i)  I » 


Ä = — iZa  ( co8j3  sSin^  4  sin(a'3— X.2)""SiDj3'3C08j3'48in(a'4— Z»^) } 
=— Ä^cosß  3Cos/S'4{  tang/3'48m(a'3— L2)— tang/5'3sin(a'4— Lj) } , 


1 


Äi  = 


Ä'i  = 


1 


1 


x=— 


— JBa  { cosjS  asin  j5'ssin(a'a-'-^) — sin/S  2COs/5'3siD(a'3 — L^  | 
— i2aCOSj3'2Cosi5'3  { tangj3'8sin(a  2— La)— *ang^  2Sin(a'3  — Ljj)  1 , 

— ßa  { cosjS  2sin/3'3siD(a  2— L3) —  e\iiß'2,^0Bß%An{af^  — L3) ) 
— ß8Cosj5'2C08j3'3  { taDg/5'3sin(Ä'2— ^3)— tangj5'28iii(a'3 — 13)  | , 

— ßs  {cosj5\8inj3  2siD(a'i— L3)— sin^'iC08/S  2®*"(*^2'*'-^3)  I 
— ßico8/3'iC08]Sa{taDgj528iQ(a'i— L3)— tang|3'isin(a2— L3)  I, » 

— ß4{  co8/3'88in]3'48in(a  3— L4) — sinjS'3Cos/5'4sin(a'4 — L4) } 
-^ß4C08^'8^osi^'4  { tangj3'4siii(c/3— L4)  — tang/3'38in(a'4 — L4) ) , 

— ß4  { cosjS  2sinj3^38in(a'a-'-^4) — sin  j5  2C08j3'3sin(a  3— L4) } 
— ß4C08jS  acos/j'sf  tangj3'8sin(«'a— L4)— tang/3  2siD(a  3— L4) } ; 

ßa(cos/3'3sin|3'isiD(a'8— L2) — 8inj3'3Cos^'iSiD(a'i — L^J 
ß2<:o^/^3CosjS'i{tang|3^i8in(a'8— La)— taDgj?'3sin(a'i — La)  I , 


1 


Ä  = 


•i^  { C0Qß\s\ikß'2iB\\\{(afA — L3)— 8inj3'4C08/3  2sin(a  a~^3) « 
-ß3C08/3'4COß/S'a{  tangj5'a8in(a'4— L3)— tang|3'48in(a'a— L3)  | ; 

siii(a'e — «'3)810  j3'jiCosj3aC08j3'8 
-  8in(a'3 — a'i)co8]S'isin|3  aC08jS'3 

•  8iii(a'| — «'2)008  jS'ji  co8|3  a^iDJ^'s 

•  C08/9'iC08j3  aC08j3'8  {     tang|3'isin(a  a— a'3)  J 

+tang/3'2siD(a'3— o'i)  i , 
+  tangj3'3sin(a'i— o'a) 


1^ 

1 
Ä  =:  —  sin(flr8  — o  4)8in/3  aCosj3'8C08j5'4 

—  aiu(af^-^a*^)co&ß*2l^o8ß%8mßU 
=  -co8ß'^co8ß'^co8ß'A  \     teng/3'asln(a'8-«'4)] 

+  tang/5'8  sin(a'4— a'2) 
+  tang^^  sin  («  »— a'a)^ 
Ferner  ist: 

Pi=:^esin/?'8, 

Pa=-ösin/?'4, 

P8  =  +ösiD/?'i, 
1 

1  1 

Ob  ^^  ■"  ""^i  »a^'i "~  ''^2»8Ä' » 

1 
Äj  :^T894X9 

1 

J|  := — Tjssi^o, 
1 

j<8:=:— T8,4"Wr, 

1 

Nun  wird  %  nüttelst  der  quadratischen  Gleichung 
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oder  tfs  mittelst  der  quadratischen  Gleichung 

-(S,i».+y»,ö.) 

gefimden.    Hat  man  aber  %  gesucht,  so  erhält  man 
mittelst  der  Formeln: 

and  wenn  man  u^  gesucht  hat,  so  ergeben  sieh 

«1,    «51,    «4 
mittelst  der  Formeln: 

Zur  Berechnung  von    - 

^1*  yi9  H'i  ^%»  y%y  H\  ^8*  y^y  H\    ^*9  y*f  «4 

md 

Bx»,  2?,«.  B.«,  Ä««; 

lienen  ganz  dieselben  Formeln  wie  im  vorhersehenden  Paragra- 
phen, cue  wir  daher  hier  nicht  wiederholen  wollen,  sondern  Uns 
nf  den  vorhergehenden  Paragraphen  zu  verweisen  begnügen. 

§.  10. 

Die  Gleichung   der  Ebene  der  Coroeteobahn  wollen  wir  nun 
torch 

ezeicboen.    Dann  kann  man,  wie  leicht  erhellen  wird, 

U=ariya-^ayi 
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1 

Ä  =  —  8in(a*3  — a'4)8in/3  acosjj'gcosjj'* 

—  8lu(€l'2'^a'^)C08ß2C08ß%8\üßU 

=Z"-co8ß'^co8ß'^co8ßU  {     taDg^'asin(«'8— «'4)1 

+  tang^'s  8in(a'4— «'2)1  • 
+  tang/5'4sin(«'»-«'8) 


Cj~'. 


Ferner  Ist: 

1  1 

Oa  ==^  ■"  "^1  >2Ä'i  ~~  "^«»sÄ'  9 
1  1 

Ö4=  — T2,3Ä'l  -T3,^Ä'; 
1 

S2  =r3,4il, 

1 

7i=: — T2,3i$2r, 
1 

■■2  =  — 'J^3>4'^> 

1 
14=—  T293i$c  . 

Nun  wird  u^  niittelst  der  quadratischen  Gleichung 
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oder  uj  mittelst  der  quadratischen  Gleichung 
0=  (T,St  +  Q,T,)utU, 

-(S,P.+P,e.) 

gefunden.    Hat  man  aber  u^  gesucht,  so  erhält  man 

mittelst  der  Formeln: 

_Pi+QiU2  P,  +  Qs«,      .,  _  ^4+Q4«, . 

"»-s,+r,«,'    "'-S.+T.«/  "•-«4+7'4«,' 

und  wenn  mian  u^  gesucht  hat,  so  ergeben  sich 

«1,    «51,    «4 
mittelst  der  Formeln: 

Zur  Berechnung  von    - 

^i>  yi>  2Ji;    OTj,  ya,  I2;    ^3>  ^3'  23;     0:4,  3^4,  «4 
und 

Bx«,  B,»,  B*,  A4»; 

I 

b  

^  dienen  ganz  dieselben  Formeln  wie  im  vorhersehenden  Paragra- 
\  phen,  me  wir  daher  hier  nicht  wiederholen  wollen»  sondern  Uns 
\    auf  den  vorhergehenden  Paragraphen  zu  verweisen  begnügen. 


§.  10. 

Die  Gleichung   der  Ebene  der  Coroetenbahn  wollen  wir  nun 
durch 

®:r  +  C3^  +  «2=:0 
bezeichnen.    Dann  kann  man,  wie  leicht  erhellen  wird, 

■ 

U=ariya-^ayi 
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setseB.    Nun  ist  aber  bekanotiich 

yi=  —  Ri  sin  Li — Ui  sino^i  co8ß\ , 
zi  =  —tii  sin/9'i 

und  * 

0:2=  —  /?aCos  L2—U2  cosa'2  üOBß^, 

^a  = — 1^6in£2 — ti2siDa^aC0s/?2» 

Za  =  — «««'"i^a;  • 

also  wie  man  leicht  findet: 

@  =    /?^  t£2  sinLi  sin/9  2  —  ^2^1  siolia  sin/?\ 

+«1«^  (sina'i  cos/?  1  sin/9  2 — sinajCos/J'a^iß/^iO 

» 

+  ti|t^  co8/?'|  COS/?  2  (sina'i  tang/?  2 —  sina't  tang/?'i) , 

(E= — /?iii2CosLisin/?'2+ Äa^cosL2si''/^i' 

—  tiiUaCcosa'i  cos/?'isio/?  2 — cosa'2  cos/?'2sin/?'i) 
=  ~  RiiuiCosLi  sin/j'a + ^2  «i  C0SX2  sin/?'i 

— Mi?i2Cos/9'i  COS/?  2  (cosofi '  lang/?  2 —  cos«  2  ^^ng/^'i)» 

tt=— Äi/2asin<ii-i2) 

+  Ä1II2  sin  (a  2— jLj  )  cos/?2' 

—  /?2  Wi  sin  (a'i — JL2)  cos/?i ' 

— tiiU2sin((x\ — a'2)cos/?i'cos/?2'. 

Die  Gleichung  der  Durchschnittslinie  der  Ebene  der  Cometc 
bahn  mit  der  Ebene  der  a:y  ist 

oder 
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Beseichoen  wir  also  den  180^  nicht  übersteigenden  Winkel, 
welchen  der  anf  der  positiven  Seite  der  Axe*  der  x  liegende 
Tbeil  der  Darchschnittslinie  der  Ebene  der  Cometenbahn  mit  der 
Ebene  Jler  xy  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  einsehliesst, 
durch  6);  so  ist  nach  aen  Princijpien  der  analytischen  Geometrie 
bekanntlich  in  v5lljger  Allgemeinheit: 

tangci>==— ^ 

Bezeichnen  wir  ferner  den ,  180^  nicht  übersteigenden  Winkel, 
welchen  der  auf  der  positiven  Seite  der  Ebene   der  x^^  liegende 
Tbeil  der  Ebene  der  Cometenbahn  nach  der  Seite  hin ,  auf  wel- 
cher der  positive  Theil  der  Axe  der  y  liegt,  mit  der  Ebene  der 
xy  einsehliesst,  durch  i\  so  ist  nach  den  nekaonten  Formeln  der 
aoalyäschen  Greometrie: 


cosi'*= 


U« 


also 
folglich 


cot?  = 


e«+(p—  n:a(l+taDgö2) -  ©«(l  +  cot«*) 


rr«  * 


(t*secci)*      ©•coseco* 


oder 


Also  ist 


coti*=^  sin  o*  = =cosG)*. 


U 

eoti=4:  p^sinci) , 


und  weil  nnn 

(E  =  —  Scoto,  U=db0cosecocoti 
bt,  so  ist  nach  dem  Obigen 

X — y  cot5  ±  aicosec  ocot  i = 0 
oder 

orsino  — ycosö  +  zcoti  =  0 
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die  Gleichung  der  Ebene  Cometenbahn,  wo  sich  nan  aber  fragt, 
wie  in  diesen  GlSichnngen  die  Zeichen  za  nehmen  sind,  worflber 
sich  auf  folgende  Art  eine  Bestimmung  geben  lässt. 

« 

I 

Man  nehme  den  auf  der  positiven  Seite  der  Axe  der  x  lie- 
genden Theil  der  Durchschnittslinie  der  Eben^  der  Cometenbalin 
mit,  der  Ebene  der  xy  als  den  positiven  Theil  der  Axe  der  a^ 
eines  durch  den  Mittelpunkt  der  Sonne  in  der  Ebene  der  xy  ge- 
legten rechtwinkligen  Coordinatens^stems  ddr  x^y",  und  den  po- 
siüven  Theil  der  Axe  der  y"  so  an,  dass  man  sich,  um  von  dem 

!>08itiven  Theile  der  Axe  der  x"  an  durch  den  rechten  Winkel 
jp'^y'O  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y^  za  i6> 
lapgen,  nach  derselben  Seite  hin  bewegen  muss,  nach  welebeii' 
man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem  positiven  Theile  der  AJto 
der  X  an  durch  den  rechten  Winkel  (xy)  hindurch^  zu  dem  poslr. 
tiven  Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen.  Dann^  ist  nach  disr 
Lehre  von  der  Verwandlungv  der  Coordinaten  in  völliger  Allge- 
meinheit 

x=:x''  cos  ö  —  y  sin  ö , 
y =y  sin  ö  +  y  cosö ; 

und  folglich,  wenn  man   diese  Gleichungen  respective  mit  sinc5, 
co8(d  multiplicirt,  und  dann  die  zweite  von  der  ersten  abzieht: 

:rsino  — y  cosc5= — y". 

Also  ist  nach  dem  Obigen  die  Gleichung  der  Ebene  der  Cometenbahn  - 

-y"  +  2Coti  =0 
oder 

*=dby  tangt. 


■ 

.  1 


Dies  ist  naturlich  auch  die  Gleichung  der  Durchschnittslinie  der 
Ebene  der  Cometenbahn  mit  der  Ebene  der  y"z.  Nach  den  Prin- 
cipien  der  analytischen  Geometrie  ist  aber,  wie  durch  eine  ein- 
fache Betrachtung  sogleich  erbellen  wird,  die  Gleichung  dieser 
Durchschnittslinie 

2  =  ytangi  oder  z  =  y tang  (180*^— i),        * 

d.  i. 

2=y  tangi  oder  z= — ytangi. 


jenachdem 


ö<90o  oder  5>90o 
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ist,  Woraus  sich  auf  der  Stelle  ergiebt,  dass  m^n  in  den  obigen 
GleidbuDgen  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen  muss,  je- 
nachdäm 

ö<90^  oder  5>900' 

ist. 

Man  kann  sich  aber  von'  dem  doppelten  Zeichen  ganz  uiiab- 
hSngig  macheu 9  wenn  man,  wie  von  jetzt  an  eeschehen  soll, 
vnter  t  den  180^  nicht  übersteigenden  Winkel  verstent,  den  der  auf 
4er  positiven  Seite  der  Ebene  der  xy  liegende  Theil  der  Ebene 
der  Cometenbahn  mit  der  Ebene  der'o^  nach  der  Seite  des  po- 
sitiven Theils  der  Axe  der  y^'  hin  einschliesst.  Unter  dieser 
Toraussetzung  hat  man  nämlich ,  wie  leicht  erhellen  wird,  für  i 
im  Obigen  t  oder  180^-— £  zu  setzen ,  jenachdem  c3  <  90^  oder 
9>90^  ist.  Weil  nun  für  gd  <  90^  nach  dem  Vorhergehenden 

orsincS — ycoso  +  scot  i = 0 

die  Gleichung  der  Ebene  der  Cometenbahn  ist  und  i  für  i  ge- 
setzt werden  muss,  so  ist  auch  unter  der  neuen  rücksichtlich  des 
Winkels  i  gemachten  Voraussetzung 

:rsino  — j^coscS  4-2Cot£=0 

die  Gleichung  der  Ebene  der  Cometenbahn.  Für  Jd  >  90^  ist  nach 
dem  Vorhersehenden 

^sincS — ^cosg5 — zcott:=Q    , 

die  Gleichung  der  Ebene  der  Cometenbahn ,    und  es  iimss  jetzt 
180^ — i  fiir  *  gesetzt  werden,  welches  wieder 

orsino— ^cosc)  -f2:cot2=0 

iBr  die  Gleichung  der  Ebene  der  Cometenbahn  giebt.  Also  ist 
unter-  der  neuen  rücksicbtiich  des  Winkels  i  gemachten  Voraus- 
s^zung  immer 

orsino — ^coso -t'2cot£=0 

die  Gleichung  der  Ebene  der  Cometenbahn,  und  folglich  nach 
dem  Obigen  unter  dieser  Voraussetzung  natürlich  auch  immer 

cot/=:^sinö. 

Versteht  man  also  unter  i  den  180^  nicht  übersteigenden  Winkel, 
welchen  der  auf  der  positiven  Seite  der  Ebene  der  xy  liegende 
Theil  der  Ebene  der  Cometenbahn  mit  der  Ebene  der  o:^  nach 
der  Seite  des  positiven  Theils  der  Axe  der  y"  hin  einschliesst, 
so  bat  man  zur  Ber/echnung  der  180^  nicht  übersteigenden  Win- 
kel o  und  t  die  beiden  folgenden  gar  keiner  Zweideutigkeit  unter- 
liegenden Formeln: 

Theil  XTII.  13 
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tangö=-=-,   cott=^sin4>. 

Wir  wollen  nun  den  Mittelpunkt  der  Sonne  als  den  Anfang 
eines  neuen  rechtwinkligen  Coordinatennystems  der  oc^^  t!"  an- 
nehmen. Die  Ebene  der  Cometenbahn  soll  die  Ebene  &r  a?%^> 
und  der  auf  der  positiven  Seite  der  Axe  der  x  liegende  Tndl 
der  Durehschnittslinie  der  Ebene  der  Cometenbahn  mit  der  Ebene 
der  xy  der  positive  Theil  der  Axe  der  a^  sein.  Die  positiTea 
Tbeile  der  Axen  der  y^  und  %'"  sollen  so  angenommen  werden, 
dass  sie  auf  der  positiven  Seite  der  Ebene  der  orylieeen.  Dann 
haben  wir  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten 
die  folgenden  Gleichungen: 

xz=:xf"cos  {xaf*)  +  y^C08(xy^) + «^  cos(a:2*^, 

y=zx"'co8(yxf")  +  y^cos(yf^  l- z^'cosiyzf"), 

2 = xf"  COS  {ixf")  +  y"  cos  {zyf")  +  z'"cos  (m"0  ; 

wo  es  nun  vorzuglich  auf  die  Bestimmung  der  neun  in  diesen 
Gleichungen  enthaltenen  Cosinusse  ankommt,  wozu  wir  auf  fol- 
gende Art  gelangen  können. 

Man  muss  zwei  Fälle,  jenachdem  c5<90^  oder  o>9(K'  ist, 
und  in  jedem  dieser  beiden  Fälle  wieder  zwei  Fälle ,  jenachdem 
t<90^  oder  t>90^  ist,  unterscheiden. 

Wenn  ö  <90<^  ist,  welchem  Falle  Taf.I.  Fig.  1.  entspricht,  und 
die  ersten  und  zweiten  Ausdrucke  in  den  Klammern  im  Nach- 
stehenden sich  immer  respective  ahf  die  Fälle  i<90^  undt>90^ 
bezieben,  so  ergeben  sich  aus  der  Betrachtuni;  der  Figur  und 
aus  den  Principien  der  sphärischen  Trigonometrie  leicht  die  fol- 
genden Ausdrücke: 

cos(a:a;'")  =  cosö  , 

cos(yx"')  =  cos(90*^— ö) =sinö , 

cos(za:'") = cos90ö =0 ; 

jcos(90«+ö)cosi  i  .  -       . 

^  *^  ^      ^  cos  (90" — o)  cos  (180"— 0 

,       ,„.         vCOSÜCOSI  3  _  . 

cos  (yy  0=  \  cos(180o-ö)cos(180O-0  $  =  ««««  <^««' ' 

.    „.       .cos (900-1).       .   . 
cos(2/0  =  ^,^g(^_90o)l  =  s'"^; 

,    ,„.      wcos(90O-ö)cos(90O-2)  2       ,    .  _    .    . 
cos(;r2  )=?eos(90o  +  ö)cos(*-^90o/  =±s«n«sint, 

,    „,^      i  cos  (180O—ö)cos  (900-0^      __       ^    .    . 
cos(2^z  ')=  ?cos(3cos(/-90o;  ?  =  +cosG)sim, 
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,    iwv        4  COS»  2 

cos  {zr")  =  >       ,.  Q^     ^  i  ==  :J:  cost. 
^      ^       ^  cos  (180'' — 0'    «  "*- 

Wenn  c5  >  gO»  Ist,  welchem  Falle  Taf.  1.  Fig.  2.  entspricht,  und 
dder  die  ersten  und  zweiten  Ausdrücke  in  den  Klammern  im 
chstehenden  sich  immer  respective  auf  die  FäHe  t<90^  und 
90^  beziehen,  so  ergeben  sich  eben  so  leicht  wie  vorher  aus 
r  BetrachtuflS  der  Figur  und  den  Principien  der  sphärischen 
^nometrie  die  folgende  Ausdrucke: 

cos  (xx'")  =  COSÜ  , 

cos  {yx"*)'s=L  COS  (S-— 90®)=sinö , 

^oB{zaf")  ==  co«90o=:  0 ; 

,     ,^     .cos(270O— ö)cosi  ,  .  -       . 

cos(a?tf"')=  J       /—    oAox       /4  0ftn     »xJ^ — smocost, 
^  ^  '     cco8(ü— 90")cos(l8(r' — ly 

0 

/      «v       iCOSÖCOSt  i  _         '. 

.c<»8(3w)=|^^g(lgOo_5)cos(180<>_,-)«="»«*»'^»*'' 
,    ^.      icosCgO««— i)  1      . 

coste-)-  {«««(5-«>")co8(900-i)  .  _,„-,„. 
cos(a;»  ;_  |cos(270»— 5)(cos(»'-90<')l  -±«'n"8lni, 

,    ^,  .  ,  cos  (180«-5)  008(900-0,     ^      _  .  . 
cos(y««')=  L„«5eo,rt_ooo^  ^=Tco8«8ini, 


C085C0S  (1-900) 
cost 


'"«<»'">=  ^08(18öo-,-)^=± 


COSl. 


Hiernach  ist  also  allgemein,  wenn  man,  jenachdem  {<90^ 
ir{>90^ist,  in  den  folgenden  Formeln  die  oberen  oder  uo' 
?n  Zeichen  nimmt: 

cos  (xaf") = cosS , 
cos(ya:^)i=:sin5, 
cos(2a:"0=0; 

cos  {pc}f^)  =—  sinS  cost , 
eos(yy"')=i    cosocost, 

co6(2y')=     s*"*5 

cos  (xi"')  *=  ±  sinS  sini , 
cos(yi'^) = hF  cosS  sint , 
cosXzz*^) = db  cosi ; 
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also  ^ 


xzna^"  cosc5-r-ysinc5costJ:  2^8100  sim, 
^=:a;^'sinGS  -f-^'^cosc5costTz'"cosc5  siot, 
z = y  sint  ±  2"'  cos«. 

Für  z"'=0,  d.  h.  ffir  alle  in  der  Ebene  der  Cometenbdn 
liegende  Punkte,  also  naturlich  auch  für  alle  Punkte  der  Gome' 
tenbahn  selbst >  ist  in  völliger  Allgemeinheit: 

X = cd"  coso— y"'  sin  g5  cosi  , 
iy=^:i:'"sino-f'ycosc5cosi,  - 
2=y'sim. 

Bezeichnet  r  den  Vector  des  Cometen  zur  Zeit  t^  wo  skl, 
der  Comet  in  dem  Punkte  {oc^"y'")  seiner  Bahn  befindet,  und 
den  von  diesem  Vector  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der 
a:f"  eingeschlossenen  Winkel,  indem  man  diesen  Winkel  von  des 
positiven  Theile  der  Axe  der  a^'  an  durch  den  rechten  WidM 
(^"Y'O  hindurch  von  0  bis  360o  zählt;  so  ist  in  völliger  Allge- 
meinheit : 

V 

1 

a/*'  =  rcos(o,  y=:rsincö; 
aUo  nach  dem  Obigen 

ar=:r(cosoocosc)  —  sinosincdcosi), 
3^=:r(cosci)sinö  -f-sinocosocos/), 
z=rsinG)sin?. 

Die  Gleichungen  der  zur  Zeit  t  von  der  Erde  nach  dem  Co- 
meten gezogenen  Gesichtslinie  in  dem  Systeme  der  xyz  siod 
nach  §.  7. : 

R  cosL  +  ^ = 2  cosa'  cotj3', 
/?sini -f- ^=2  sina'cotjS'; 

oder 

X  —  z  cosa'  cot/3'=  —  R  cosL , 
y  —  z  sina'  cotjS'=  —  R  sinL. 

Daher  hat  man  nach  dem  Obigen  die  beiden  Gleichungen: 

r  (coSQ)  cosö  — sinci)  sinö  cosi  —  cosa'  cotjS'  sino  sint) 

= — RcosL, 

r(cosa3  sinö  f  sinwcosÖ  cosz  —  sincf'cotjS'sininsint) 

=  —  RsinL ; 


denen 

__      „  co8(L^  (d)cio»i + sin(jL — «pcoty  sini 
rcosö H         cosi^sin(a'— ö)  cotß'aiüi 

sin(X— 5) 
cosi  —  6in  (er — ü)  cotjS  smt 


sm(L—Q) 

tangw  — cos(Ir-5)cosi  +  sin  (X— o')  cot/5'  sini' 


cot  CO  ==  COSI  cot  (L — cd)  +  SintC0tp'-r-7r =( 

;  und  fSr  r  hat  man  nach  dem  Ol^igen  die  Ausdrücke : 

R      cos(  Jr— 5)  co^t  -f  sin(L—ct^  cotjg'  sini 
cos©  *  cosi —  sin(a' — ö)  cot/5'  sint 

__        R     sin(X— 5) 

'*"'""  sinw '  cosi  —  sin  (af —  S)  cot/3'  sim ' 

Uultipiicirt  man  die  erste  der  Gleichungen 

r(cosa)  coscD — sinoosincD  cost — cosa' cot/3' sin  a>  sint) 

'= — RcosL, 

r  (cosfio  sin  CD  -f  sinoo  coscD  cost — sino'  cot/3' sinoo  sint) 

=^-£sin£r 

(ino'y  die  zweite  mit  cosa',  und  zieht  dann  die  zweite  Glei- 
g  von  der  ersten  ah^  so  erhält  man: 

Äsin(a'-L) 


coso)sin(o' — cd) — sini»costcos(a'— cd) 

co8a?sin(a'— 5)  —  sinoo  costcois(a'— ö) 

11  -  1  1 

>a>«in(a'— 5)(cos^«*+sin2«*)— sinß>cos(a'— CD)(cos2t'*-"Sin2t'«) 

1  -  i' 

=  sin(a'--o— ©;cos  2t*+sin(a'— ö  +  ©)  sin^-t"* 


100 

ist,  so  ist  auch 


R»m(W-L) 


VWaW^^iOT^^«« 


sin  («'  —  o  —  ©)  cos  g  Ä*  +  8in(a'— o + oi)8in  5 1* 


Die  Formeln 


^    sip(X— 5)       

**"^®'^co8(X  -5)cosi  +  sin(X-«Ocot/J'sint 


und 


cotcj = cost  cot  (Xr-^(i>)  +  sini  cot^^  .  /f^j^i 

liefern  fär  o  jederzeit  zwei  um  180^  von  einander  verschiedene 
Werthe.  Man  sieht  aber  sogleich  aus  den  vorhergehenden  fiir  r 
entwickellea  Ausdruct^ien,:  daSs  diese  b^en  Werthe  von  m  ßtt  t 
jederzeit  zwei  Werthe  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  liefeni; 
und  da  nun  r  seiner  Natur  nacn  immer  positiv  sein  muss^  so 
kann  es  nie  zweifelhaft  sein>  welchen  der  beiden  Werthe  von  0 
man  in  jedem  Falle  zu  nehmen  bat. 

Berechnet   man   die  beiden  HSlftwinkel  v,  w    mittelst  der 
Formeln 

8in(L--a') 
*^"g^=cos(i-ör*^'     ' 

tangto= sin(a' — ö)  cotjS' ; 

so  ist  nach  dem  Obigen: 

r,  y«-       — X    COS  (l—u)  COS«? 

rcosco  =  —  iecos  (L — o) tt-;^ — v ♦ 

^  '  cos  (i  +  w)  cosr 


also 


und 


r        —  COSfT 

^  '  cos(i+w) 


taDe(Z^— ü)cosr 

tangw  =  — ^^-77 — T 

^  cos(i — V) 


_^  ,• COS(l — 0)COSM? 

r=  — Äcos(L— ö) TT-, — V , 

^  ^  cosci)Cos(t  -f  to)  cosr 


r  =  —  K  sin  (Xr—o)  -r 


sincöCos(i  + w?) 
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Wir. wollen  nun  annehmen,    dass  man   die  den   bekanntlich 
ach  ihrer  Grösse  aufsteigend  geordneten  Zeiten 

ntsprechenden  Werthe 

es  vorher   im  Allgemeinen    durch   (o  bezeichiieten  Winkels   be- 
lehnet habe.    t)annhat  man  die  folgenden  FäHe  zu  unterscheiden. 


1.  Es  sei  5<90o,  i<9a<'. 
1.  Wenn  die  Winkel 


«I ,    ©2 ,    «8 ,    0% 


achsen,  so  ist  der  Comet  rechtläuOg,  und  o  ist  die  heliocentri- 
2he  Länge  des  aufsteigenden  Knotens. 


%  Wenn  die  Winkel 

V 

Wj  ,    W^,    ©s ,    CÖ4 

ibnehmen,  so   ist  der  Comet  ruckläufig,  und  c3  ist  die  heliocen* 
tische  Länge  des  niedef steigenden  Knotens. 

II.  Eis  sei  ö<90ö,  i>9üo. 

1.  Wenn  die  Winkel 

(Ol  9    G>29    08»    ^4 

Sachsen,  so  ist  der  Comet  rückläufig,  und  Q  ist  die  heliocentri- 
icbe  Länge  des  aufsteigenden  Knotens. 

2.  Wenn  die  Winkel 

»1»    G>2»    «3>   «4 

inehmen,  so  ist  der  Comet  rechtläufig,  und  q  ist  die  heliocen- 
ische  Länge  des  niedersteigenden  Knotens. 

III.  Es  sei  ö>90«,  i<90Q. 
1.  Wenn  die  Winkel 

»15   ««,    ©8»    «4 

ichsen,  so  ist  der  Comet  rechtläufig,  und  Cd  ist  die  heliocentri- 
he  Längendes  aufsteigenden  Knotens. 
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2.  Wenn  die  Winkel 

t 

abnehmen,  so  ist  der  Comet  rückläufig,  und  c5  ist  die  heliocen- 
irische  Länge  des  niedersteigenden  Knotens. 

IV.  Es  sei  ö  >  90O,  i  >  QO® 

1.  Wenn  die  Winkel 

r 

rOl,    €3^9    CDs  9    fi>4 

wachsen,  so  ist  der  Comet  rfickläufig,  und  cd   ist  die  heliocentri- 
sche  Länge  des  aufsteigenden  Knotens. 

2.  Wenn  die  Winkel 

(»l,    002,    «»S»    »4 

abnehmen,  so  ist  der  Comet  rechtläufig,  und  o  ist  die  heliocen-' 
trische  Länge  des  niedersteigenden  Knotens. 


§.  II. 

• 

Die  Systeme  der  acyz  und  x'y'zf  wollen  wir  jetzt  wieder  ganz 
wie  vorher  in  §.  7.  annehmen.  Nun  werde  aber  die  von  aem 
Mittelpunkte  der  Sonne  nach  dem  aufsteigenden  Knoten  des  Co« 
meten  gezogene  gerade  Linie  als  der  positive  Theil  der  Axe  der 
x"  eines  in  der  Eoene  der  a:y  durch  den  Mittelpunkt  der  Sonne 
gelegten  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  x" y"  ^  und  der 
positive  Theil  der  Axe  der  y"  so  angenommen,  dass  man  sich, 
um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x"  an  durch  den  rech- 
ten Winkel  (x"  y")  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  1 
der  y"  zu  gelangen,  nach  derselben  Seite  hin  bewegen  muss,  ; 
nach  welcher  man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  x  an  durch  den  rechten  Winkel  {xy)  nindurch 
zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen.  Dann  ist, 
wenn  jetzt  c5  die  heliocentrische  Länge  des  aufsteigenden  Kno- 
tens bezeichnet,  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coor- 
dinaten: 

a:=a:"cosö — y'^sxuö, 
y  =  x"  sinö  +  y"  cosÖ ; 

also  ,  wie  man  leicht  findet : 

x"  =•    a;cosö +3^sinö, 
y  =  — j;sinö  -|-iycosÖ. 

Die  Gleichung  der  Ebene  der  Cometcnbahn   in  dem  Systeme 

der  xyz  sei 
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und  I,  sei  der  spitze  Neigungswinkel  der  Ebene  der  Cometenbahn 
gegen  die  Ebene  der  xy^  d.  h^  gegen  die  Ebene  der  Ekliptilc. 

Die  Gleichung  der  Durchschnittslinie  der  Ebene  der  Cometen- 
bahn mit  der  Ebene  der  xy  ist  also  n 

oder     .  0    ' 

folglich  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie  offenbar 

tango  =  '-•r . 

Ferner  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie 


also 


^.oti<=      ^*  ^^  ^* 


02  +  C2  -  (p  (1  ^.  tangö«)  ~6«(l+cotc5«> 

_   g«     __     tt« 

(Psecö^      S^cosecö* 


oder 


coti^=g^sin  o*  =  =^cos(d^, ' 


folglich 


.ii 


1 

cott  =  J:prsinQ; 


und  weil  nun 


C  =  —  dcottö ,  tt  =  ±  0  coseco  cott 
ist»  so  ist  nach  dem  Obigen 


*)    Wo  jetzt  @,  S,  U   nicht    mehr    immer  dasselbe  bedeuten   wie 
▼orfaer. 


IM 

or — y  cot  0  ±  zcosecS  cot<=/) 

oder 

orsinQ  —  ycosQ  Jb  2  coti  =  0 

die  Gleichung  der  Ebene  der  Cometenbahn  ^  wo  sich  nmi  aber 
wieder  fragt,  wie  in  diesen  Gleichungen  die  Zeichen  zu  nehmen 
sind,  worüber  sich  auf  folgende  Art  eine  Entscheidung  geben 
lässt. 

Nach  dem  Obigen  ist  nämlich 

arsinS— yc/os5= — y" , 

was,  in  die  Gleichung  der  Ebene  der  Cometenbahn  gesetzt,  die 
Gleichung 

— y^'+icotirrO 
oder 

2=+y''tangt 

giebt  Nun  erbellelt  aber  leicht,  dass  unter  den  gemachten  Vo^ 
aussetzungen,  wenn  der  Comet  reehtläufig  ist,  y"  und  z  stets 
gleiche,  wenn  dagegen  der  Comet  rückläulg  ist,  y^  und  z  stets 
ungleiche  Vorzeichen  haben,  woraus  sich,  da  t  spitz,  also  tangt 
positiv  ist,  mittelst  der  vorhergehenden  Gleichung  ergiebt,  dass 
man  in  den  obigen  Gleichungen  die  oberen  oder  unteren  Zeichen 
nehmen  muss,  jenachdem  der  Comet  reehtläufig  oder  rückläufig  ist 

Wir  wollen  nun  den  Mittelpunkt  der  Sonne  als  den  Anfang 
eines  neuen  in  der  Ebene  der  Cometenbahn  liegenden  rechtwink- 
ligen Coordinatensystems  der  x"'  y"'^  und  die  von  dem  Mittel- 
punkte der  Sonne  nach  dem  aufsteigenden  Knoten  des  Cometen 
gezogene  gerade  Linie  als  dten  positiven  Theil  der  Axe  der  or"', 
den  positiven  Theil  der  Axe  der  «'"  aber  so  annehmen,  dass 
man  sich,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  af*  durch 
den  rechten  Winkel  (x'"\f")  hindurch  zu  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  y"'  zu  gelangen ,  in  demselben  Sinne  bewegen  muss, 
in  welchem  sich  der  Comet  in  der  Ebene  seiner  Bahn  bewegt. 
Dann  haben  wir  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coor- 
dinaten  für  Punkte  in  der  Ebene  dei'  Cometenbahn  die  folgen« 
den  Gleichungen: 

X  =  x"'  cos(a:y")  •  f  y'"  cos  {xy'") , 
y=x!" cos(yx"')  -{- y"' cosiyy'"), 
z=af"cos(zx'")-\-y'"coB{zi/")\ 

wo  CS  nun  vorzüglich  auf  die  Bestimmung  der  sechs  in  diesen 
Gleichungen  vorkommenden  Cosinus  ankommt,  wozu  wir  auf  fol- 
gende Art  gelangen  können,  indem  wir  bemerken,  dass  im  Nach- 
stehenden   die  ersten   und    zweiten  Ausdrucke  in   den  Klammern 
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h  immer  auf  die  FäUe  der  RechtUUifigkeit  und  Rücklinfigkeit 
s  CometeD  beziehen. 

Wenn 

0<ö<90o 

t,  welchem  Falle TaHLFis.!*.  entspricht;  seist  nach  einer  blossen 
strachtung  der  Figur  und  den  Lenren  der  sphärischen  Trigono- 
etrie: 

cos  {xx'")  =  costö , 

cos  (ya:*0  =  cos  (SO®— ö)  =:sincS ; 

,    M.      ccos(90**  +  5)cosfi      -_  .  - 

I 

,    jifv        Jcosocosi  i         .         -        . 

C08{Vtr)=   i        ,,o#»n      -^  .>  =  +  C0SÜC0S<. 

^^  '      (cos(180o— o)cost) 

Wenn 

90o<ö<180o 

ut,  welchem  Falle  Taf.  L  Fig.  2*.  entspricht;  so  Ist: 

cos(jr:r^  =  co8€$,   , 
cos(ya?^=cos(5— 90^=:sinö ; 


cos 


coscDeosi 

cos  (180*>— ö)  cosi 


CÖ8  Uly    )   =   J  ,,o/in      -V  .  ?  =  +  COSO  COSE. 

^^  '         ^co8ri8(K^ — fii)cost^ 


Wenn 

1800^5  <270o 
ist,  welchem  Falle  TaE  I.  Flg.  3*.  entspricht;  so  ist:' 

co8(xaf") = cos(360® — 5)  =  coso , 
cos  (yi^=cos(c5  — 90^ =sln€5 ; 

^^  >=  |cos(ö-900)cos.-l=^^"®^^«^' 

.    m       icos(360ö— ö)co8ii      .       _ 
cos(W^)  =  ?       ,-     . on«.       .  ?  =  db  coso  cos». 
^^  ^       ^cos(o — 18(f>)C08l  ^ 
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Wenn  ' 

270«<5<360o 

ist^  welchem  Falle  Taf.  I.  Fig.  4\  entspricht;  so  ist: 

cos(ara:'")  =  cos(360®— ö)=cosö , 
cos(ya;'^)==cos(450*^— 5)=:siDÖ  ; 

/    j»v       (COs(ö— 270O)cosi]      ^  .  - 

,    „^      lcos(360**— S)cosi7       ,       _       . 

'  COsOy^*')=   {  ,-      ,onnv         «f  =  +  COSÖCOSl. 

Also  ist^  wenft  man  nur  immer  die  oberen  oder  unteren  Zeichen 
nimmt»  jenachdem  der  Comet  rechtläufig  oder  rückläufig  ist,  in 
vulliger  Allgemeinheit: 

cos(;ra:"0=cos5,  cos(ay)  =  ^sin5cos£; 
cos(^a:"0=fiinc5,  cos(yy^)=J:COs5cost; 

und  daher  nach  dem  Obigen 

a;=:a;^cos5  ^y^sino  cosi, 
y^aj^^sinö^y  cos6  cos«. 

Leicht  erhellet  aber,  dass  immer 

also 

cos(2a:'") = 0,  cos(»y'")  =  sini 

Ist.     Also  ist  mit  derselben  Bestimmung  wegen  der  Vorzeichen 
•wie  vorher: 

ar  =:  a/"  cos  ö  +  y sino  cosi , 
^  =  a:^'  sin  5  +  y  cos  ö  cosi , 
r=ysinE. 

Bezeichnen  wir  nun  durch  r  den  Vector  des  Cometen  zur  Zeit  t, 
und  durch  o  den  von  diesem  Vector  mit  der  von  der  Sonne  nach  dem 
aufsteigenden  Knoten  des  Cometen  gezogenen  geraden  Linie^einge- 
schtossenen  Winkel,  indem  wir  diesen  Winkel  von  der  in  Rede 
stehenden  geraden  Linie  an  im  Sinne  der  Bewegung  des  Co- 
tneten  in,  der  Ebene  seiner  Bahn  von  0  bis  360^  zählen,  so  ist 
in  völlige^  Allgemeinheit 

x"*  =:  rcos w ,  y = rsin  o) ; 
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also  nach  dem  Vorhergehenden 

j?=:  r  (co8c5  cosfo  T  sintöcost  sin  cd)  , 
^  =:  r  (sino  cos  Q)  4:  costö  cost  sin  (D )  5 
z=rsintsino); 

also^  weil  nach  dem  Obigen 

or  sinQ  —  ycoscSii: «  cott = 0 

die  Gleichung  der  Ebene  der  Comßtepbahn  ist: 

costösintöcosoDiFsincd^eostsinfi)  j 
—  coso  sino  eoso  T  cosö5^costsino>}  =^0, 

:l:COSt8ino>  ' 

wie  es  sein.  moss. 

Nan  ist  aber  bekanntlich  nach  §.  7. 

RcosL  -{-  x=zzco8a'  cotjS' , 
RsiaL-i-y  =  z  sino^cotjS' ;  • 

oder 

X — X  coscx'  cot/3' =—  RcoaL , 

y  —  zsinc/cotjS' = '—  IZsinX ; 

also  hat  man  nach  dem  Vorhergehenden  die  beiden  Gleichungen : 

r(cosQcoso)T8lDc5  cost  sina>  —  cosa'  cotjS'sintsino) 
:=z^RcosL, 

r(sinQcoso)db  coso  cost sino  — siua'  cot/3'sint  sinco) 
=  —  ü^sinZ; 

aas  denen 

^  cos(L — 5)  cost  J:  sin(i— «')  cotjS'  sint 

rcoso>= — R .--   .- .  , — =r — rsr-s— r— — » 

cost  =F  sin(a'— (i))cot/5'  smt 

rmnnx-TP  SlU  (L-C5) 

*^®*"^"""*"^  cosiTsin(a'-ö)coti3'sinr     ' 
also 

.         _j sin(l/— 5) 

cang<»~±  cos  (i-5)  cosidb  8in(X-  «OcotjS'sini 
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oder 

coto)= + costcot(L— 5)  +  sinicotjS'  .  \r — =\ 

folgt;  und  für  r  hat  man  nach    dem  Vorhergehenden   die    A 
drucke : 

R     cos(J>— 5)  cost  jb  sin{L — cQ  cot/y  ahii 

**  coscD '  cofit  f  8iD(a' — c5)cotj3'  sine  ' 

^    R  «in(X— 5) 

sinoo   cosi  iF  s*ö  («'  — ö)  cotj3'  eini 

Ob  man  (»zwischen  0  und  180^  oder  zwischen  180^  und  3 
zu  nehmen  hat,  entscheidet  sich  leicht  und  durch  die  Rechm 
selbst,  weil  fiir  die  beiden  Werthe,  die  cd  haben  kann,  die  i 
stehenden  Ausdrücke  für  r  offenbar  stets  Werthe  mit  entgeg 
gesetzten  Vorzeichen  liefern,  r  aber  natürlich  seiner  Natur  n 
nur  positiv  sein  kann. 

Berechnet    man    die  beiden  Hülfswinkel  v,  w   mittelst 
Formeln : 

8in(X«— eO     -a, 

tangta = sin  (a' — o)cot/3' ; 

so  ist  nach  dem  Obigen: 

_  cos(i+i;)costi7 


T cosa)=  -  Äcos(i-ü)^^^ ^.j^^j 


cosv' 


costo 


also 


rsin«  =+  Äsin(L-o)  ^^^^.j.^)  ; 


.  tang(i— ei))cosü 

tangö)=:db — ^ /*-r  x > 

^  cos(ii-i?) 


und 


n       r»     — V      cos  (i+r)  cosM? 
r=— Kcos(L— o) ^ — rn — ; > 

^  '  coso)  cos  (l+H?)  COStJ 


—    r>     .     /T       —X  COStr 

r=i- jß  sm  (X— o)-r 


siDG)C0S(t±tl7) 


In  diesen  Formeln  sind  immer  die  oberen  oder  die  untc 
Zeichen  zu  nehmen,  jenachdem  der  Comet  rechtläuflg  oder  ri 
läufig  ist. 
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§•  12. 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  sich  der  Comet  in  einer  Parabel 
bewegt  habe,  und  bezeichnen  den  Winkel ,  welchen  die  von  der 
Soone  nach  seinem  Perihelium  gezogene  gerade  Linie  mit  der 
von  der  Sonne  nach  dem  aufsteigenden  Knoten  des  Cometen  ge- 
zogenen geraden  Linie  einschliesst,  indem  wir  diesen  Winkel 
von  der  in  Rede  stehenden  geraden  Linie  an  im  Sinne  der  Be- 
wegung des  Cometen  Fon  0^  bis  360^  zähltfi,  durch  ß]  so  liefern 
die  den  Zeiten  tf  i^t  fz,  t^  entsprechenden  vier  Beobachtungen 
des  Cometen  nach  der  Lehre  von  der  Parabel"^)  die  vier  folgen- 
den Gleichungen: 


*>    Man  kann  die  nachher  gebrauchte  Gleichung  der  Parabel  auf 
leiehiedeae  Arten,  s«  B.  auf  folgende  Art  beweisen. 

Die  Gleichmig  der  Parabel  in  Besag  auf  das  gewöhnliche  Coordi- 
luUeiitysteni  der  Xlf  ist  bekanntlich 

p^zzzpx.     . 

» 

Nehmen  wir  nun  aber  den  Brennpunkt  als  den  Anfangspunkt  eines  neuen 
dem  Systeme  der  xp  parallelen  Coordinatensystems  der  dr,^i  an,  so  ist 

X=^p+Xiy  v=yi% 

ibo  nach  dem  Obigen: 

Bezeichnen  wir  femer  den  Vector  des  Panktes  '(^i^i)  durch  r,  und  den 
▼OB  demselben  mit  dem  positiven  Theile  der  Aze  der  x^y  d.  h.  mit  dem 
der  beiden  von  dem  Brennpunkte  der  Parabel  ausgehenden  Theile  der 
Axe  derselben,  welcher  nicht  durch  den  Scheitel  der  Parabel  geht,  ein- 
freechlossenen,  auf  gewöhnliche  Weise  von  0^  bis  360®  gezählten  Winkel 
durch  9;  so  ist  allgemein: 

Xi=rcos9,  2^|=rsin9; 
alio  nach  dem  Obigen 


fbiglich 


>     oder 


r*  siny*  =|?^- /?  -|-  r  cosyj. 


r*  siny*— /?r  cos^ = jp^ 

4 


ocosep  p^ 

sin^*        4sin9* 

C/ycosy  N«  _      p^  y^cosy* 

'"    Äsiny«/   "~  4sin9*  "*"   4»iny*  • 


tl.1. 


woraus 


oder 


aUo 
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2  p = ra  U  +  cos(0— c»2)l , 
2P=r3{l+cos(e— ß)|)| 

^=:r4(l  -f  C08(6— (O4)}. 


CpcOStp  N*__       P* 

pcogy_^    y 

^y(t±coay) 


2/?  cos -9« 


1      »«iniy'coa^y  \      ^..„l    , 

O8in-9)3c08-^^  * 

^  2 

folgt.    Weil  nun  aber  r  seiner  Natur  nach  eine  positive  Grösse  ist,  1 
kann  nur 

4sin-9* 


oder,  weil 


.    1   „       1— cosa> 

sin  -flp^  = — - 

vr  2 


ist , 


r= 


2  (1— CO89)) 


gesetzt  werden. 

Wir  wollen  nun  den  Brennpunkt  der  Parabel  dorch  S  bezeichnei 
und  von  demselben  aus  uns  eine  beliebige  gerade  Linie  SG  gezogen  den 
ken.     Der   von  dem   Vector  r  mit   dieser  Linie  eingeschlossene  Winkel 
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Aus  den  drei  ersten  Gleichungen   erhält  man    durch  Elimination 
von  pi 

rj  |l  +cos(0— c()i)}ii=r9{l4-cos(^— oaj)|=r3{l+cos(0-^ß)3), 
also 

r2— ri  =riCos(0— ©i)— r2Cos(d — 094) 


indem  mati  diesen  Winkel  von  der  Linie  SG  an  nach  derselben  Seite  hin, 
nach  welcher  man  sich  bewegen  mnss,  am  Ton^^^m  positiven  Theile  der 
Axe  der  x^  durch  den  rechten  Winkel  (Xi  Pi)  hindurch  zu  dem  positi- 
ven Theiie  der  Axe  der  pi  zu  gelangen,  Ton  0^  bis  360^  zählt,  sei  w, 
nnd  der  in  demselben  Sinne  Ton  der  Linie  3G  an  Ton  0®  bis  360^  gezählte 
Winkel,  welchen  mit  dieser  Linie  der  positive  Theil  der  Axe  der  Xi  ein- 
«chliesst.  Sei  0;  so  erhellet  mittelst  einer  sehr  einfachen  Betrachtung, 
das8  jeder2eit  entweder 


oder 


also  entweder 


oder 


und  daher  stets 


C0S9)  =co8(w— e) 


ist 

Also  ist  nach  dem  Obigen  allgemein 

P 


r=z 


2{i— cos(<w— e)| 
oder 


oder  auch 


2/?=r{l— co8(w-e)), 


2P=r{l— cos(0— w)}. 


Bezeichnet  man  den  in  demselben  Sinne  wie  torher  von  der  Linie 
SG  an  von  0  bis  360®  gezählten  Winkel,  welchen  die  von  dem  Brenn- 
pankte  nach  dem  Scheitel  der  Parabel  gezogene  gerade  Linie  mit  der 
Linie  SG  einschliesst,  durch  0,  so  ist  offenbar 

also 

ThaU  Xm.  14 
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und  hieraus 


folglich  allgemein 


daher  nach  dem  Obigen 


ö-.w  =  0— w  +  1800, 


CO8(0— w)  =  —  coa(9 — w) ; 


^  =  r{l  +  co8(0— w)|. 


Weil 


203 

Weil  nun 

sinÖ*  +  cos©2=:l 
,  so  haben  wir  nach  dem  Vorhergehenden  die  Gleichung 
tr,  (ra— r3)cosa)i  +ra(r8— ri)cosa)a  +  r^Cri— r2)cos»8{' 
+  {»'i(»'2— »'s)  s>nö>i  +  ^2  (r^—n)  sinci>2 + rsCrx— r«)  sinwal* 
=trirasin(a)i— wa)  +ra*'3  sinCwa-Wa)  +  r^Vi p;in(a)3— ©i)i*. 


BF 


— '2rira(ri  ~r8)(ra--rs)eo6  (lOi— ca^) 

— 2rar8(»'2— »"i)  (»'s— »"i)  cos  (ca^— ©s) 
-^  Srari  (rj— ra)  (ri— ra)co8  (»3  -  »i) 

ri^a^  sin(a)i - «a)* + ra^ra^sinCwa— «3)* + rs^ri^sin  («3-  -Oi )« , 
.  +2i'irar3  {    risin  (coi— »2)  8in(G)ä— ©i) 

+  rasin(G)a — W8)sin(cOi— ©a) 
+  rssin  (©3— «1  sin  (ooa— (Os)^ 


er 


,  so  ist  aoch 


l— cös(a— <w)  =  28in  a(ö— Ol)*, 
1  +  cos  (Ö— w) = 2uo«-(ö— w)« 


p=^f.ini(e-w)». 


14* 


.2.(r,«rj2+r,«rs«+)t3«ri*)-2i-|rar3(r,+ra  +  r3) 
— 2ri  ra  (n  -rg)  (ra— rg)  cos(  «i  —  »2) 
—^r^r^  (ri—n)  (fs—^i)  cos  («2— «3) 
—  2r8ri  (rg— r2)(ri-r2)cos(a)3— G)|) 

+  2ri  ra  rs  {    ri  sin(G)| — ©2)  sin(a)3 — Wi )  j 
+  r^sin («4— W3) sin(o)i — co^)}  » 
+r3  sin(o3— ci)i)sin{G3^ — coa)' 

und  folglich : 

0=     ri«ra«{l+cos(öx— ©a)*! 
+  raVsatl  +  cos(coa-co3)*! 

iri  [l  +  sin  (g>i  —  a)a)sin (wä— -Wi)] 
+  ra  [1  +  8in((a^  —  «3)  sin  (©i— ©a)] 
+r3  [1+sin  ((»3—0)1)  sin  (0)2—0)3)] 

—  2ri  ra  (ri  -rs)  (r2—r3)  cos(a)i— 0)2) 

—  2r2r3(r2— ri)(r3— ri)cos  (©2— «3) 

—  2r3  ri  (r3— ra)  (n  — r»)  cos(ö)3— W|). 

Weil  nun  aber 

(r,  -ra)  (ra— rg)  =  rirg— r3  (rj  +r2— rj)  , 

(»-3  -»"2)  in  —rz)  =  rgri  ^ra  (r^  +  n  — ra) 


ist,  SO  ist 


0=     rAa«)!  +  cos(fi)i~©2)^l 

+ra2r32{l  +  cos(o)a-©3)^} 
+r32r,2{l  |-cos(wä— ©i)2j 


^ 
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Vi  [1  +  sin  (coi  ~  «2)  siw  («3— «1)]  1 

""2^iV3^+r2[l  +  sin(a)2— a)3)sin((öi— cöa)]  / 

1 

—  2/-i/'2  l'i^a— ''sC'*!  +  r^tr-rg)!  cos(cöi— (»2) 
—^r^r^  W^rsT-n  (r^+r^—n)]  cos  (wa— W3) 

—  ^rsrilrgri-^raCrs  +  ri  — r^j  cos  (ca,  —  Wi) 

\ 

==     rj  *  r.2^  tl  —  cos(©}x  —  cü^)1* 
+  ra^rj^ll  —  cosfcoa-  fi>3)P 
+r32ri2{l-cos(G)3-ö)i)|2 

ri  [1— cos(ot — CO2)  +  cos(w2— «3)  — cos(a)3 — o)i) 

-|-siD(ci)] — <J0^  SIü(g)^ — ©1) 
1+^2  [t— C0S(CÖ2 — G>3)  +  COS(0%—  (%)  —  COS(fi)i — CO^) 


iTraLi — c:osi^cö2 — tög^-f-cos^oo^—  oni)  —  ccis^^wi — «%/"ll 
~  ^^^^^^^  ]  +  sin Cco2-«3)sin(ö>i— «2)-l(  * 

+  r3[l— C0S(q)3 — C)|)  +  COS(ö^— »2)  — C0S((Ö2 — W3)~l' 

-J-  sin(ci>3 — «1)  siii((a8—  ©3)  J 

Es  ist  aber  überhaupt 
l— eos(a:— y)  +  cos  (,7— »)-t-cos(z— a?)  +sin  {x-^y)sin(z—x) 

=  ]  --  cos  (x — y)  +  cos  (y — ^i) — C08(z — x)  - 

l 
2 


—  .^COS  (3^— 2j  +  -COS  (2ä— ^-2). 


=  1  —  cos  (ar— .7)  — cös(«^-a:)  +-  cos(y— z) 

'+-cos(aar--y— 2) 

1  1  2cos  ^(3^-2)2-1 

=  1  — 2cos~(y— 2)cos^(2a:-y— 2)  + 5 


1 

2cos  ^  i^x—y —2)2—1 

+ ^ ^ 
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1  l  1  1 

=c()s-(^-z)«— 2cos -(^—2)  cos -(2j:— y  — z)  +co8-(2a?— y— t)« 


=4sin-  (;ir-y)«sin.^(2— a:)». 


also 


0=    ri^rg^sin-Ccöi—cöa)* 

+  »-2*  »-3*  sin  2^^^**^^* 
+  r32n*sin -(0)3—0)1)4 


-2rirar3  <+rasiD?(oia-o)3)2siiiJ(o)i— fljj)«^  >     , 


1,       .« .  1 


— m.^a 


+  rg  sin  2  («3— o>i)*s«n  ^(o)a— »3) 


oder 


(sin  ^(02  —  W3))  ^  Isin  ^(^3  —  <»i))  4  Isin  ^ (©i  —  w^) |  4 

^  ^ vV^ — i   +  ( — vi^ — i  +  ( — ^ 

[sin 2-(fi)2  —  0)3) )  2  ^81115(0)3  —  001);  2 
—2 


-4 


s»n  ö (^^3  —  «i)J  ^    i sin  -  (©1  —  o)a) .  '^ 


Vr2         I       (  Vrs 

fsin^(wi  -  «2)^2     rsin -(0)2— 0)3)^2 


Ueberhaupt  ist 
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=  (^  +  3^  +  z)  (^—^—2)  (a:— y +2)  (ar+y— 2) 
,    =-(a?+y+2)(— ar+iy+2)(ar-y+2)(a--(^— 2), 

also  nach  dem  Obigen 

.1*1  1 

|sin-((W2— «3)       sin-(o>3— Ol)      sin -((»1  — ©2) 

v>i  vvi  v»^ 

(sin  -  (002  — ©3)      sin  -((Ö3--  9i)      sin-  («1  —  ox^) 
^  VrT  Vi^  Vts 

^sin  - (©2  —  ©3)      sin -^{^-^^{i     s»» ^ ^^ "^ '*'*^' 

!sin-(©2~o>s)      stn2(ö>3— »1)      sin- (©1  — CO2)/ 

so  dass  folglich  mindestens  eine  der  vier  folgenden  Gleichungen 
erfCIllt  sein  muss: 

1  l  l 

sin-(©2— ©3)     sin-(©3  — ©i)      sin-((»i  — ©a) 

sin-(©2— ©ä)  *    sin-(©s— ©i)       sin-(©i  — ©2) 
— i f f =0 

Vn  Vr2  Vrs 

sin- (©2— ©3)      8in-(©8  — ©1)      sin-(©i  — ©2) 

l  l  l 

sin  -  (©a  —  ©3)      sin  ^  (wj  —  ©1)       sin  -  (©^  -  ©2) 
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Das8  Die  zwei  dieser  GleichoDgen  zugleich  Statt  finden  können, 
wenn  nänalicb,  was  wir  hier  voraussetzen  wollen ,  keiner  der  drei 
Tbeile  auf  den  rechten  Seiten  dieser  Gleichangen  verschwindet, 
erhellet  leicht;  denn  aus  vier  Gteichuogen .  von  der  Form 

P-.Q-_Ä=:0, 

P— e  +  Ä=o, 

P+Q^R=Q 

erhält  man  überhaupt  die  folgenden  Combinationen  zu  zweien 
nebst  den  aus  denselben  durch  Addition  oder  Substr^ctlon  zu 
ziehenden  Folgerungen: 

P-Q-R=0; 

P—Q 

P+Q^R=0. 

P—Q  +  R=0; 

Q=0 

P+Q-i.Rz=Q, 

P+Q-R=0; 
R=0 

P^Q^R  =  0, 

P=0 

Sollten  also  zwei  der  vier  obigen  Gleichungen  zugleich  Statt 
finden  können,  so  würde  immer  eine  der  drei  Grössen  P,  Q,  R 
versehwinden  müssen,  was  gegen  unsere  oben  gemachte  Voraus- 
setzung ist. 


Weil  also  von  den  vier  Gleichungen 


/ 
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— f +  — t .  — 1 ^^^ 

vir  vi^     ;         ^-^^r      =0> 

sin  -  (üw  — 103)     sin  -  («a-^  »i)      »'"  2  ^^  ""  '"^^ 

sin -(«2 —  «»5)      sin  -  (0)3  ^«^)      sin-(a)i  — cü^      ^ 

— 1^, L . f -^. 

Vri  ^  Vr«  ,  Vi^     ^^' 

e  wir  im  Folgenden  der  Kurze  vi*egen  in  obiger  Reihenfolge 
ireh 

0),  (II).  (IH).  IV) 

^zeichnen . wollen ,  inioier  nur  eine  Siatt  finden  kann^  so  kommt 
3  jetzt  darauf  an ,  sicber  entscheiden  zu  können ,  welche  dieser 
ier  Gleichungen  in  jedem  einzelnen  Falle  wirkliclt  Statt  findet. 

Wir  wollen  bei  der  folgenden  Untersuchung  hierüber  die 
lonne  durch  <S,  den  aufsteigenden  Knoten  des  Cometen  durch 
i,  und 'die  den  Zeiten  ti,  tn,  t^  entsprechenden  Oerter  desselben 
I  seiner  Bahn  durch  f^,  f^,  C^  bezeichnen;  auch  wollen  wir 
er  Kürze  wegen  nur  den  für  die  Forliegende  Anwendung  allein 
Bedeutung  habenden  Fall  betrachten,  wenn  der  von  der  Sonne 
OS  nach  der  Seite  der  Parabel  hin  liegende  Winkel  CiSC^  nicht 
russer  als  180^  ist,  also  natürlich  auch  die  beiden  von  der  Sonne 
08  nach  der  Seite  der  Parabel  bin  liegenden  Winkel  CiSC^, 
\SQ,  deren  Summe  dem  Wiilkel  CiSCs  gleich  ist,  ISO»  nicht 
oersteigen. 

Es  sind  jetzt  zuvorderst  die-vier  in  Taf.lFig.L,  Fig.  iL,  Fig.  III., 
ig.  IV.  dargestellten  Fälle,  welche  rücksicbtlich  der  Lage  der 
inie  SK  gegen  die  drei  Vectoren  SCi,  SC^  SC^  offenbar  nur 
lein  eintreten  können,  zu  betrachten. 

In  dem  in  Taf.  I.  Fig.  I.  dargestellten  Falle  ist: 

©3— w,  =  A'SC;— ÄÄCi 
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also  entsprechen  den  vier  Gleichungen 

(I),  ßl),  (III).  (IV) 
die  vier  folgenden  Gleichungen:. 

awlCtSQ     BlalCiSCt      sivlciSCt 
— + — ^ =0 

sin^Ca'SCs      sin^CiSC^       sifiäCiSC^ 

sinäC^SC^     shiäCiSC^     s'm^CiSC^ 

1  1  1       ^ 

sin  sC^SC^     sin  qCi  SC^      sin  5C1 ÄC^ 


Vi  Va  Vs 

In  dem  in  Taf.  I.  Fig.  IL  dargestellten  Falle  ist: 

üi^-cüä  z=KSC2'-'KSCz 

0)3-0)1  =Ä:iS(^-(360O-ifSCi) 
=  CiSC^-360o, 

0)1—0)2=  (3600— Ä:sQ)-i:i  SC2 

=:360'*-CiSC2; 
also  entsprechen  den  vier  Gleichungen 

(I),  (II),  (III),  (IV) 
die  vier  folgenden  Gleichungen: 

sin  öf^ÄCs       sin  zCiSC^      sin^Ci  SC2 

_j zL n 

V/'i  Vr2  V^s       ~" 

.    1  '  1  l 

81  n  ^ C2 «S^ C3      s» n  ^ Q  '^ ^3      si n^  Ci  SC2 


sin  rtCljiSCi      sin  zjCiSC^     sin  öCiÄC^ 
VFi  Vr^  Vrl      ~   ' 

sin  nC^SC^      sin  ^Ci S(\      sin  aC^ SCg. 
In  dem  in  Taf.  1.  Fig.  UL  dargestellten  Falle  ist: 

0)3— (öi  =  ifSCi— (360«-ÄS6;) 
=:CiSCi— 360% 

w,— (ai,=(360''-lfSC,)  —  (360"— ÄSCi) 
also  entsprechen  den  vier  Gleichungen: 

(I),  (II),  aii).  (IV) 

lie    folgenden  Gleichungen: 

%m^C^SC^       sin^QiSQ       ^m^^Si^ 
'     Wi  Vr2  VJ^      "^^ 

smsCiSCt     sin^CiSC,      sÜciÄCi 
— _ 1 i 0 

sinöQB'SQ      sin^CiiSt^      sin^QÄQ 

sinaC^iSCs      sin  5^*8^      sin^CiSCft 
Vn  Vi^  Vr^ 

In  dem  in  Taf.' I.  Fig.  IV.  dargestellten  Falle  ist: 
©^-wä  =  (360«  -ÄSCa)— (360"  -KSCz)' 

coj  —  ©1  =  (360°  -  ÄSC;^)  -  (360"  -  KSd) 
^zCiSC^, 


212 

0),— (a3=(3ö0«  — ifSCi)- (360"— ÄSC'a) 
also  entsprechen  den  vier  Gleicbungen 

(I),  (iD.-aii),  av) 

die  folgenden  Glefchungen: 

11  1 

sin-,CaÄCi       sioöCÄCi        sin^CiSCg 

^  _        ^ I-— — =ft 

V^i  V^a  Vra 

sin  ^CiSCj       sinsCiSCi       sin^QSCa 

üi I Z ft 

Vri        ^        Va  Vr,      """' 

slnlc^SC^       BinlCiSC,      sinJ^SCa 

singQÄCi     sin|ciSti     «D^CiSqi 

V»^  V^^  V^^      "^ 

Man  sieht  hieraus^  dass   es  jetzt  nur  darauf  ankommt, 
entscheiden^  welche  von  den  vier  Gleichungen: 

sin^^CaÄCa      sin^CiSd      sin^CiS^C^ 
— :^ + — = + — i =0 

sm^CnSC^        sin^CiSC^      sin^  CjÄCa 

i +  — _ — ^ =0 

vn  ^H  v^s 

sin  \c^SC^       sin  \(\SC^       ^m\c^SC^ 

—^ ^ f =0, 

V'\  V^2  Vr^ 

sin  öC^ÄQ        sin  5Q  SC^       sin  «Ci  äQj 

~  V>i  V>2  Vr'^ 

die  richtige  ist. 

Weil  keiner  der  Winkel 


2U 

^     grosier  als  ISO^,  also  keioer  Winkel 


f 


grosser  als  90^  ist,  so  sind 

Bia^CtSC,.   sin^CiSC»,  sin ^C,ÄCi 
lauter  posiäve  Grössen^  und  die  Gleichung 

sinoC2'^^       sin^CiiSCs      sin^CiSCi 

ist  also  ofienbar  unstatthaft.     Daher  ist   bloss  noch  nothig,   zu 
entscheiden,  welche  von  den  drei  Gleichungen 

sin|ciSQ         sin^  CiSC^       sio^CiÄCi 

= L z --0 

sii^C^SQ       sin  ICiSQ       sin^Ci  SC2 

sin  ^C^SQ      sin^CiSCz      sin^CiiSCi 

die   richtige  ist. 

Nun  ist  aber  Tiekanntlich : 

cos  QSC,  =  ^^^^'i~^*^*  ' 
cos  Ci  Ati  = Ö-— **-  , 

*      *  2r,ra 

also 

Vri        "~  2Vrirar8 
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sin  g  t\  5C,  ^  y g^  ^a_  ^y^^^-^ä 

und  den  drei   obigen  Gleichungen  entsprechen  also  die   drei 
genden  Gleichungen: 


V"CiCi«-(ra-rs)»-  V  QCI,*-(ri-r8)«+^CiCi«-(»-i^^*= 

Bezeichneo  wir  jetzt  die  Coordinaten  der  Puokte 

Ci,  Ca,  C3 
in  dem  gewöhnlichen  Coordinateusysteme  der  Parabel  durch 

h>  Vi'9  k*  %;  &'  i?3;     . 


so  ist 


1 
1 


also 


'*l~~''3  =li — S3» 


(erner  ist: 
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t 

so  nach  dem  Vorbeigehenden 

C,q,«-(ri-r3)«  =  (,?,-%)« 

Ciq.«-(r,-rjO«=(%-%)a; 

od  weil  nun   der  Punkt   C^  in  der  Parabel  zwischen  Ci  und  C3 
egt,  so  ist  offenbar  .immer 

>       > 

Jso  offenbar  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf 
ilnander : 


VCiC^«-(ra-';g5-=  j.  (%-%) , 

VCi  Q«--öv-'^»=  ±  (%-%) , 

»der 

v^;ö^=(Jw7)>= ±  %  T  % , 

biglich,  wenn  man  diese  drei  Gleichungen  zu  einander  addirt: 

welches  also  die  allein  richtige  von  den  drei  obigen  Gleichun- 
;en  ist.    Daher  ist  nach  dem  Obigen  auch  bloss  die  Gleichung 

sin^CiSCi      siulCiSC^        sin^CiÄCi 
— = +         =0 


ider 


sinjQÄCi       sinJciSCi      sin  Jc^SQ 


Vi  Vs  Vr 


a 


ichtig. 

Vergleicht  man  nun  dies  mit  dem  Obigen «  so  ergiebt  sich 
olgendes : 
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In  den  beiden  in  Taf.I.  Fig.  I.  und  Taf.  I.  Fig.  IV.  dargestelltem 
Fällen  ist: 

sin-((Oa-c%)     sin2(w3— o>i)      sin-((öi— »«) 

In  dem  in  Taf.  I.  Flg.  II.  dargestellten  Falle  ist: 
sin-(a)2  — W3)      sin-(w3  — üöi)      sin- ((»i  —  (»,) 

In  dem  in  Taf.  I.  Fig.  III.  dargestellten  Falle  ist! 

sin  ö  («2  -  W3)      sin  «  («3  —  »1)     sin  -  (»j  --  oo^) 
f : —   4  f — ^ =0. 

V^i  Vra  Vfa 

V 

Wir  wollen  nun  die  Zeichen-Combinationen  betrachten,  weiche 
rueksiehtlich  der  Vorzeichen  der  den  Zeiten 

entsprechenden  geocentrischen  Breiten  des  Coroeten  eintreten 
können,  wobei  wir  immer  die  Voraussetzung  festhalten,  dass  kd* 
ner  der  Winkel 

CiCCgj  t/a'^v^j  v^iÄCj 

grosser  als  180^  ist. 

In  dem  in  Taf.  I.  Fi^.  I.  dargestellten  Falle  können  ofienbarnor 
die  folgenden  Zeichen-Combinationen  eintreten: 

+  +  + 
+  +  - 
+ 


In  dem  in  Taf.  1.  Fig.  IV.  dargestellten  Falle  können  offenbarntf 
die  folgenden  Zeichen  -  Conibinationen  eintreten : 


+     +    - 

+     +    + 

In  dem  in  Taf.  I.  Fig.  II.  dargestellten  Falle  kann  offenbar  nur  die 
folgende  Zeichen  -  Corobination  eintreten : 

-     +     + 

In  dem  in  Taf.I.Figlll.  dargestellten  Falle  kann  offenbar  nur  die 
folgende  Zeichen  -  Combination  eintreten : 
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Dies,  mit  dem  ObigeD  vergnchen»  fährt  utunittelbar  zu  den 
folgenden  einfachen  Regeln: 

I.  Wenn  die  der  Zeit  ti  entsprechende  geocentri- 
scbe  Breite  des  Cometen  negativ  ist,  nnd  die  den  Zei" 
ten  <£,  ^  entsprechenden  geocentr  ischen  Breiten  des- 
selben beide  positiv  sind,  so  ist 


sin  5  (<»2~  «>*)       sln^(a)i  —  »i)      sin^C«»!  —  Wa) 


V^i 


Vr^ 


%/ri 


=0. 


IL  Wenn  die  den  Zeiten  f|,  t^  entsprechenden  geo- 
centrischen  Breiten  des  Cometen  beide  negativ  sind, 
nnd  die  der  Zeit  t^  entsprechende  geocentrische 
Breite  desselben  positiv  ist,  so  ist 


.    1 


.  1 


.  1 


sin-((Da— «  )       sin^(a)j  — a>i)       sinr- (wi  —  ©a) 


2 


lli.    In  allen  übrigen  Fällen  ist 
sin  — (ooa  — »3)      sin-  (»3  — »1)       sin-  (wi-rflOa) 


:0. 


\r^ 


Vr^ 


Vr, 


=0. 


So  wie  ^e  erste,  zweite,  dritte  Beobachtung  die  vorhergehende 
fflrichang,  öder  vielmehr  eine  der  drei  vornergehenden  Glei- 
ditiDgen  gaben,  so  geben  die  zweite,  dritte,  vierte  Beobachtung 
eme  ganz  ähnliche  Gleichung,  und  da  diese  beiden  Gleichungen 
nach  dem  Obigen  offenbar  bloss  die  beiden  unbekannten  Grossen 
6,  t  enthalten,  so  kann  man  mittelst  derselben  diese  beiden  Grus- 
WBL  finden,  was  freilich  direct  nicht,  aber,  weil  man  nach  dem 
Obigen  Nähemngswerthe  dieser  Grossen  schon  kennt,  durch  suc- 
cessive  Annäherung  leicht  möglich  ist. 

Hat  man  p  und  i  auf  diese  Weise  gefunden ,  so  erhält  man 
%  mittelst  der  oben  ffir  sin  9,  cos6,  tangO  entwickelten  Formeln, 
was  einer  «weiteren  Erläuterung  nicht  bedürfen  wird,  und  hierauf 
;}» mittelst  einer  der  folgenden  Formeln: 

p  =  2ra  tl  +  cos  (ö— »a))^ 

J»  =  2f3tl+COS(0— »3)), 

/i=2r4U  +  cos(ö— W4)| 


oier 


\5> 
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j[>=4r4  cosg  (ö— ß>i)*. 


1 


;>  =:4r2  cos  s"  C®""'*'*)* 


1 


p±2ir^eos^(0—io^y^ 


1 
p = 4r4Cos  2"  (ö— «4)* 

Wie  liian  die  übrigen  zur  vollständigen  Bestinifliunfi^  der  Co- 
metenbahn  noch  erforderlichen  Elemente  findet  ^  will  ich  hier  nicU 
weiter  erlSutem,  weil  ich  dabei  nur  wiederholen  möMte,  was  man 
in  jedem  vollständigen  wissenschaftlichen  Hand-  oder  Lehrlrack 
der  Astronomie  findet. 


§.  13. 

Um  das  Vorhergehende  djurch  ein  Beispiel  zu  erläatem, 
wähle  [ich  absichtlich  dasselbe  Beispiel,  dessen  sich  01b«rs  ni 
der  in  der  Einleitung  angeführten  »Schrift  zur  Erl^iuteriuig  seiner 
Methode  bedient  hat.  Dieses  Beispiel  betrifft,  den  Coiiieten  von 
1769,  Nr.  80.  des  bekannten  Cometenverzeichnisses  von  Olbers. 
Da  aber  meine  Methode  vier  Beobachtungen  zum  Grunde  legt,  8<|j| 
fuge  ich  den  drei  von  Olbers  aus  Pingr^'s  Coraetogra- 
pbie  entlehnten  Beobachtungen  noch  eine  vierte  Beobachtung 
hinzu,  die  ich  aus  Lambert 's  Beiträgen  zum  Gebrauche 
der  Mathematik.  Tbl.  III.  Berlin.  1772.  S.  270.  entlehne, 
und  die  nach  Lambert  von  Messier  herrührt. 

Nach  diesen  Beobachtungen  habe  ich  nun  in  meinen  Zeicheu: 


4  -— 


1769-  Sept.    4.  14«.  O«.  0* 

8.  14.  0.  0 

12.  14.      0.  0 

15.  16.  41.  40 


«1  = 
«,'  = 

«3'  = 


80«.  56'.  11" 
lOl.     0.  54. 
124.     19.  22 
140.     39.  21 


/Ji'  =  — 17«.  5r.  39" 
|Sa'  =  — 22.      5.     2 


IIP 

/?,'=!— 28».  •43'.  56" 
A'=»— :a2.     43.  44 

1-1  =  1620.  42'.    5" 
*a=166.    35.  31 
La  =170.   29.  3ß 
Z-4=ir3.    31..  14 

logß,  =  0,003132 
logR^=0.00m6 
iogß3=s0.002184 
log/24 =0,001777 

Li-L^  =  -30.  53'.  26' 
Li—L3=~-7.    47.    15 
,Z*t-Ls=— 3.    53.   49 
ia— I'4=— 6.    55.   43 
X»-i'4=— 3.      1.    54 

«a'— of3'=-23o  18'. '28 
V-«^'=+43.  23.  11 
«1'— «fe'  =  — 2P.    4.   43 

oi'-V^— 16».  19'.  Ö9'V 
<— a/=  +  39.    38.    27 
«a'-V-— 23.     18.  28 

«1'— Zia^— 850.  39"  2(y' 
<— Z*=-65.  34.  37 
<— Zr3=-^69.  28.  26 
of3'-I^  =  -42.  16.  9 
«3'-is=-46.  9.  68 
«4'— ü'8=-:28.  49.    69 

logsln  (Iri-Xa)=8,83i55S2» 
»egsin(Z.i-Z,)^  9,1319372» 
logsin(i:^— £3)=  8,8322667n 


/ 


« 
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logsin(I^-I(4) =8,7233561» 

logsiD(«a'  — «sO = 9,5973333n 
logsin(«8' -  «1 0 =Ö»83ß90» 
Iog8iii(«i'— <^') = 9,ß3868ß3fi 

log8iD(a3 '  -  a^') = 9,4490409w 
logsin«  -«aO  ^=9,8048022 
logsin«— «sO  =9,5973333ii 

log8in(«j  '-L4) =9,9987503« 
'  logsio(aa'-La)=9,9592882n 
logsinCoa'  -  L3) = 9,9715136« 
logsiaCog'  ^I^) = 9,8277661« 
Ingsid(a3'-I^)  =9,858]465« 
Yogainia^'-^L^)  =9,6967708« 

• 

logtangj?i'=:9,5081746„ 
log  tang/3a'  =  9,6082375« 
log  taiig/33 ' = 9,6430917« 
log  lang /?4'  =9,6221 120» 

• 

log  cos/3'i  =  9,9785477 
log  cos/Sa' =  9,9669084 
log  cos/?3' =  9,9616291 
logcosi?4'  =  9,9648926. 


Dies  sind  die  sämmtlichen  Logarithmen,  welche  wir  im  F 
genden  bei  der  Berechnung  von  «1,  «2»  «39  «4  nach  den  Form 
in  §.  8.  brauchen. 

logtangl?^' = 9,6082375» 
log  sin(a4'— L3) =9,6967708« 

0,3050083-1  num=+0,20liS4] 


log  tangj94'=9,6221 120» 

logff  in(aa^-^1.3) = 9,9715136, 

0,5936256- 1  num  =  +  0,392307 

iV=— 0,190466*) 

logiV=0,2798175-l„ 

log8iD(I>|  ^L^) = 8,8315552n 
Iogl=0,lJ13727-2 


log  taogjSla'  =:  9,6082375« 

log  sin  (a\  —Xa) =9,9987503» 

0,6069878—1  nuin  =  + 0,404565 

log  tangft' = 9,5081746« 

log'sin(gj^^— X^ = 9,9592882n 

0,4674628—1  aüm=4- 0,293402 

3r=+0,111163 

,  logiV=0,0459602~l 

log8iD(Xi  •~X3)=9,1319372» 

logl*=0,1778974— 2„ 

log  tang/Ja' = 9,6430917» 

log  sinK '— Zä)  =  9,9987503» 

0,6418420-1  num  =  + 0,438371 

log  tang/?! '= 9,5081 746n 

log  sin  («a'  -■£^)= 9,8277661» 

0,3359407-1  num=  +0,216741 

iV=+ 0,221630 

logW =0,3456285—1 

log  sin  (X4-r-ia)  =  8,7233561 

logII=Ö;Ö689846— 2 

Jogtangft,'=  9,6430917» 

logsin«— JLg) = 9,6967708» 

0,3398625-1  nuni= +0,218707 


^  JV'  Ut  hier  und  im  Folgendeii   die    Summe    der  beiden  darüber 
Iicpf4eq  Zahlen.    Hier  steht  die  eine  der  beiden  Zahlen  aaf  der  vor- 
"      Seite. 
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logtang/lt' «90^321 120«  „ 

»og  sin  («n'-Lg);:ss9jmi4ß5n 

0^4802585—1  iium=  +  0.3Cai7S 

N=  -  0,083466 

logiV=:0.9215200-2B 
logsin  (X4— Xa)  =9,0814645 

IogII*=0,002984S-^ 


•'■  J-. 


logtaiigi33'=9,643(m7„ 

log  sin  (a^'-L^  =  ft9592882n 

0,(1023799-1  iiumc=  + 0,400295 

log  tangjSa' = 9,6082375» 
log  sin  («sWl^ =9,8277661» 

0,4360039^-1  nuin:=:  H^  0,272900 

iV=  + 0,127395 

logiV=0,1051523-l 

log  sin  (L^—L^) = 8.8315552» 

logm=:0,9367075-3„ 


Iogtangft';=9,64309l7» 

log  sin  (c^'-Ls) =9,9715136» 

0,6146053- J  num=:+ 0,411723 

log  tangßa'= 9,6082375« 

log  sin  («3— J^3)  ==  9,8581465» 

0,4663840^1  num=  + 0,292674 

iV=  +  0,ll9049 

logiVzr:  0,0757258— 1 
log  smm^L^)  =  8,7233561» 

log  111*  =  0,7990819^3» 

log  tangÄ'= 9,5081746» 
log  sin  («a'— «aO  =  9,5973333n 

0,1055079—  1  num  =  +  0, 127499 

log  tang^2'  =  9,6082375« 

log  sin  («s'— «i')  =  9,8369029 

■Ü4451404-1»  num  =  -0,278702 


22S 

log  tangÄ'= 9,6430917, 

logsin  («1— «^0=9.5356853, 

0,1787770—1  nuni  =  +0450930 

IV  ==—0,000273 

loglV=:0.436t626-4„ 


log  tang/3a'=r  9,6082375 
logsin(«3'— a«')  =  9,4490469, 


n 

'n 


0,0572844-1  nuni  =  +  0,114099 

logtaDg|3,'=9,6430917„ 

logsin  «—«^0 = 9,8048022 

0,4478939-1,  num=:— 0,280475 

logtang|Si'=^9,6221I20b 
log  sin  («a'— 1^0  =  9,5973333, 

0.2194453-1  num=  + 0,165747 

IV*  =  —10,000629 

log  IV* =0,7986506-4, 


Es  ist  also  jetzt: 

loglI=0,0689846-2 
logl*=0,1778ff74— 2, 

log" =0,8910872-1,     "=-0,77818(1 

logIl''=0,0029645-2.  - 
log!  =0,1118727—2 

log  p=0,89161 18—1,      j^  =  -  0,779133 

logIV=0,4361626--4« 
logI*5p0,17789t4-2. 

log  ^=0,2582652— 2    p=-|- 0,018125 


logIV*=0,7986606-4, 
log  I  =0,1113727-2 

log^  =0.6872779-^^2,  '-y^^— 0,048672 


22A 

u 


P 


=  -  0,778189 


II* 

?|-  =  - 0,779133 

p  -  y = + 0,000944    log  =  0,9749720-4 


p  =  +0,018125 

IV* 

=—0,048672 


IV       IV* 

jr- 4" =+0,066797    log=Ö,8247570-2 


0,9749720—4 

0,8247870—2 
ÖJ5Ö2150-2 


log  1*= 0,1778974—2» 
logll=0.068t<846— 2 

logU=0,1089128„    ^*  =  - 1,285026 


logI= 0,1113727— 2 
logir=0,0029845-2„ 

logjpr=0,0083882„   jpr=- 1,283477 


logIV=0,4361626-4„ 
log  II =00689846-2 

log  jp=0,3671780l-2„^=  -0,023290 


loglV*= 0,7986506—4« 

log  II*  =0,0029845-2n 

IV*  IV* 

l«S  -fpr  =0,795666I-2p,5r=  +0,062469 
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^=-1,286026 
Yy,=- 1,283477 


}^-jp=— 0,001549    lbg=:  0,1900514— 3„ 

I 

,?J= -0,023290 

IV* 

^»  =  +  0,002469 

jf-|^*= -0,085759  log=0,9332797-2„ 

I 

0.1900514-%, 

0,9332792—2. 
^  0,2567722-2 

logß,=0,0026650  logsinCXa- 1.4)=8,7233561„ 

0,1502150-2  log  cos/?»'  =9,9669064 

0,1528800—2  0,6902645— %. 

0,1528800-2 

0,6902645—2. 
logus =0,4626155— In  «,^—0,290145 

logJ^^  0,0021810  Iogsia(l/i— i:^)=8,8315552. 

0,2567722—2  '  log  cosfe' =9,9616291 

0,2589562—2  0,7931843-2» 

0.2589562—2 
0,7931843— 2„ 


logti,  =0,4657719-1»  J«,= -0,292262 

.1  - 

logJ24=0,0017770  iogJZ,=0,()026650 

log  sin  (Iv-L^ = 9,0614645.    log  ainiLg-Li)  =^6,8322667. 

Iogco8/}s'=9,9669084  log  bosjJ«' =9,9648926 

login* =0,7990819— 3,  logn*=O,0029645-2. 

I<^{ie,=0,4626155-I.  0,8028088-4 
0,3118473-4. 
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0,3118473-74. 

0,8028088-^4 
logi£4=0,509038&-.u 


i«4=— 0,322878 


Idg  A,  =  0,0031320  log  A3 : 

logsin(I.i— La)  =  9,1319372»    logsinCX^— L3) 


log  co«ft'= 9,9616^291 

loglll=0,9367075-3i, 

logtis  =0,4657719^U 
0,4991777-4« 

0,4991777--4, 

0,9908958-4 
logui  =0,5082819-1„ 


logcosj3|': 
log  1*^ 


0,0021840 

:8,a3*22667; 
9,9785477 
:0,1778974— 2„ 
0,9908958—4 


Ml  ^—0,322316 


logßi  =0,0031320 
logtta=0,4626I55-l, 
log  sinlri^  9,4731706 
logsrnji,^  =  9,57514601, 


0,5140640—2 

nam=  -f  0,032664 

.  loglZa =0,0026650 

log«i=0,5082819-1„ 
log  sinXa =9,3652720 
log8iDA'=9,4867223n 
0,3629412    2 

nara=-f  0,023064 

log«,  =0,5082819-1» 

logMa=0  4626155— In 

Iogsinai'=  9,9945433 

logcos/Ji'=9,9785477 

log  s»n/Ji'==  9,5751460, 

0,5191344-2» 

num= -0,033047 

lOgtli! 

logMj: 
log  sin  «2': 
logcosf^a': 
logsinft': 


:0,5082819-l„ 

0,4626155— 1„ 

:  9,9919245 

:9,9669084 

9,4867223k 
0,4164526—% 


num=— 0,026089 
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-I- 0,093061 

^ftoaaoi? 

—0,023447 

+0,026089 
e=  +  0,002Q43 
löge  =0,4219328-3 

=0,0031320       ^'     ' 
=:0,4626155-1. 
=9,9798978» 
log  sm/92'=:9,S7o  1460« 


logß, 

logMj 

log  cosl/i 


0,0207913—1, 

• 
«          1* 

nuins— 0,104904 

logA. =0,0026650 

log«!  =0,5082819— 1„ 

* 

log  cos  Xg = 9,9879982» 

;                  •        •    ■ 

log  8iD/}i'= 9,4867223. 

1 

0,9856674-2« 

,                                                                                                                                1                • 

iiumÄ--0X)96754 

logi«! -0,508-2819-1» 

logM^sr  0,4626155-1»       - 

.  ■     • 

logcosa,'=9,1973657     . 

1     >    •    - ,   1 

logco8/Ji'=9.9785477 

1 

• 

log8in/3s'=9,575I46ai 

• 

• 

0,7219568-3» 

iiwii=:^0,005Sr72 

log«,  =:0,508-2819— 1, 

logua=0,4626155— 1, 

logcosa^'=9,2811834» 

- 

lögcos/J2'= 9,9669084 

log8in/}i'=9,4867223. 

0,7057115—3 


nuni=:-f  0,005078 


+  0,104904 

-0,0967S4 
+  0,008150 
+0,005272 
+0,013422  " 


iftrttttmitg  *.  folgmie  SHle.) 


/'A 


29»' 


-|-0,OOB078 
(£='4^018900 

logC=?   0,9671717 


-2 


logiZ,  =  0,0031320 
log^= 0,0026650 
logsin  (■L,—i:^)= 8,8315652, 

logi^=  0,0031320   ' 
logttc =0,4626155— !• 
logsin  (oi'-Li)  =9,9446626« 
Iogco8/?a'=9,9669084 


num=:— 0,068763 


<-ii=— 610.  41'.  11" 


03773186-1 

num=  + 0,238407 

log  12,  =0,0026650 

logtfi  =0,5062819—1. 

log8iD(ai'-i;s)=9,9987503. 

logcosft'  =9,9785477 

0,4882449-1 

numsr-f  0,307783 

logui=0,5082819-.l. 

log«,— 0,4626155— 1„ 

logsin  (a, '— 0=9.5356853, 

log  cos/S,' -9,9785477 

log  cos/?»' =9.9669084 

0,4520388— 2„ 

nuni=— 0,028316 

+  0.068763 

+0,238407 

+  0,307170 

—0,307783 

—0,000613 

+  0,028316 

U=  +0,0'-{7703 

logU-    0,4425268-2 

log  e- 0,4219328— 3 

logC- 0,267 1717 -2 

log  tangü  =  9,154761 1„ 

M-17P.  52'.  21" 

^9 

log  fiino  =94503768 

loga=:0,442526fr^l 
9,6929036-2 

logg =0,421 9328-3 
logcoti=10,I709708  i=^24o.  O'.  9'' 

J.  14. 

Wir  wollen  nan  aach  die  in  §.  9.  entwickelten  Formeln  auf 
den  vorhergehenden  Fall  anwenden.  Wir  brauchen  bei  der  Rech- 
nung die  folgenden  Grossen: 

T|  ^=4,00000 

r«,3  =  4,00000 

r3,4  =  3,11227 

logTi,2=0,6020fl00 
log  t«,s  ==0,6020600 
log  «3,4 =0,4930773 

log  Ai  =0,0031320 
log /^a  =0,0026650 
log  Jß3=:  0,0021840 
log  A4 =0,0017770 


logs 
logs 
logs 
logs 


oft'=9,4867223« 
nÄi'=  9,5751460« 
n/Jj' =9,6047208« 
n/34'=9;5870047« 


log  co8ft'= 9,9785477 
log  cos/3^'±=  9,9669084 
logcos/33'=9,96]6291 
logeosi34'=9,9648926 

log  sin  («i'-ii) = 9,9954987« 
log  sin(ai'-i4) =9,9987503« 
log  sin  («1 '— ia) = 9,9999868« 
log  siö  «—Li)  ^  9,9446626« 
logsin  («a'— I«a)  =9,9592882« 
logsio  («a'— L3)  =9,9715136« 
logsin(a^— X«)  =9,9794328« 
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logsin  (a8'—L|)= 9,7929908» 
iogsin(«s'— I*)=9,8277«6K 
log  sin  (oti'-Lji) = 9,8581465„ 
logsin  (Ob'— 1.4) = 9,8790785^ 


»  I  ■ 


logsin  (a^^-L^ = 9,0408477» 
log  sin  «-iä) = 9,6967708n 
bg  sin  (a4'-Ir4)  =s  fi.7345257„ 


logsiftCiSfi'-^O^ 

:0,S356863„ 

logsin  (a'a— «80  = 

=9,5973333„ 

log  sin  («3'— «10  = 

=9,8369029 

logsin  (tf3'-0= 

=9,4490469, 

logsin  (of^'—ttaO^ 

=9,8048022 

logsin.(Zri-^Xi^  = 

=8,8315562. 

l0gsin(Z»ä-Ir5)2: 

!:8,8322667. 

log  sin  (I/3  —L^)  t 

=8,7233561. 

Mittelst  dieser  Data  «rgiebt  sich  nach  den  in  §.  9.  entwickel 

ten  Formeln: 

* 

6   =—0,000149 

logd    =0,1731863-4. 

&'  =-0,000402 

log«'  =0,6042261-4, 

K  =-0,115465 

logÄ   =0,0624504-1. 

Ä'  =—0,104703 

logÄ'  =0,0199591—1, 

Ä  =—0,076014 

1 

logR    =0,8808936-2, 

Ä' =-0.108732 

logK'  =0,036;J574-1„ 

Kl  =—0,101496 

logBi  =0,0064489-1, 

Kl' 0,092134 

logai'= 0,9644199— 2. 

K,  --0,066574 

1 

logä,  =0,8233047-2, 

»i'  =  — 0,095544  : 

logÄ,'=0,9802034-2„ 

SL  =  +  0,194299 

UgJt  =0.2884706—1 

Ä  =  +  0,163607 

logi,  =0,2138018-1 

ü  =  +  0,000220 

log  Sl  -0,3424227—4 

^=  +  0,000491 

log^  -0,6910815-4 

Pi- -0,000060 

log  Pi  =  0,7779071— 6, 

/'a  =— 0,000155 

log  «j- 0,1912308—4, 

Ps-+ 0,000046 

.  log />3- 0,6599086— 5 

^4= +0,000151 

log  P«= 0,1793721 -4 

m 


<?,  =+0,867844 
Qa=  + 0,502872 
Q,  =  +0,787348 . 
04= +  0,720579 

Äi  =  +  0,777196 
Äj=  +  0,509189 
^=+0,777196 
«4  ^  +  0,654428 


logQ,  =0,9384417—1 
log  492=0,7014674-1 
log  Q,  =0,8961667— 1 
log  Q4=:  0,8576816-1 


+  T^P» 


iogS,: 

logS, 
logS«: 

log  r, 

log  Ta 

•og^s 
log  T^. 

0,000448 

0,001203 
0,001651 


:0,890S306-1 
:0,7068791-1 
=0,8905306-1 
:0,8I58619— 1 

■ 

=0,9444827— 4„ 

:0,1841588-3„ 
=0,9444827-4« 
:0.2931415-3„ 


:  +  0,395739 
: -0,395935 

>-0,00Ü000 
--Pg  7^=1-0,000000 
S^S^^Q^Q,  +  nP.-P^T, =—0,000196 


P^Sy 

Q2P. 

P^S,  fQaP,=:--0,OeOÖ98 


—0,000121 
:  +0,000023 


Daher  ist  die  Gleichung,   aus  welcher  tui  hestimmt  werden 
muss,  die  folgende: 


oder 


—0,001651.tisu»-0«000196.t^ +0,000098= 0, 


1651.Ma«»  +  196.<ia~98=0, 


oder 


196  98  _^ 


aUoy  wenn  ivir 


196      .      OB' 

T  ■  l         ■  '  '    •■ 

•     '  .  .    ■        -     •     .  a 

I 

Alis  dieser  OrfcMng  ergieU  «ich: 


« . 


"I-OtV'+S- 


VfeM  wir  aber  ans  der  im  yorlierBehendeii  Paragfapheo  erlang 
ersten  Nälieraiig  sehoii  wjasen,  dass  n,  ii^[atfT  ist,  so  nlisi 
wir,  da  . . 


=-i.(.-V^ 


offeobar  pi^dtiv  ist,  im  TorB^geiideB  Falle 

setseo.    Setst  man 

2v'6 


«Mg  9=     „ 


SO  wird 


1 
2 


«cos  -g  g>* 


cos^ 

*  I 

Bettelst  dieser  Formeln  habe  Ich  gefunden : 

log  u,  =0,4915291-1. 
«.=—0^10119, 

Hieraas  ergiebt  sich  ferner: 

log.Q,«, =0,4299708-1,         Qi»,  =: -0,269139 

Pi  ^—0.000060 
Pi  +  <?,u,  =:— 0,äS9195 

log.  7,u,  =0,4300118-4  r,a,  =  f  0,000273 

5i  1=40,777190 
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+0,034912  ,„„  ""        *"  ''»Sarithroen  «inj. 

+  0,024777  °«  =  0,S429776-_2 

-0,037945  ,  *^<^'3940433-2 

-0,029935  ,  ^=^-«791501 -.2, 

'''ff=0,47(i4ö8a_n 

+  0,034912  ' 

-r:ft024777 

+^oiöi^ 

^1:^7945    - 

-0,02^jg- 
_J:ao2995e 

'"^«-0,33i427a^3 

"e' Grösse  (C  und  {. 
-0,112126  .        ,        ^*^«"*'"«e„  sind . 

-0,103937  /"^=0'0^970<ft^I, 

-0.006053  ,  ^='^'0I67695-J„ 

+  0.005831  ,  ^=^'7««725-^ 

'««=0,7657272-3 
+0.112128 

n.^1^937 
'^006053 


r2 

0.005831 


'•««^^  0,3Q26l23--2 
'  "•«  Theile  roD  U 

-0,068763  "    T"  "'"'*"'*"'•''  «'»''•• 

+0.254819  ,  ^=<^'8373522-2i. 

+  0.330634  ,  *='''^232l-,i 

-0.032513  ,  ^=ö'S'93470->i 

«•  '**« -0.5120545-2 
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234 

+  0,068763 

+  0/254819 
+  0,323582 

-0,330634 
—0,007052 

+  0,032513 
U  =  +0,025461 

logU=     0,4058755-2 

log  ©  =  0,3314273— 3 

log  C==  0,30261 23— 2 
log  tang  ö  =  9,0288150n  ö  =  173«.  54'.  1  ",9 

log  sin  ö=    9,025-2027 
I    +11465 
log  U=  0,4058755-2 
9,4322247-2 

logg  =0,3314273—3 
log  cot  1=10,1007974  «=  380.24'.  35",  6 

Nach  dem  Verzeichoisse  von  Olbers  Nr.  80.,  wenih  wir  die 
von  ßessel  berechneten  Elemente  auswählen,  sind  die  ricfatigeB 
Werthe  von  o  und  i: 

5=1750.  3'.  59"  t=40o.  45'.  50" 

und  man  sieht  also,  wie  nahe  wir  durch  die  obige  auf  einer  ^anz 
directen,  gar  kein  Prebiren  irgend»  einer  Art  in  Anspruch  neh- 
menden Rechnung  beruhende  Näherung  schon  den  wahren  Wer- 
then  von  c3  und  i  gekommen  sind;  ja  ich  glaube,  dass  im  vorlie- 
genden Falle  die  Abweichungen  von  respective  1®.  9'.  57"  und 
^0  21'.  14"  von  den  wahren  Elementen  mehr  auf  Rechnung  der 
zum  Grunde  gelegten  Beobachtungen  kommen,  als  der  angewand- 
ten Methode  zur  Last  fallen,  weil  ich  durch  weitere  Fortsetzang 
der  Rechnung  gefunden  habe,  dass  die  beiden  aus  $.  12.  bekann- 
ten Gleichungen,  durch  welche  die  Bewegung  des  Cometen  in 
einer  Parabel  bedingt  wird,  schon  sehr  nahe  erfüllt  werden,  wenn 
man  für  »  und  i  ihre  beiden  durch  die  obige  Näherungsmetbode 
gefundenen  Werthe  setzt.  Ich  will  aber,  um  die  Ausdehnung, 
welche  diese  Abhandlung  schon  gewonnen  hat,  nicht  noch  mehr 
zu  vergrössern,  die  weitere  Rechnung  nicht  mittheilen,  weil  die- 
selbe bei  Anwendung  der  im  Obigen  entwickelten  Formeln  nicht 
der  geringsten  Schwierigkeit  unterliegen  kann.*)  Das  Anschlies- 
sen  an  eine  Parabel  würde  nun  gewissermaassen  die  dritte  Nähe- 


*)  Weil  am  Schluss  zufällig  noch  nicht  gut  anders  zu  benutzender 
Rauno  vorhanden  war,  sa  habe  ich  die  betreffende  Rechnung  im  Anhange 
doch  noch  niitgetheilt. 
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rong  «ein,  wo  man  dann  endlich  zur  Ellipse  als  einer  Art  vierter 
Näherung,  wenigstens  bei  den  Cometen,  übergehen  könnte.  Soll 
icii  übrigens  schliesslich  mein  eieues  Urtbeil  über  die  von  mir  in  dieser 
Abhandlung  entwickelte  neue  Methode  zur  Berechnung  der  Come- 
teobabnen  aussprechen  ^  welches  sich  keineswegs  allein  auf  das 
oben  berechnete  Beispiel  ^  sondern  auch  noch  auf  manche  andere, 
namentlich  über  ältere  Cometen  angestellte  Rechnungen  gründet,  so 
glaube  ich,  dass  dieselbe,  insofern  man  vier  gute  und 
scharf  reducirte  Beobachtungen  zum  Grunde  zu  legen 
im  Stande  ist,  allerdings  den  Namen  einer  völlig  directen,  nicht 
das  geringste  Probiren  in  Anspruch  nehmenden  Methode,  welche 
man  bisher  noch  nicht  besass,  verdient,  und  bei  geschickter  An- 
wendung zu  bräuchbaren  Resultaten  führen  kann ;  sind  aber  die 
Beobachtungen  weniger  gut,  so  kann,  wie  ich  aus  verschiedenen 
Rechnungen,  die  jedoch  noch  einer  genaueren  Revision  bedürfen, 
för  jetzt  schllessen  muss,  diese  Methode  auch  zu  von  der  Wahr- 
heit bedeutend  abweichenden  Resultaten  fuhren,  welchen  Fehler 
die  Methode  von  Olbers^  wenigstens  in  demselben  Maasse, 
wohl  nicht  hat,  wodurch  dieselbe  eben  für  die  praktische  Anwen- 
dung so  brauchbar  wird.  Welches  aber  auch  der  ptaktische 
Wertb  der  von  mir  in  dieser  Abhandlung  entwickelten  neuen  Me- 
thode zur  Berechnung  der  Cometen  bahnen  sein  mag,  so  scheint 
mir  das  analytisch -geometrische  Interesse  derselben  doch  jeden- 
faills  gross  genug  zu  sein,  um  Ihre  Mittheilung  an  diesem  Orte 
zu  rechtfertigen^  und  der  Vorzug  vor  anderen  Methoden,  dass  sie 
Tuilig  direct  ist  und  des  Probireus  gar  nicht  bedarf,  wird  ihr  aus- 
serdem nie  streitig  gemacht  werden  können }  auch  glaube  ich,  dass 
die  Anwendung  derselben  eine  recht  gute  Uebung  ffir  Anfänger 
in  astronomischen  Rechnungen  darzubieten  geeignet  ist,  bevor  die- 
selben zur  Berechnung  von  Cometenbahnen  nach  anderen,  schon 
eine  grössere  Uebung  im  astronomischen  Rechnen  voraussetzen- 
den Biethoden  übergeben.  Indem  die  in  Rede  stehende  Methode  in 
derThatjgar  keine  andere  Uebung  im  Rechnen  voraussetzt,  als 
d^,  welcne  jeder  gut  vorbereitete  Anfanger  aus  der  Lehre  von 
deo  Logarithmen  und  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie 
Bitbringt.  Zugleich  bietet  endlich  diese  Methode,  wie  es  mir 
icheint,  eine  gute  Anwendung  der  Lehren  der  analytischen  Geo- 
netrie  auf  einen  praktischen  Gegenstand  dar,  und  dürfte  daher 
neb  in  dieser  Beziehung  för  Anfönger  instructiv,  und  der  weiteren 
/Losbildung  derselben  in  der  analytischen  Geometrie  förderlich 
sein,  die  durch  Anwendungen  von  rein  theoretischem  Interesse 
wtflrlich  zwar  auch,  aber,  wie  es  mir  immer  geschienen  hat,  doch 
ttdhl  ganz  so  vollständig  wie  durch  Anwendungen  auf  Mechanik, 
kilroDomie  und  andere  zugleich  das  praktische  Interesse  in  An- 
pmeh  nehmende  Theile  der  Mathematik  und  der  Natur  wissen - 
diaften  erlangt  werden  kann. 


le»' 
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Anhang. 


c5  =  173«  54'.  2" 

Li  =11629.  42'.  5" 
0  =  173.   64.    2 


i=3»>.  24'.  36" 

ai'==80o.  56'.  11" 
0=173.  54.     2 


Lj— ö=— 11.  11.  57  ai'^ö=— 92.  57.   51 


lagcotft': 
logsin  (Li  -«i') 

log  cos  (Li -—S): 
log  tangv 


:  10,4918254« 

:  9,9954987 
20,4873241n 

:  9,9916503 

:  10,4956738» 

r=-«72o.  17'.  13" 

i=     38.    24.  36 
i— r=  110.     41.   49 


10,4918254, 
9>9994186» 


logcotj?i' 

log8iu(a|'  —  ö): 

log  taDgfio  =  10,4912440 

t 

£+w=110.  31.  36 


^  rjfi.  7'.  0" 

[=38.  24.   36 


logco8r=9,48323(» 

log  tang(i,— ö)=9,2966m. 

18,7798746» 
log  cos  (£— r)  =  9,5482972, 
logtang  »4  =9,2315774 

a>i  =  1890.  40'.  22" 


log  cos  tr: 

log  sin  (£i  —  5): 
logJRi: 

log  sin  Ol  '■ 
logcos(t-|-tr)  = 

log  Vi : 


=:9.4872512 

=:9,2882942n 
=0,0031320 
0,7786774-2« 
r  9,2253635. 

=9,5448665» 
10,7702290—2 

=  0,0084484 
=  1,019644 


0  =  1730.  54'.  2" 


1  =  380.  24'.  36" 


Lj6=166o.  35'.  31       a2'=101o.    0'.  54" 

0  =  173.  54.     2         5  =  173.  54.    2 
L,-ö=— 7.  18.   31  a2'-ö=— 72.53.  8 


log  coti5/  =  10,3917625» 

log  siii(L2— a./)  =  9,9592882 

20,3510507» 
log  cos  (L.,^ö)  =  9,9964571 

log  tangi;=  10,3545936« 

r  =  — 660.  9/.  ]9// 

i=     38.  24.  36 
i^v=  104.  33.  55 


log  cot/?a'  =  10,3917625» 

log  sin  (02'  —  ö)  =  9,9803302n 
logtangw;  =  10,3720927 

«?=66o.  59'.  51" 
1  =  38.    24.   36 
£+ti?=105.  24   27 
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logcosv—  9,6066601 

log  tang  (La— ö)  =  9,108Q765„ 

18,7147366n 
log  cos  (i— I?) =9,4005084„ 
log  tang  »2 =9,3142282 

«2=1910.  38'.  58" 


log  eog  €0:^9,5919226 

log  sin  (iÄ-  ö)  •=:9, 1045336« 
logjB5i=0,0026650 

0,6991212--2, 
logsinG02  =  9,3051862n 

logcos  (i + fo)=9,4243626n 

0,7290488—2 

logra= 0,9695724^1 

ra  =0,932336 


0=1730.  54'.    2" 

La  =  1700.  29'.  20" 
0=173.    54.    2 


1  =  380.  24'.  36" 

ö^'=124o.  19'.  22" 
5  =  173.  54.     2 


I^— o=~3.  24.  42        «a'— 5  =  ~49.  34.  40 


log  cot  ß^'  — 10.3569083« 

log  cotft,'= 10,3569083« 

log8in(L8-ö^0-  9,8581465 

20,2150548„ 

Iogsin(a3'-o)-  9,8815484« 
logtangw=10,2384567 

log  cos  (La  -  5)  =  9,9992296 
logtangt?=10,2l58252n 

«?=59o.  59'.  38" 

• 

1-38.    24.    36 

„ 580/41'.  4" 

i+w—yS.  24.  14 

i-     38.  24.  36 

• 

t-t)=     97.  5.    40 

^ 

log  cos  r—  9,7167954 

logcos  10=9,6990502 

log  tang  (La— ö)—  8,7753577« 

18,4911531» 
log  cos  (i--©)  =  9,0916941« 
log  tang  0)3=9,3994590 

log  sin  (Xs-5)  =  8,7745872„ 
log  Äs =0,002] 840 

0,4758214-2, 
log  sin  co^     9,3862008ii 

c^=   1940.  5'.  0" 

logcos  (t-fto)     9,1647990. 

0^509998—2 

logi^  =0,9248216-1 

/ 

rs  =0,841049 
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ö  =i  1730.  54'.  2" 


»=3»>.  24'  36" 


1.4=1730.  31'.  14"    a^' =  1400.  39'.  21" 

5  =  173.    54.     2       5  =  173.     54.      2 
i4^-^=-0.  22.  48  a^'^özz:— 33.  14    41 


log  cot /?4'=  10,3778880,, 

log»iii(i4— «40  =  9,7345257 

20,1124137« 

iogcos(X4~5)=  9,9999904 
log  taog  V  =  10,1124233it 
tj=— 520.  20'.  4" 

1=     38.    24.36: 
t-ü=    90.    44.40 

log  cos»  =  9,7860777 

logtang(L4— ö)=  7,8216655n 

17,6077432» 
logcos(i— f?)=  8,1136974« 


logtaDgai4=^  9,4940458 

(»4=1970.  J9'.  26" 


log  cotiJ4'  =  10,3778880« 

logsin«— ö)=  9,738951&. 
Iogtaogu;=10,1168398 

fr=52o.  36'.  57'' 
t=38.    24.  36 
t-ffr=:91.       1.  33 


log  cos  w = 9,7833005 

logsin  (L4-Ö)  =7,8216559« 

logJg4=0,0017770 

0,6067334-3« 
log8iDo>4 =9,4738842» 

log  cos  (1+ w)  =8,2529307« 

0,7268149^ 

log  r^ =0,8799185-1 

r4  =0,758435 


Es  ist  also: 

»1  =  1890.  40'.  22" 

r,- 1,019644 

«a-löl.    38.   58 

rj- 0,932336 

»3  —  194.     5.     0 

rj- 0,841049 

«4-197.  19.    26 

r*- 0,758435 

Weil  ö>90o,  i<90oi3t  und  die  Winkel  ©1,  ©2,  0)3,  »4  wach- 
sen, so  ist  nach  §.  10.  III.  der  Comet  rechtläufig,  und  o  ist  die 
heliocentrische  Länge  des  aufsteigenden  Knotens,  wie  auch  01- 
bers  a.  a.  O.  findet. 
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a)i  =  J89o.  40'.  22" 
02=19].   38.  58 
©3  =  194.     5.     0 

Gia-.a)3  =  — 2«.  26'.  2"     |(©a— »3)  =  - 1®-  13'.  l" 
C03— ö>i  =  +  4.    .24.38      -(a)3-ra),)=+2,    12.19 

coj— (a^=  — 1.    58.  36     ö(ß>i~ö>a)=— 0.    69.  18 

1 

log  sin  -  ((»a— 1»8) = 8,3271 153« 

log  Vri=  0,0042242 


0,322891 1-2„  num  =  -  0,021033 


*og »m  -  («3— a)|) = 8,5862334 

log  Vra =0,9847862-^1 

0,6004472—2  num  ==  +  0,039852 

log  sin  -  (cöi —©a) = 8,2367590« 

iogVr3  =0,9624108—1 

0,2743482-a,  num =—0,018808 

—0,021033 

+  0,039852  ^ 
+  0,018819 

>-0,018808 
+  0,000011 

Dies  ist  der  Betrag  der  nach  §.  12.  III.  hier  gältigen  Gleichung 

sin-(a>a-(»3)      sin -(013^  ©i)      sin-Cw^  — co^) 
— f 1:  — f 4. 1 -^0 


»2=191^  38'.  58" 

c()ä=194.  5.     0 

0)4=197.  19.   26 

oj— »4 = -  3«.  14'.  26"  J  («%— M4)  =  - 10.  37'.  13" 


»4— «04  =+5.  40.    28       i(»4-«)a)=+2.    50.  J 4 


2 

1 
ä 
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oi2*'G)^= — 2.  26.  2 


1 


-(0)2—003)  =  —  I.    13.    1 


log  sin  -  (033—0)4) 


8,4514088» 

logVra=0,9847862— 1 
0,4666226-2« 


rium=-0.02g284 


.    1 


log  sin  -  (©4 — 012)  ~^*®ö^^31 


log  vr,  =0,9624108-1 
0,7321823-2 


iium=-t-0,063974 


.   1 


log  sin  -( «2 —  093)  =  8,3271153ii 

logVr4=0,9399592-l 
0,3871661-2„ 


nam=— a024387 


-0,029284 

+  0,053974 
+0,024690 

-0,024387 
+  0,000303 

Dies  ist  der  Betrag  der  nach  §.  12.  III.  hier  gültigen  Glei- 
chung 

l  1  .1 

sin  -  (03  —  0)4)      sin  -  (W4—  ©2)       sin  -  (012  —  0)3) 

~  +  —^-77- +  -^-tt: =0. 


Vr. 


Vr^ 


Vr^ 


Es  würde  keine  Schwierigkeit  haben ,  durch  ^  die  bekannten 
Methoden  c5  und  i  nun  so  zu  hestimmen ,  dass  die  beiden  Glei- 
chungen 

sin- (0)2— W3)      sin -(0)3— o)i)       sin -(0)1  —  0)2) 

—  +  TT- +  —- =0. 


Vn 


Vra 


vn 


sin-  (ö)3  —  0)4)      sin  ^(0)4—0)2)      sin  ^(0)2—  0)3) 

+  — ^^7Z +  — ^ 


Vn 


Vn 


vn 


genau  erfüllt  werden,  wobei  ich  mich  aber  jetzt  nicht  länger  auf- 
halten will,  da  es  mir  zunächst  nur  darauf  ankam ,  die  Metnode  za 
zeigen  und  möglichst  deutlich  zu  erläutern. 
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lieber  die  von  Asymptotenchorden 

umlilillten  Darren^ 

Von 

Herrn  O.  B^ermann, 

^     '  - 

Hulfslehrer  am  Gymnasiam  zu  Wetzlar. 
Vergl.  Thl.  XIV.  Nr.  XXVII.  S.  382.  ThI.  XVI.  Nr.  XV.  S.  179.) 


Im  Folgetiden  werden  Dochmals  diejenigen  Curven  betrachtet, 
welche  Ton  den  A^ymptotenchordeu  gegebener  Kegelscbnitte  in 
lern  Falle  umhüllt  werden^  dass  der  entsprechende  Pol  sich 
ebenfalls  in  einem  Kegelschnitte  bewegt.  Das  Frühere  soll  hier- 
wü  theils  ToUständiger,  theils  richtiger  dargestellt  werden;  doch 
ivird  es  gewiss  möglich  sein ,  ausser  den  hier  betrachteten  Fällen 
noch  andere  abzuleiten. 

Es  ist  bereits  bekannt,  dass«  wenn  die  Direqtrix  eine  Para- 
bd  ist,  die  Umhfillungscurve  mit  ihr  zusammennillt.  Indem  daher 
dieser  Fall  ausgeschlossen  wird,  lässt  sich 

Us  einfachster  Ausdruck. der  Directrix  ansehen,   so  dass  mau  sie 
Mif  zugeordnete  Durchmesser  bezieht.^  Für  den-  Pol  x',  y*  ist  dann 

tie  Asymptotenchorde  und 

dx'  "*  y — y' 

Theil  XVU.  W 
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deren  erste  Differentialgleichung.  —  Die  Gleichung  der  Bahi 
aligemein 

ihre  erste  Differentialgleichung  demnach 

dy*  _       a'y'+ß'x'  +  d' 
dx'"^        y'  +  a'y  +  y 

Setzt  man 

a:^a;'=t,    y^y'=u,    /}—/?'=  m,    y+a'a;+y' =f>, 

a!y  +  ß'a:  +  d':=zg; 

so  hat    man   durch  Identificirung  der  beiden  Ausdrucke  fSr 
ersten  Differential^aotienten : 

ßt_q—€i*u-ß't 
u         p— M — a't 

oder 

cc'(u^'-ß't^  --mtu^qu  +  ßpt=0, 

und  daher 

1)  u^  +  ßt^  —  Sl^zO  Gleichung  der  Asymptotenchorde ;    • 

2)  u^  +  ß't^  +  2a7M— 2ptt—  2gt+io=z0    die  Bahngleichung, 

in  (0  für  o:'  und  y'  x  und  y  gesetzt  s 

Die  Elimination   von    t  und  le  aus  diesen  drei   Gleichui 
wird  die  der  Umhüllungscurve  geben. 

Es  ist 

I 

1)— 2)  :    mfi^2a'tu  +  2pM  +  2^<= Ä  +  co, 

a'X(i)'-3)):2a'ßfi  +  mtu  +  qu-'ßpt—a'Sl; 
woraus 

"""         2(a'^-p)         ""  mt  +  q 

Dies  gibt  die  Gleichung 
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m 


Substituirt  man  aber  die  ersten  der  vorstefaenden  Werthe  von 
u  in  Gleichung  ]),  so  resultirt 

tn 
so  dass  man  die  beiden  Gleichungen 

■ 

I.    ^<«  +  4Ä»+4C<2+ZW+£=0, 

bat.    II.   ist  die '  erste  Ableitung    von  \ ,    welche  deshalb  zwei 
gleiche  Wurzeln  haben  muss.  ■  ^ 

Durch  Elimuiation   von  t  aus  II.  und  I.  oder  aus  II.  und  1. 
—  fXlI.: 

ergibt    sich  sodann  als  allgemeine  Gleichung  der  gesuchten  Um- 
hulungscurve: 

=z[(AE--BD)  (3i4Z>-2BO +(3i82— 2i4C)  (3BE-2CD)] 
x[(AB^BD)X3ßE'^2CD)  +  (3D^^WE)  (SAD  --2BC,] , 

eine  complicirte  Form^  worin 

■ 

tn 

i4:m«+4«'«/J,    Bimg-^'ia'ßp,    C:}Hft>*— a^Ä-~  (Ä  +  ca), 

ist    Durch  andere  Eliminationswieisen  kann  man  die  Curve  auch 
In  verschiedenen  anderen  Formen  darstellen ,  wovon  noch  folgende 

^  liervorgehoben  werden  soll.  Die  Substitution  des  zweiten  W^rthes 

*  von  u  in  Gleichung  1)  gibt 

III.    At*+2Bt>+Ct^+'iD't+E'=0. 

:      Wo 

ASl 


CiqHßp^ ß    . 


m 


D':{a!p—ßq)Sl, 

17* 
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ist.    Bildet  man 

1.  +  1II.— 2«xn.:e<»+2(/>+Z)0<+£+£'=O, 

60    folgt 

^  [(V  (!>+/>')•-  0(£+£')  -(/>+ß03 . 

Die  Sabstitution   dieses   Werthes    in  II.  gibt  als  Gleichung  der 
UmhüUangscurve : 

A  [  V(/>+Z>')»-C(£;+£0  -  (1>  +  ^]' 
+  2CC2[V  (Z>+/>0«~  C  (£;+JB')-(/>f />')]+l>C^=0*). 


Hat  man  ähnliche  und  ähnlich  liegende  Kegelschnitte  als  Bak« 
und  üirectrix,  so  ist  «'=0,  ß=ß^;  daher 

m^=0;p:y  +  y';q:ßx  +  ö* 

oder,  wenn  man  die  Centrale  beider  Kegelschnitte  zur  Ordinate«- 
axe  wählt,  so  dass  5'  verschwindet: 

q=ßa:;  A=0;  B  =  0;    C^C=gHßp^  =  ß((!f+rT+ß^''h         , 

Die  Gleichung  der  Umhüllungscurve    in  ihrer    zuletzt    aufge- 
stellten Form  reducirt  sich  nun  auf: 


26  [  V^z>2- c(f:+iE:') — z>] + cz> = 0, 

Quadrirt  und  reducift: 


*)  Die  Gleichung^  vereinfacht  sich  durch  die  frühere  Annahme 
a'=0,  indem,  wo  möglich,  diejenigen  zugeordneten  Durchmesser  der 
Directrix  zu  Coordinatenaxen  gewählt  werden,  welche  gleichzeitig  za- 
geordneten  Durchmessern  der  Bahn   parallel  sind. 
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ZB»=4C(E+E'), 

(q'+ißf!^)  (ß+0))«=  4  ^^  y  (9H4ft9»)a , 

(Ä + «)«F=  4  [(y-HO«  +  ßa>*].Sl 

(.ß-B)a=4(y'*-eOil, 
4)  Ä_a,_2V'y'a— £'.  VÄ  =  0. 


Ab«r 


Ä-»=:-'i(/sf-^') 


Also  ist 


(y'y- V  )'=^-''^  (»» + ?^ + 0 


oder 


5)      «'»•  +  ßC^'—r'^a*  +  («'— Oy'y  +  J  (e  +  sO*-  «»''»=0 " 

die  gesuchte  UmhüUungscurve^  ein  Kegeischnitt. 

Dasselbe  Resultat  ergibt  sich  auch  folgendennasseii.     Unter 
den  obigeo  BediDgungeo  wird  IL: 

D   ,  ^Pt—CE 

Weil  beide  Wurzdirerthe  gleich  sein  mfissen.'ist  nun 

D"— CJE=0 
die  Gldchnng  der  UmhfiUangscurre. 

Dß-CEs£  (Px«(a+»)«-[^«'+|3(y+/)"l[(Ä+«>)'-%+y')'Ä] =0, 
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was  sich  auf 

I         ■ 

redacirt,  d.  b.  auf  das  bereits  vorhin  Entwickelte. 

Die  Gleichung  des  Umhflilungs  -  Kegelschnitts  iSsst  sich  aueh 
schreiben : 

woraus  erhellt,  dass  sein  Mittelpunkt  auf  der  Axe  der  y  ^  d.  k 
ebenfalls   auf  der  Centralen  von  Bahn  und  Directrix  In  der  Ent- 

femung  (€ — €')^  ^o™  Mittelpunkte  letzterer  fiegt/nnd  dass  auch 
er  hinsichtlich  der  Lage  mit  jenen  beiden  übereinstimmt.*) 

I 

Sind  Bahn  und  Directrix  Ellipsen,    also  ß  positiv  (s^  — ;'^  ist 

Immer  lz.0),    so    bedingt  das   Vorzeichen  von  ^  die  Natur  des 

Cmhüllungs  -  Kegelschnitts.  Da  aber  s'  das  Product  aus  den  bei- 
den Segmenten  ist,  welche  die.  Bahn  auf  der  Centralen  bestimmt 
so  ist  derselbe  eine  Hyperbel,  wenn  beide  von  gleichem  Vorzei- 
chen sind  oder  £'  positiv  ist,  eine  Ellipse,  wenn  sie  ungleicbe 
Vorzeichen  haben. 


Schneidet  daher  die  Bahn-Ellipse  die  Centrale  In  zwei  zu  ver 
schiedenen  Seiten  des  Mittelpunktes  der  Directrix-Ellipse^  liegen- 
den Punkten,  so  ist  die  Umhullnngscurve  eine  Ellipse;  liegen  sie 
aber  auf  derselben  Seite,  eine  Hyperbel;  geht  endlich  die  Babo 
durch  den  Mittelpunkt  der  Directrix  .selbst,  so  verschwindet  i' 
und  die  Umhüllungscurve  geht  in  die  Parabel 


7)     ßy'\x^  +  zfy  +  ey"^  —  j  £^=0 


oder 


über,  welche  die  Centrale  zum  Durchmesser  und  da,  wo  sie  von 

4y'2 £ 

ihr  geschnitten  wird,  eine  in  der  Entfernung  — t~7~'    ^®'  Abscis« 

senaxe  parallele  Linie  zur  Tangente  hat.    Da  der  Mittelpunkt  der 
Bahn  von  dem  der  Directrix  in  der  Entfernung  yÄ—/  liegt  uji 


*)     Hier  ist 
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ffir  die  Ellipse  -g    negativ  ist,  so  ist  die  Richtung  dieser  Parabel 

derjenigen  entgegengesetzt,  in  welcher  man  von  letzterem  Mittel- 
punkte  zum  ersteren  gelangt. 

Hat  man. hingegen  zwei  Hyperbeln,  also  ß  negativ,  so  mulss 
es  sich  offenbar  folgendermassen  verhalten:  Wenn  die  Bahn  zu 
beiden  Seiten  des  Directrix  -  Mittelpunkts  die  Centrale  schneidet, 
so  ist  die  Umhüllungscurve  eine  Hyperbel;  schneidet  sie  dieselbe 
aber  auf  einer  Seite,  eine  Ellipse.  Für  €'=0  unterscheidet  sich 
He  resultirende  Parabel  nur  durch  die  entgegengesetzte  Richtung 
i^on  der  vorhin  betrachteten. 

Sind  beide  Kegelschnitte  concentrisch  oder  /=0,  so  ist  die 
Jmhfiilungscurve 

»in  gleichartiger  und  ähnlicher  (ebenfalls  concentrischer)  Kegelschnitt. 

In  gerade  Linien  und  Punkt  kann  die  Curve  nach  Gleichung 6) 
lUT  dann  degeneriren,  wenn  (€'—/*)(«+«')*  verschwindet  mit  der 

Bedingung  s'^0,  also  entweder  für  e' — /*=0  oder  für  £'=— e, 

wenn  die  Bahn  nicht  durch  den  Mittelpunkt  derDirectrix  geht: 

1)    g'— /2  =  0. 

Für  ein  positives  j3  ist  die  Bahn  der  Punkt,  dessen  a?=0, 
y=— /,    d.  n.    der  Mittelpunkt,    auf  den  sie  sich  reducirt  hat; 

dann  ist    aus  6)  y=:   o  v     die  Gleichung  der  Umhüllungscurve, 

d.  b.  man  erhält  die  Asymptotenchorde  der  Bahn-Ellipse  (lir  die-~ 
sen  Punkt  als  Pol.  Reducirt  sich  auch  die  Bahn  auf  einen  Punkt, 

y' 

ihren  Mittelpunkt,  so  ist  f=0,  yz=.-^  die  bezügliche  Gleichung, 

ivie  es  auch  nach  dem  Früheren  sein  niuss,  weil  die  Asymptoten- 
chorde eines  Punktes  die  seine  Verbindungslinie  mit  dem  Pole 
^albirende  Senkrechte  ist 

Für  ein  negatives  /3  ist  die  Bahn  ein  System  zweier  Geraden, 

1.  h.  die  Bahn  -  Hyperbel  reducirt  sich  auf  ihre  denen  der  Dire^:- 

rix,  parallele  Asymptoten.    Für  €=0  reducirt  sich  auch  die  Di- 

dctrix*Hyperbei    auf  ihre  Asymptoten.    Auch  dann   ist  die  Um- 

£ — y*^ 
Bllangscorve  dieselbe  Gerade  y=-  ^    ,   d.  h.  die  Asymptoten. 

tiorde  des  Bahnraittelpunktes  oder  des  Punktes,  in  welchem  die 
eiden  Geraden,  welche  die  Bahn  bilden,  sich  schneiden.  Sie 
t  dann  identisch  mit  der  gemeinschaftlichen  Chorde  von  Bahn 
ad  Directrix,  was  auch  schon  vorhin  bei  der  Ellipse  der  Fall 
ar;  dies  erhellt  auch  aus  Gleichung  4),  welche  sich  auf.^ — co=0 
tdacirt.  Ist  f =0  oder  hat  man  zwei  Systeme  paralleler  Geraden, 
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60  ist  yzzL'^'qy'  die  Gerade,  aaf  welche  sich  die  UmhfiUmgpräirf« 

redacirt.  ^—  Alles  dieses  zeigt  sich  leicht  bei  der  Ansföhmiig  der 
bezüglichen  Constructionen,  weil  hier  für  keinen  anderen  Punkt  der 
Bahn,  als  den  Mittelpunkt,    eine  Asymptotenchörde  möglich  ist 

2)      f'=-6. 

Unter  dieser  Bedingung  geht  Gleichung  6)  liber  iii 

ist  also  ein  Punkt  für  ein  negatives  ^f  »  ein  Geradensystem  für  ein 

positives,  da  a'  —  /*  immer  negativ  ist.  Da  aber  £'= — b  und« 
stets  negativ  ist,  so  hat  man  einen  Punkt  für  ein  negatives  i?,  ein 
Geradensystera  für  ein  positives.  Die  Bedingung  b'zz: — e  heisst 
aber  nichts  Anderes,  als  dass  die  gemeinschaftliche  Chorde  von 
Bahn  und  Directrix  zugleich  Polare  des  Bahn -Mittelpunktes  ftir  • 
die  gegebene  Directrix  ist  oder  die  Punkte  verbindet,  in  welchen 
die  von  jenem  an  letztere  gezogenen  Tangenten  dieselbe  berüh- 
ren.   Es  ist  nämlich  die  Gleichung  der  gemeinschaftlichen  Chorde 

ß  — a>=0=^2  +  i5a:«+f  — (y2  +  /Ja:«  +  2/y  — g)=0 

die  Chordale  des  Poles  a:'=0,  ^'  =  —  /    für  die  Directrix 
findet  sich,   wenn  man  in  der  allgemeinen  Polargleichong 

a=0,    y=0,     5  =  0,     a;'=0,    y'=  —  y'   setzt,  ebenfalls 

=  — /y  +  ^  =  0  oder  2^— -7=0. 

Tritt  daher  dieser  Fall  ein,  so  reducirt  sich  für  zwei  ähnliche 
Ellipsen  die  ürahüllun^scurve  auf  ein  System  zweier  Geraden  ,  d.h. 
auf  die  beiden  Tangenten  an  die  Bahn  iu  den  Durchschnittspunk* 
ten  derselben  mit  der  Directrix.  Ausser  diesen  schneiden  sich 
dann  auch  alle  anderen  Asymptotenchorden  in  einem  und  demsel- 
ben Punkte,  dem  Bahn -Mittelpunkte,  so,  dass  jene  beiden  Gera- 
den die  Grenze  bilden ,  über  welche  hinaus  nach  dem  Mittelpunkte 
der  Directrix  zu  keine  Asymptotenchörde  fällt.  Für  zwei  ähnliche 
Hyperbeln    stellt  die  Umhüllungscurve  unmittelbar  diesen   Bahn- 
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littelpunkt  vor;  es  findet  also  derselbiB  Satz  aacb  hier  Statt; 
och  gibt  es  keine  Grenze  für  die  Lage  der  sich  in  ihm  schoei- 
enden  Asyniptotenchorden.  (Vergl.  die  Berichtigung  am  Schlosse 
es  vorigen  Aufsatzes).  * 


jPür  den  speciellen  Fall  zweier  Kteise  gilt  das  ffir  die  Ellipsen 
ereits  Gezeigte.    Es  ist  dann 

Gleichung  der  Bahn:        (»:(y — yo)*+^*=^> 
der  Directrii:   Sl:t^^+x^—r^; 
üso 

/J=j5'  =  I,    j=ra,    ^'=2^o*-Ä^    y=-yo. 
)ie  Gleichung  der  UmhüUungscorve  wird 

der 

ioe  Hyperbel  oder  Ellipse,  je  nachdem  ^q  ^  ^^^^^  ^  ^  ^'st»  ®^>i6 
^arabel: 


»der 


|.2  1*2 


mS  m2 


für  ffQZ=zR.  . 

«  In  dem  oben  betrachteten  Falle ,-  wo  die  gemeinschaftliche 
%orde  zugleich  Potai^e  des  Bahnmittelpunktes  ist,  schneiden  sich 
Be  beiden  Kreise  rechtwinklig,  so  dass  yo^==R^-\-r^  ist.  Die 
üeichung  der  Umhüllungscurve  6^  reducirt  sich  dann  auf 


(y^V'i224.yio)2_y2^2=^0 

der 


d.  b.  auf  das  System  der  beiden  Geraden 

y+ra?— ^=0    und    y— rar— jro=0, 

» 

die  sich  auch  schreiben  lassen : 

^+—  =  1   und  -^ =  1; 

d.  b.  auf  die  beiden  vorhin  erwähnten  Tangenten,  und  alle  As; 
ptotenchorden  schneiden  sich  im  Bahnmittelpankte  y=yo9  ^= 

Beruhren   sich    die  beiden  Kreise   von  Aussen  oder  Innei 
80  ist  ^0==^  db**»   und  die  Gleichung;  der  Umhiillungscarve  ^ 

R(R±2r)y^-'r^x^+2R{R±r)y+r*{R±r)^+r*z=0. 

Sind  diese  Kreise  concentrisch ,  so  folgt 

% 

R^4-r* 

ttao  ebenfalls  ein  concentrischer  Kreis  vom  Radius  — ö — ,    ^ 

auch  eine  leichte  Construction  zeigt. 


Ist  die  Bahn  eine  Hyperbel,  die  Directrix  ein  System  zwe 

ihren  Asymptoten  paralleler  Geraden  y=+^V^--|^>    so  hat  man 
negativ,   €=:0.    Es  resultirt  dann  als  Umhüllungscurve. 

6'0     (:V+l-)^+  7.(a'-y'>^  +-4^=0. 

Die  Natur  der  Curve  erhellt  aus  dem  Vorhergehenden  und 
ist  aus  6'')  ersichtlich,  dass  ihr  Mittelpunkt  auch  der  Halbirun| 
punkt  der  Centralen  ist.  Ist  £'=0,  d.  h.  geht  die  Hyperbel  dui 
den  Durchschnittspunkt  der  beiden  Geraden,  so  geht  Gleichung  i 
in  a:  =  0  über  oder  die  Curve  reducirt  sich  auf  die  Centrale  selb 
mit  welcher  dann  alle  Asymptotenchorden  parallel  sind. 

Sind  sie  concentrisch ,    d.  h.  betrachtet  man  die  Asymptot 
einer  Bahn-Hyperbel  als  Directrix,  so  ist  /=0,  also 


*)     wobei    natürlich    im    letzteren  Falle   die  Directrix    innerhalb  d 
Bahn  liegt  und  daher  dann  B^r  gedacht  werden  inuss. 


Cmhüilungscurve  ^    eine  der  Bahn   in  der  halben  Entfernung 
den  Asymptoten  parallele  Hyperbel. 


Em  Allgemeinen  kann  man,    wenn  die  Dir^ctrix  ein  System 
er  Geraden  ist,  dasselbe  2u  O^ordiriatenaxen  nehmen,  so  dass 
hat 

Gleichung  der  Asymptotenchorde  des  Poles  a:\  y'  findet  sich, 
iieseibe  nichts  anderes  ist',  als  die  Verbindungslinie  der  bei- 
Punkte,  worin  ein  sich  im  gegebenen  Pole  schneidendes  dem 
en  paralleles  Geradensystem  es  schneidet,  wenn  man  die 
chung 

(a:-arO(y-y)=0 

letzteren  von  i2=:0  abzieht,  also: 

;d  erste  Differentialgleichung 

du tt 

Hieraus,  so  wie  aus  der  allgemeinen  Gleichung  gi'  der  Bahn  und 
31)  erster  Differentialgleichung  zieht  man  analog  dem  Früheren 
Gleichung 

hat  folglich: 

1)    <tt  — Ä=iO,    wo  Ä=a?y; 

2)    u*  +  /3'fa+2«'i^tt-2/w— 2^ie  +  a>=0 

r 

2)    tt«  +  jS'ea— 2pt£~29^  +  2a'Ä  +  a>=0; 

3)    t«»— /3'<*+^^— /?M=Ü. 

Ä 
istituirt    man     t-   iiir  u  in  2),  so  resultirt 


25) 

I.    ß'i*'-2qf+Sl*-ipSH+a''=0, 

wo  S=2i/Sl  +  <Xt    ist. 

Feroer  ist  2)  —  3) : 

2jS'<«— 3^-pti  +  S=0; 
macht  man  hier  dieselbe  Substitution ,  so  folgt 

welche  Gleichung  die  erste  Ableitung  von  I.  ist,   so    dass 
zwei  gleiche  Wurzeln  hat.  / 

Sodann  ist  tXlL   -2x1.: 

Fortgesetzte  Elimination  zwischen  ü.  und' letzterer  Gleichung 
fuhrt  zur  Gleichung  der  Umhullungscurve  in  folgender  Form: 

4)     £l(PP'-R^^  =  (PQ'—QR)(P'Q-Q'B), 

m 

j 

WO 

P'=:2S— 3p«, 

Q'=pS'-QpSl, 

R  =:  iß' Sl  -  pq 
ist. 


Besondere    Fälle. 

Ist  die  Bahn  eine  Hyperbel,  deren  eine  Asymptote  einer  der 
Geraden  des  Systems  der  Directrix  und  zwar  der  als  Abscisseo- 
axe  angenommeneu  parallel  ist,  so  hat  man 

/3'=0,  P=— 3^2,  P'zz:^«— 3/?2,   Q=:gS,  Q'=pS-^qSl,    R^-^q 
und 

Dies  gibt  die  Umhüllungscurve 

Ä7(V— 3S)2= (9^Ä-pÄ)  (S^'-p^S-ZpqSl) 
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t 
/ 

oder 

Ist  überdies  noch  j'=0,  r^==0,  so  ist  die  Abscissenaze 
selbst  Asymptote  und  die  Ordinatenaxe  geht  durch  den  Mittel- 
punkt der  Bahnhyperbei.  Die  vorstehende  Gleichung  reducirt 
sich  auf 


Ist  die  Bahn  eine  auf  das  System  der  Directrix  als  zugeord- 
nete Durchmesser  bezogene  Ellipse  oder  Hyperbel^  so  ist 

a'=0,  /=0,  5'=0,  P==jS'(2ß>-^jS'^a),  P'=2ß>-%a, 
und  man  erhält  als  Gleichung  der  Umhdllungscurve : 

oder,  da  y«+i3'a?«=(ö— e'  ist: 

(ö3=27i3VjrV* 


•8  

c»=3V"/5'€'arV' 


d.h. 


5)    y^+jS'arHc^-SV/JVarVF^O. 


bt  die  Bahn  ein  Kreis  vom  Radius  9*,  die  Directrix  ein  Sy- 
^m  zweier  aufeinander  senkrechter  Diameter  desselben^  also 
K^l,  «'= — r*,  so  heisst  die  Umhüllungscnrve: 


"■■■'■■  ■■'■  •'    ■ .  .  .''    ^  '.'::'■  ■        .  j      ;        .• 

oderi  All  dfo  Badliui  1 :  ,. 

t  ■  ■ 

bt  die  Bahn  dne  gleidiseitige  HypdrDel  nütt  demselben  i 
d^i».0O  i«t,die  UnibflUppgefOrre: 

.1        **     '•  ..I.  tl"-.4        '--i  •  .■•l|-ij|        •»■'  "1  r 

■  I    •  »  -  ■  •  ■  •  1      ■  ■■  .  ■  ■»■'■"  I      .  ^        .■        ■  .        I  J  ■  I  ■  I  .  ' 

oder 


«     ■■  , 


Unter  einer  anderen  Form  ergeben  sieh  dietielben  Conren  a 
folgende  WeLse» 

Die  drei  Gleicbmigen  1)»^3),  3)  werden  in  mserem  Falle: 

..10    iusssg, 

2')  («-y)*+/»'(*-*)*+«'=o, 

3')    i«(«---y)=/J'<(f--arJ. 

I  •     I  V     "  ■ 

Substitoirt  man   ans    1)  .  «=?  in  3).:  sa  resoltirt; 

a^«(ar— 0 = — /J'f«(«-a:), 


u=i^——  ^  ß'x*y 


Dies  in  3)  substituirt,  gibt: 


(y+ V^^^»+|J'(«^+  V  ^)'  +«'=0, 


8  a 


y^f  3y  V"/5'yara+3irV"/SV^+/5'**+«'=0, 


h 
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oder  bei  Ausziehung  der  Kubikwurzel: 

6)    yl+/^W  +  «'i=0; 

was  mao  auch,    voii  der  BahngleichuDg    a^*J:Ä*ar®=a*Ä*  aus- 
gebend , 

schreiben  kann;    Für  den  Fall  des  Kreises   stellt  sich  die  Curve 
in  der  Form 

dar.  Ohne  Schwierigkeit  lässt  sich  jedoch  die  zuletzt  gefundene 
Form  auf  die  erste  in  5), zurückfuhren.  Man  hat  zu  diesem  Ende 
'die  Gleichung  6)  bloss  zu  schreiben: 

und  wieder  in  die  dritte  Potenz  zu  erheben^  wodurch  man  natür- 
lich wieder  zu  der  Gleichung 

»^ •    •        _ 

gelangt,  von  welcher  man  ausgegangen  war.    Es  ist  aber 

und  da  jetzt  aus  Gleichung  6)  bekannt  ist,  dass 


*)  Die  Cnrre  steht  zu  der  Baho-ETolute  in  Afftoität  und  wird  ihr 
identiach  für  ä^':f.ö*=ä^Ö^,  m.s.  Magnus  Sammlung  Ton  Aufgaben  etc. 
S.  4M. 

**)  Es  ist  klar,  dass  die  Diagonalen  der  Rechtecke,  welche  man 
dadurch  erhält,  dass  man  von  einem  Punkte  der  Kreisperipherie  Perpen- 
dikel auf  die  beiden  gegeneinander  senkrechten  Durchmesser  fällt,  d.  h. 
die  in  Rede  stehenden  Asjmptötenchorden ,  gleich  dem  Radius  des  Krei- 
•et  «ind.  Dieselbe  Carire  wird  also  resultiren,  wenn  man  eine  gerade 
Lud«  Ton  der  Länge  des  Radius  des  gegebenen  Kreises  so  bewegt,  das« 
flbre  Endpiinkte  auf  den  beiden  Durchmessern  bleiben.  Sie  ist  die  Hypo- 
cjdoide,  in  welcher  der  Radius  des  erzengenden  Kreises  =^  Ton  dem 
de*  festen  ist;  m.  s.  Magnus  S.  444. 

Aehnliche  Beziehungen  lassen  sich  auch  bei  der  allgemeinen  Curve 
6')  SU  den  radii  yectores  der  Bahn  aufstellen. 
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s 

80  hat  man 

s  a   3 

und  daher  wieder  die  frfihere  Gleichung  5). 


. , 


Hat  man  eine  Parabel^    welche  auf  das  System  der  Directrix 
als  zugeordnete  Durchmesser  bezogen^  deren  Gleichung  also 

ist,  so  ist 

«'=0,  ß'=0,  y'=0,  «'  =  0,  (o:^2+2Ä'a:,  piy,  g:8',  S:»; 

/^'zsSö  — 3^a    oder    Wx—y^, 

Q  =  ö'co  oder  8'(y^  +  28\z)  , 

Q'=ycö— 6d'Ä  oder  y(y^-i8'x), 

R=^&y. 
Die  Gleichung  der  Umhüllungscurve  ist  demnach 
Ä:y  [3ö%2_45/^)_^2y2]2  -^  [^38^y(y^-i8\x) + Ö'^yiy^+^d'x)] 

reducirt: 

(3^2_ß5/^)2-  (2^2_4^/^)  (y^-78'x) , 
y^-Uö'xy^  +  36^'2^2--^4_ii^/^2^2  ^  285'2ar2, 

3^«  — 8Ä'a:  =  0, 

eine  auf  dasselbe  System  der  Directrix  bezoigeiie,  der  Bahnpara* 
bei  entgegengesetzte  Parabel  mit  dem  vierfachen  Parameter  der- 
selben. 


2ß7         ^  ' 

Zum  Schlüsse  soll  noch   die  UmhöUangscürve  der  Bahnpara 
bei»  zu  welcher  die  beiden  Geraden  des  Systems  d«r  Directrix  Taii* 
genten   sind,    bi^trachlet  werden.    Bezeichnen  a  und  b  die  Seg- 
mente, welche  die  Bahnparabel  auf  den  beiden  Tangenten  bestimmt, 
so  ist  ihre  Gleichung  bekanntlich 


■Vf+\^f='. 


woraus 

^--i/"^      oder     'f^-Sf^^^. 
dar'  —       I  bx'      *'*'®'     d<  —      \    6(a:-0 

Aus  der  Gleichung  tu  —  xy=iO  der  Asymptotenchorde  folgt 


so  dass  also 


du 
dt 

—  — 

u 
t* 

tt« 

a(^- 

• 

-«) 

<2  — 

b  {X 

-t) 

ist«    Substituirt  man  -~  für  u  in  letztere  Gleichung,  »o  resultirt 

t^   ^  öt'     X-'t      '  "^ 

o^_      ay' 
t*   '-"^öi  ' 

athi  a 


t  =  ~\ly.^. 


«=?=-v? 


[.;         «==?  =  -Vi:-^y«- 


Die  Gleichung  der  Umhüllungscurve  ist  demnach 


yß 


y+V  Ä^y 


TheS  XVII.  1» 


2<8 


1. 


Quadrirt: 

Hieraus  die  Kobikwurzel  gezogen: 


1  + 


1    aa:      Ix 


welche  Gleichung  sich  von  der  der  Bahnparabel  durch  die  Kubib 
wurzeln  statt  der  Quadratwurzeln  unterscheidet.  Die  Curve  hat 
dieselben  beiden  Tangenten  und  Tangentialpunkte ,  was  übrigens 
schon  aus  der  allgemeinen  früher  dargethanen  und  bei  allen  obi« 
gen  Fällen  ersichtlichen  Eigenschaft  der  ümhüUungscurven  hervor- 
geht ,  dass  sie  durch  die  Durchschnittspunkte  der  Bahn  mit  der 
Direcirix  gehen,  resp.  in  denselben  Punkten  berühren. 
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VI. 

reber  die  UTeper'scheii    nnd    €lanss - 
sben  €lleichuiij^eii  in  der  sphärischen 

Trigonometrie. 

Von 

dem   Herausgeber. 


I. 


Ah  ich  die^  in  dem  Aufsätze  Thl.  XVI.  Nr.  XVI.  mitgetheilte 
nfache  Herleitung  der  drei  ersten  Systeme  von  Grundformeln 
ir  sphärischen  Trigonometrie  gefunden  hatte ,  lag  der  Wunsch 
hr  nahe,  eine  eben  so  leichte  Herleitung  des  vierten  und  fiinf- 
n  Systems  von  Grundformeln  der  genannten  Wissenschaft^  näm- 
h  der  nach  Neper  und  Gauss  benannten  Gleichungen,  zu 
«itzen,  da  alle  bis  jetzt  —  wenigstens  mir  —  bekannten  Her- 
^tuDgen  dieser  Formeln  keineswegs  so  einfach  und  leicht  sind, 
e  man  im  Interesse  des  mathematischen  Unterrichts  wünschen 
Ichte,  und  mancherlei  zum*Theil  ziemlich  künstliche  Verwand- 
Hgeo  in  Anspruch  nehmen.  Meine  ersten  in  dieser. Beziehung 
gtefftellten  Versuche  hatten  jedoch  nicht  den  gewünschten  Erfolg, 
3  (eh  legte  die  Sache  wieder  bei  Seite.  Eine  gelegentliche 
ilerbaltung  mit  einem  geschickten  Gymnasiallehrer  der  Mathe- 
iäk|  In  welcher  derselbe  meiner  trüheren  Bemühungen  mit 
künaiicher  Anerkennung  gedachte,  und  bemerkte,  dass  auch  ihm, 
Ae80Ddere  bei  dem  Privatunterrichte  von  Leuten,  die  sich  auf 
aktisch^  Staatsprüfungen  vorbereiteten.,  —  da  ja  wenigstens  auf 
euAsischen  Gymnasien  die  sphärische  Trigonometrie  nicht  mehr 
s  Glück  hat,  in  den  Kreis  des  mathematischen  Unterrichts  ge^ 
gen  zu  werden,  —  die  Neper'schen  und  Gauss'schen  Gleichu»- 
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gen  immer  Scbwierigkelten  gemacht  hätten,  ja  das«  er  sich.«  um 
seinen  ScbüLem  völns  verständJich  zu  werden  und  dieselben  tiicli- 
tig  zu  machen,  die  Prflfung  auch  in  der  i^härischen  Trigono- 
metrie mit  Gluck  bestehen  zu  können,  bei  d^m  Beweise  der  ge- 
dachten Glei€;hung^n  oder  Analogieen  zu  einer  Art  vpn  Schema 
seine  Zuflucht  zu  nehmen  genöthigt  gesehen  habe,  brachte  mir 
vor  einigen  Tagen  diesen  Gegenstand  wieder  in  Erinnerung,  airi. 
ich  war, —  wie  ich  wenigstens  hoffe,  —  so  glücklich,  diesmal  eim 
Beweisart  zu  finden,  die  ich  für  so  höchst  einfach  und  leicht  halte,  dass 
ich  mich  jetzt  fast  wundere,  wie  dieselbe  bisher  mir  und  wahrscheiit*; 
lieh  auch  anderen  entgehen  konnte.  Diese  Beweisart  werde  icfc^ 
nun  im  Folgenden  mittheilen  und  zugleich  den  Weg  andeuten,  dei] 
man  bei  deren  Entwickelung  bei'm  Unterrichte  nach  meiner  Mei-I 
nung  am  besten   einschlagen  dürfte. 


n. 


Wenn  man  bei  dem  Unterrichte  zh  dem  zweiten  Systeme  t< 

Grundformeln  gelangt  ist,  so  führt  das  Bedurfniss,  diese  Forme 

zur  logarithmischen  Rechnung  bequem  einzurichten,  sogleich  m 

ohne  die  geringsten  Schwierigkeiten   zu  den    allgemein  oekannl 

und  in  jedem  Lehrbuche  der  sphärischen  Trigonometrie  .sich 

denden  Formeln   für    die  goniometrischen  Functionen  Aer  hall 

Winkel  des  sphärischen  Dreiecks,  nämlich,  wenn  wie  gewuhnlic 

l 
s  =  q(a+b+c)  gesetzt  wird,    zu  den  Formeln:  ^ 


cos 


1  ^  _^/s\nssm(s — a) 

2  ""▼        sin6sinc 


sinry  A 


sin(s~b)s'm(s  —  c) 


sin6sinc 


sin(5 — 6)sin(*  —  c)  ^ 


tang7,  ^=:V  -; — -, 7^ r 

^  i  T      *   sinÄSin(Ä— a) 

und  in  ähnlicher  Weise  für  die  übrigen  Winkel  des  Dreiecks. 

Nachdem  man  aber  diese  Formeln  gefunden  hat,  liegt  dd*] 
Gedanke  nicht  fern,  auch  für  die  goniometrischen  Functionen  defj 
halben  Summen  und  Differenzen  zweier  Winkel  des  sphäriscbeft[ 
Dreiecks  bequeme  Formeln  zu  haben ,  und  weil  aus  dem  Cosinoi^, 
und  Sinus  sich  immer  leicht  die  Tangente  oder  Cotangente  ergiebti 
so  greifen  wir  natürlich  zunächst  nach  dem  Cosinus  und  Sion»j 
der  halben  Summe  und  der  halben  Differenz  zweier  Winkel  UDse-j 
res  Dreiecks, 'und  entwickeln  dieselben  wie  folgt. 

Bekanntlich  iwst 


2»! 

t 

Dach  den  obigeii  Formeln: 


»2 


1  -^  4 rsin5siD(s— 'C)    ATsin^sipC^— 6) 

2^  ^         T       sin6sinc        ▼       sinasinc 


.4 /'sin(s— 6)sin(s—c) ^ 4/"sin(s— a)sin(s — c) 
T  sinftsiDC  If  sinasinc 


sin«  -|-  sin  (5—- 0)4 /  sin(5 — a)sin(«— ^) 


V 


sine  T  sinasin6 

.1  ,       1   , 

— 1 i —  ''"2  ^ 

siq^TCCOSä^ 
cos  qC  sin  (s  —  ö  c)         I 

~n — i — «'"2^ 

sin^ecoB^c 

cos  2(0+*)         ] 
j sin  5  C 

cos^c 

1 

sin^Ca+Ä)         I 

— 1 sin  2  t^; 

sin  2  <^ 


2^  T  s'in/mnc  T       sinaeinc 


So  haben  wir  also  in  zwei  Zügen  die  vier  Gauss'schea  f 
chnngen : 


co8^(A  +  B)co8^<y 


a(o  +  *JiBi0  5<; 


siP5(^  +  Ä)co8^c=co8^(a— 6)CM^6, 

cos  ^(A  —  B)aiaä  c=»ia  0  (a  +  A)8in  -  C, 

e\Bs(A~B)  sin  ac^iräi  ä  (d — d)co8  ^  C 
gefnndeo. 

Um  nuo,  nach  der  schon  oben  geroachten  Andentung,  1 
Formeln  Sät  die  Tangenten  der  halbeü  Sumroe  und  der  ha 
Differenz  zweier  Winkel  zu  erhalten,  dividireo  wir  mit  der  er 
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der  vier  vorhergehenden  Gleichungen  in  die  zweite,  mit  der  drit 
teo  in  die  vierte.    Dies  glebt: 

j  cos  2  (a— 6)        2 

iaBg^(A+B)=z j cot 2^  C, 

cosg(a+6) 

j  sin  2(0—6)        j 

tang  2  (A-B)  = j cot  2"  C. 

sin  2  («+*) 

Der  Gedanke  liegt  endlich  nahe,  Aehnliches  auch  ffir  die  Sei- 
ten des  Dreieoks  zu  leisten.  Deshalb  dividiren  wir  noch  mit  der 
ersten  Gleichung  in  die  dritte,  mit  der  zweiten  in  die  vierte. 
Dies  giebt: 

I 

^  cos  ^  (AS)        ^ 

*Äng2  (a  +  6)==  — j taogg^c, 

C0S2  (-4+Ä) 

I  Binj^(A^B)         j 

'  *ang  o  («  — *)  =  — I '—  tang  ^  e. 

Bin^(A+B) 

Die  vier  vorhergehenden  Gleichungen  sind  die  Neper'schen 
Gleichungen,  und  so  ist^  die  ganze  Sache  in  der  kürzesten  Weise 
vollständig  abgethan. 

in. 

Man  möge  mir  verzeihen,  wenn  ich  jetzt  behaupte,  dass  so- 
wohl die  Gauss  sehen,  als  auch  die  Nepe/sohen  Gleichungen, 
streng  ffenommen  und  in  gewissem  Sinne,  blosse  Identitäten  sind, 
was  8icik  auf  folgende  Art  nachweisen  lässt. 

Die  Crauas'schen  Gleichungen  kann  man  nämlich  auf  folgende 
Art  schreibe: 
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Hebt  man  io  diesen  Gleichungen  auf,  was  sich  aufheben  lässt, 
so  werden  dieselben: 
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Ich  glaube  hiernach  id  der  That  nicht  au  viel  zu  behaupteo, 
wenn  ich  behaupte,  da«a  sowohl  die  Gauas'sclieii,   ab  auch  die 
Neper'schen   Gleichungen ^   streng  genommen,   blosse  Identitäten 
sind,  was  freilich  von  sehr  vielen ,  meinetwegen  von  allen  mathe- 
matischen Gleichungen  gilt;  es  kommt  am  Ende  nur  auf  den  gros- 
seren  oder   geringeren  Grad  der  Leichtigiseit  an,    mit  welchem 
dieselben  identisch  gemacht  werden  können.  Im  obigen  Falle  liegt 
aber  die  Identität  gewiss  sogleich  vor  Augen,  wenn  man  die  Sache 
cur  aus  diesem  Gesichtspunkte  betrachtet,    und  gleich  von  vorn 
herein  davon  ausgeht,   die  genannten  Gleichungen  auf  die  Form 
identischer  Gleichungen  zurückzuführen,  wie  ich  im  Vorhergehen- 
den gethan   habe.    Das  Vorhergehende  kann   natürlich  auch  als 
ein  neuer  Beweis  der  in  Rede  stehenden  Gleichungen  gelten. 


IV. 


Ueberhaupt  fuhren  solche  Identificirungen  wie  die  vorherge- 
henden manchmal  zu  bemerkenswerthen  Resultaten,  und  man  soute 
mehr  auf  dieselben  achten ,  und  sie  5fler  in  Anwendung  bringen, 
wie  ich  jetzt  noch  an  ein  Paar  Beispielen  zeigen  will.. 

Die  Identität  der  Gleichungen 


•  /        . 4  rsm(5— 6)sin(«— c)        .  ,      ..a  rsin(5— a)sin(«--r) 
^        -^  f       sin«sin(« — a)  v        sin*8in(5— o) 

4  rsin(5— a)8in(^— 6) 

^       'K       sin^in(«— <?) 

Iftllt  auf  der  Stelle  in  die  Augen,    weil  dfese  Gleichungen  nichts 
[weiter  sind  als  die  Gleichungen 

8in(5 — a)sin(5 — 6)sin(* — €)-=!  \  sin(«— a)sin(5— 6)sin(*-— c) 
=  Vsrn(ir — a)  sin(5— 6)  sin(« — c) . 

lie  in  Rede  stiehenden  Gleichngen  führen  aber  mittelst  der  aus 
^m  Obigen  bekannten  Formeln  für  die  Tangenten  der  halben 
Inkei  auf  der  Stelle  zu  den  Gleichungen 

m 

sid(s — n)  tang  ^  A=6\n(s — 6)tang  ^  B=  sin(s — c)  tang  5-  C . 

Eben  so  leicht  erhellet  die  Identität  der  folgenden  drei  Glei- 
dioBge^ : 


Min(s' — a) 


,    4|  sin(jf — a)sin(s  —  c)  ^  4/"sin(#---  ci)sin(f — >ö) 

1        sinssin(« — 6)  1        sinAsin(«— <) 


h!Bin{.-Ä)  =  sm»\        sln»sin(s~c)  \    "  siDV8iu{i-^r ' 

Bi  .    *r8in(s— i)sln(j-p)   *  r8iD(»-«)6in(j— e) 

lup  ist  nach  bekaonten  Formelu: 

G^^  siii(ii — a)  =  Biiijtang2  ßtang^  C, 

I  sm{s — (i)  ^sinstaüff  ^  Oaiig  ^  J  , 

I  sm(s—c)=siasiang^Atiing^B. 

In  diesen  Gleichungeo  sind    aber  die  Neper'sclien  :inaIoeiH 
entbititen,    oder  aus   denselben  sitid  diese  Anuiogieen  sehr  (eicl 


abzuleiten.     Denn  zuerst  ist 


fc"""'"-.""'*^Wijii~-*"<'^^'^--»""«  »(.,_,,,;< 

I..g|^±t..g^g   _  .li.(.-t)j:.ii.(.-.) 
j    ■  psins-ccofln  (o— A) 


also  durch  Division: 

sinjU+B) 
Ferner  iet 


=  tang-2(o-6)cot2  t 
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tang  ö-^taog  5-  Ä  =  -~j— - . 


sin« 

,  wenn  man  diese  Gr5ssen  von  der  Einheit  subtrahirt  und 
selben  addirt: 

1 

cos  TT  (^iiB)  •     -r-    •    /         \ 

___±_____ sin«j8in(*--c) 

1   .       I  -^  sin«  * 

cos  (j  ^cos  nZ» 

1 2  sin  rt*  c  cos  o  (ö+^) 
cos^  (A±B)         Y^  ^^ 

cos  rt  ^cos  5-  B      .  l2cos  o  c sin 2(0+  b) 

I % ;  ' 

V  sin« 

irch  Division: 

— I — -  =  tang  ^  (a+Ä)  cot  ^  c . 

coB^{A+B) 

un  nach  dem  Vorhergehenden 

ain  ^(A+B)  .     2  sin  2  ccos  g- (a— 6) 


1^.1»  sin(«— a) 

cos  Q-  iism  2  ^ 

1  11 

cos9-(i<+Ä)  2sin2  cco«9  («+6) 


CO^Q^COSn^ 


sinöC-^— -B)        2  COS  ^csiß  2  (<*""*) 

1^.1  «~  sin(#— a) 

coso^-^sino^ 

1 

COSoCi^— fi)  cj  1  .       1    ,       .   JLN 

i  2cos  5-  c  sm  ö"  (a+o) 

1  1  ^      z 

coSö^^O'Sa  B  sin« 

xvn.  19 


ist;  M  erliSh  nuui  direh  DMtlo«:'- 

ta»gj-M+10cotyÄ=-T— -  .^jP^» 

co8g-(a-f6)       ^ 

^  .  «Ib  Je»»*)     ^       ' 

Aber  Bwb  den  .OUgtt; .  ■  •,-»,'...  .;•> 


«. :     » 


Än«f.^*^f  C=*a^r:  ;,, 


AUio«  wenn  man  muItipMrt: 


l  1         ^^5  («-^^ 


^  M  < 


t  1  »in2^^^*) 

«m  2  (a+6) 

So  ist  man  jetzt  wieder  zo  den  vier  Neper'schen  Gleichaoge 
gelangt. 
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va. 

Lefclitfassliclie    Honstrnktion    einer 

naelie     des    zweiten    Grades  ^    von 

welcher  neun  Punkte   beUetiiff 

gregreiben  sind. 

Von 

Herrn  Fr,  Seydewitz, 

OherleiHfer  am  Gymoasimn  tn  HeÜigenttadt. 


(Vgl.  die  Abhandlong  im  9ten  Theii,  S.  168-^214.) 

k.  Aufgabe    1. 

[.    Wean^   vc 

itei  tn  ihm  ■■«^^■i««^,  ^.»«»..v.^.  u.^..,  «,^M.sm^.uv..«.  ^ 
lerade  A,  At  una  irgend  drei  Punkte  €e,ß,y  desselben 
liteben  sind,  alle  übrigen«   in  ihm  liegenden  Geraden 


Wenn    von    einem   einfachen    Hyperboloid    irgend 

liegende,    einander    nicht  schneidende 


finden. 


Auflösung. 


Darch  die  zwei  Geraden  A,  At  und  die  drei  Punkte  a,  ß,  y 

man   die  ^ei  Paar  Ebenen  Aa  und  Aia,  Aß  und  Aiß,  Ay 

jL^i  CO  erhält  man  als  Durchschnitte  dieser  letzteren  drei 

Gerade  a^b,  e  oder  A'y  A\i  A*^.    I^egt  man  nun  durch  zwei 

vt  neuen  Geraden,  z.  B.  durch  A*  und  A\j  und   durch  jeden 

Ihikt  der  dritten  (i^a)  neue  Ebenenpaare,  so  bilden  die  £Mjn*h- 
bitte  A%t  A^,  A^,...  dieser  Ebenenpaare  die  eine  Schaar  der 
kki^en  eines  einfachen  Hyperboloids,  zu  welcher  auch  die  ge- 
kbenen»  A  und  At,  gehören;  und  legt  man  wiederum  durch  A 
jil  A%  und  jeden  Punkt  einer  beliebigen  dritten,  zur  nämlicb^^ 
ptmst  ffehO^^ü  Geraden,  z.  B.  der  ^,  welche  durch  y  g' 
l^anoere  l^nenpaare,  so  bilden  die  Durchschnitte  dieser 
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teren^  Däiiilieh  dy  e,  /...  oder  A'^,  A\y  A'^^,.  die  andere  Schaar 
Gerader  desselben  Hyperboloids ,  zu  der  auch  die  a,  b^  e  oder 
A\  A'i,  A'2  geboren. 

Beweis. 

Denn  die  drei  Geraden  A'y  Ai\  A^  werden  von  sämmtiicbeo 
Geraden  A,  Ai,  A^^  A^,  A^,,*,,  und  die  drei  Geraden  A^  Ai,  Ä^ 
werden  von  sämmtlichen  Geraden  a,  b,  c,  d,  6.  /...  geschnitten 
(Tbeil  IX.,  S.  189.  Anm.) 


Aufgabe  2. 

Wenn  von  einem  einfachen  Hyperboloid  irgeiJ 
zwei  in  ihm  liegende,  einander  schneidende  Gerade 
^A,  A'  und  ausserdem  vier  Punkte  a,  ß,  y,  d  desselbei 
beliebig  gegeben  sind,  alle  anderen  in  ihm  liegende! 
Geraden  zu  finden. 


Auflosung. 

Man  lege  durch  drei  der  gegebenen  Punkte  (Taf.IL Fig.  l.),z.B.diireh 
^»  ß*  y*  eine  £bene,   welche  die  Geraden  Ay  A'  in   den  PontM; 
By  £  schneidet;  ferner  durch  den  vierten  gegebenen  Punkt  d  nlj 
durch   die  Gerade  A'  eine  £bene,  welche  die  vorige  in  der  Ga^i 
raden  e  schneidet;  denke  sich   durch  die   fünf  Punkte  ex,  ß,  f»  f» 
B  einen  Kegelschnitt  gelegt,   und   bestimme  mittels  des  mysti- 
schen Secksecks   denjenigen  Punkt  Bi,  in   welchem    die  Gerade 
e  denselben    zum  zweitenmal   trifft.      Diesen  Punkt  B^   verbiude 
man  jetzt  mit  dem  Punkte  8  durch   eine  Gerade  Ai  und    verfahre 
sodann  ganz  nach  der  voriii^eri  Aufgabe,  indem  man   die  Geradei 
A,  Ay  und  irgend  drei  der  Punkte  a,  ß,  y,  e  als  gegeben  betrachtet 

Beweis. 

Weil  die  Punkte  B,  Bi,  a,ß,  y,  s  einem  Kegelschnitte  an: 

fehüren,  so  bilden  die  Geraden  Ba,  Bß,  By,  Be  und  BiU,  ßift 
hy»  ^i^  ^^^i*  entsprechende  Strahlen  paare  zweier  projektivischeD 
ebenen  Strahibüschel  B,  Bi,  und  daher  die  Ebenen  Aa,  Aßy  Ay, 
Ae  und  Aia,  Aiß,  -^ij^,  AiS  vier  entsprechende  Ebenenpaare 
zweier  projektivischen  Lbenenbüschei  A,  A^.  Also  liegen  (nach 
Tbeil  IX.,  8.  180.,  Anm.  rechts)  die  vier  Durcbschnittstinien  die- 
ser Ebenenpaare,  worunter  auch  A'  ist,  nebst  den  Geraden  A, 
Ai  in  einem  und  demselben  einfachen  Hyperboloid. 


Aufgabe  3.  • 

Wenn  von  einem  einfachen  Hyperboloid  eine  ein- 
zige in  ihm  liegende  Gerade  A  und  ausserdem   seche 
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Punkte  ß,  y,  ö,  e,  tp,  a  desselben  beliebig  gegeben  sind^ 
alle  Sbri^en  in  ihm  liegenden  Geraden  uqd  insbeson- 
dere diejenigen  zu  finden,  in  welchen  die  durch  A  ge- 
legten Ebenen  die. Fläche  desselben  zum  zweitenmal 
schneiden. 


Auflosung. 

a)  Man  verbinde  (Taf.  II.  Fig  .2)  einen  der  gegebenen  Punkte,  z.B.  y.« 
mit  zwei  anderen,  z.  B.  e  und  (p,  durch  zwei  Gerade  E  und  F;  dann 
einen  der  drei  übrigen,  z.  B.  ö,  mit  den  zwei  letzten, J?  und  <r, 
durch  zwei  Gerade  35  und  9;  endlich  die  gegebene  Gerade  A 
mit  dem  Punkte  ß  durch  eine  Ebene,  welche  die  Geraden  E  und 
F  in  den  Punkten  €|  und  tp^  schneidet,  und  mit  dem  Punkte  a  durch 
eiae  Ebene,  welche  die  Geraden  F  und  E  in  den  Punkten  q>i 
«ndcs  schneidet. 

b)  Durch  den  Punkt  ^i  lege  man  jetzt  eine  Gerade ,  welche 
die  Geraden  Jb  und  F  beide  zugleich  schneidet,  nämlich  die  er- 
«tere  im  Punkte   ß\  die  letztere  in  q)^;  und    verbinde   ß^  mit  e, 

Tmit  s^  durch  zwei  Gerade,   welche  einander  in  einem  Punkte 
treffen  werden. 

r)  Aehnlicher  Weise  lege  man  durch  den  Punkt  Wi  eine 
Cerade,  welche  die  beiden  Geraden  &  und  E  in  den  Punkten 
C' «nd  €s  schneidet;  und  verbinde  a'  mit  q),  €3  mit  (p^  durch  zwei 
Cefade,  welche  einander  in  einem  Punkte  s  treffen  werden. 

d)  Eine  durch  die  Punkte  ö  und  s  zu  ziehende  Gerade  trifft 
^k  F  im  Punkte  61,  die  E  im  Punkte  Si»  Man  lege  durch  den 
Sfwkkt  61  'und  die  Gerade  \&  eine  Ebene,  und  durch  den  Punkt 
^  und  die  Gerade  &  eine  zweite  Ebene.  Diese  beiden  Ebenen 
-Woeiden  einander  in  einer  Geraden  Ai,  ausserdem  erstere  die 
Jäiene'Aß  in  einer  Geraden  ^0,  letztere  die  Ebene  Aö  in  einer 
Ceraden  9oy 

N  

e)  Man  betrachte  jetzt  die  Geraden  A  und  Ai,  wie  in  der 
Aufgabe  1.,  als  in  einem  einfachen  Hyperboloid  liegend,  dem  auch 
die  drei  Punkte  y,  ßo^  öq,  in  welchen  letzteren  die  Ebene  yeq)  von 
^  und  &o  geschnitten  wird,  angehören;  so  ist  dieses  das  ge- 
ioehte.  Legt  man  insbesondere  durch  den  Punkt  y  eine  Gerade 
jf,  welche  den  beiden  Geraden  JÜq  und  @o  begegnet,  so  wird 
jpe  Durchschnittslinie  je  zweier  durch  A  und  Ai  gelegten  Ebenen, 

Khe  einen  Punkt  der  Linie  M  gemein  haben,  in  jenem  Uyper- 
id  liegen. 

Beweis. 

Ausser  den  so  eben  bezeichneten  Punkten  ß^  und  a^  liegen 
ftuch  die  Punkte  B,  B^,  in  denen  die  Geraden  Ay  Ai  die  Ebene 
mp  schneiden,  sowie  sämnitliche  anderen  Punkte  der  Konstruk- 
noD,  mit  alleiniger  Ausnahme  der  Punictc  d,  ß,  c  und  derer  der 
|«faiie  i¥,  in  der  rlbene  ysg). 


yienpaare    zweier    Dreieck«.    -,.  „.     -  ,,.,-,.-       , _. 

aiuh  Öio  entsprechenden  Seilen  derselben,  nämlich  tißo  und  9)&|, 
V.E  und  tpab,  sßa  und  l>bi,  in  drei  Punkten  ip^,  1.^,  x,  welch«  ID 
einerlei  gerader  Linie  liegen. 

b)  Auf  den  drei  Convergeaten  Viptti,  VBi»,,  ^<fit  li^^n  i&t 
Eckenpaare  zneier  Dreiecke  ipiOatp  and  tjjSii;  aläo  schneiden  ricfa 
ihre  eulsprechenden  Seiten,  nämlich  ^lOn  und  {3I],  7|<p  und  m, 
ipa^  und  1*1,  in  drei  Punkten  tg,  913,  y,  welche  in  einerlei  geravtr 
Linie  liege». 

e)  Aus  o)  und  A)  Tolgt,  dass  die  vi<?r  Goinden  bs.  c^T-j»  'fti 
^fffl  durch  einerlei  Punkt  a:  (oder  5)  gehen. 

d)  Die  drei  in  gerader  Linie  liegenden  Punkte  %,  x,  qjg  dml 
<)ie  Durchschnitte  der  drei  Paar  Hauptgegenseiten  des  Sechsers 
BOnipycßo,  also  liegen  die  Punkte  B,  ffp,  9),  }>,  t,  ßa  auF  einem 
und  oemaelhen  Kegelschnitte.  Das  nämliche  gilt  aher  auch 
den  eecha  Punkten  fi|,  Of,.  (p,  y,  c,  ^q,  weil  dietlanpli;egenseitea 
des  Sechsecks  Bia^ipYsßc,  sich  paarneise  in  drei  Punkten  Ji,  3t, 
6|  schneiden,  die  in  gerader' Linie  liegen.  Durch  riinf  Punkte  d^ 
tp,  7,  £,  ßi,  geht  aber  nur  ein  einiiigeT  Kegelschnitt;  also  liego 
die  sielten  Punkte  B,  B^,  9,  y,  c,  ^g,  iTo  auT  einem  und  demsel- 
ben Kegelschnitte.  Es  sind  demnach  B,  Bi  die  Mittelpunkte 
-'-  -  rojektiFischen  ebenen  StrahIhSschel,  deren  enlspreeliendt 


Strahlen  nacli   den   Punkten  w, 
A.A.    "      '    ■ 


..  ^ehen,  I 


h 


entsprechende  Ebenen  durch  dieselben  fiiiif  Punkte  geheiL  Bf 
(lenkt  man  nun,  dass  die  Geraden  A,,  Ü)  und  &  vom  Punkte' 
ausgeben,  und  dass  die  Ebenen  Aßa,  Ajßa,  »eiche  sich  In  9t 
schneiden,  mit  den  Ebenen  Aß,  Aiß,  sowie  die  Ebenen  A<So,  Aitg 
die  sich  in  €So  si^bneiden,  mit  den  Ebenen  Ac,  Aiß,  zusamme» 
fallcn,  so  wird  man  aus  dem  vorher  Bewiesenen  den  Schtma 
ziehen,  dass  A,  Ai  und  M  drei  zu  einerlei  Schaar  gehörige  ti*- 
rade  eines  einfachen  Hj-perboloids  sind,  das  auch  die'  PonM* 
ß>  ?•  i,    E,  Q>i  ff  enthalt. 


Anmerkung  l. 


Im   Grunde  bandelt  es   sich   hii 
n  einem  Ebeneobfiscbel  die 


die  Aufgabe:  Wen 
;  A  und  ranfEIU- 
:^h  ranf  im  RaUM 
belieb! ggegebeneP unk tej3,y,ff,e,  qpgehen,  gegeben  Billil 
^urcb  einen  sechsten  gegebenen  Punkt  ä  die  Acb« 
Ai  eines  anderen  Ebenenbusch  eis  7.u  ziehen,  das  mit 
dem  ersteren  in  Ansehung  der  nach  denseHien  Punk- 
ten^, y,  0,  s,  g.  gehendenEbenenpaare  projeetivisch  a«l. 
Eine  sehr  einfache,  wenn  auch  zur  organischen  Konslruktion  mlO' 
der  geeignete  Analysis  dieser  Aufgabe  Teducirt  deren  AuflÜSUlS 
auf  die  lolgende:  Durch  vier  gegebene  in  einem  PuokU 
i  «onvergircnde  Gerade  Sß,  Sy,  öf,  d^  einen  Kegel  dW 
Veiten  Grades  zu    legen,    ivelcher   eines    gegebeae* 
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itnisties  f£big  ue'i;  und  iliesewiederetledit, 
laloge  Aufgabe:    Uurcli  rier  in  einer  Ebene  ge- 
gebene Punkte  einen  Kegelschnitt  zu    legen,  der   ei- 
8  gegebenen  DoppelverhällniKäes  fähig  sei. 

Der  {lartikulärste  Fall  nnd  der  Wortlaut  dieser  letzteren  ei nd 
■Ite  BeküUDte  aus  Euklids  Elementen  III.  33.  Dort  nämlicb 
icbloss  man:  Weil  alle  PeripberieTrinkel  über  einerlei  Sehne  des 
iLretMs  gleich  gross  sind,  und  deren  Grösse  nur  mit  der  des 
^reistis  selbst  sich  ändert,  so  ist  der  Kreis  durch  zwei  seiner 
Punkte  und  die  Grösse  des  zugebürigen  Peripheriewinkels  be- 
stimmt.  Und  hier  schliesst  man  ganz  ähnlich:  Weil,  wenn  von 
ter  Punkten  a,  ß,  y,  6  eines  Kegelschnittes  nach  den  ädrigen 
>anblen  B,  B,,  B^,  B^.  B^....  desselben  je  vier  Strahlen  a,  b, 
,  d;  d),  6|,  C|,  dt  ;  «z,  b.^,  r,,  d^;  Oj,  b^,  c^,  d^;  a^  64,  c«,  t^;... 
«aogea  werden,  die  Doppel  Verhältnisse 

sinne ,  siriad     sina^Ci  ,  sinnig 
s'möc's'inöd'  aiDÖiCi' ainbidt 

iSmmtlich  einander  gleich  sind ,  und  die  Grösse  derselben 
Kegelscfamtte  selbst  sich  ändert,  so  ist  der  Kegel- 
cbnitt  durch  vier  seiner  Punkte  und  die  Grilsse  des  zugehüri^eo 
^noppelvertiäitnisses  bestimmt.  Denkt  man  sich  einen  der  Punkte 
9,  B,  ....  %.  B.  B.,  mit  einem  der  Punkte  a,  ß,  y,  ö,  z.  £.  mit 
;,  ideotisch,  so  iällt  der  Strahl  %  in  die  Tangente  bei  a,  und 
ie  Strahlen  b^,  c^.  d^  in  die  Geraden  aß,  aY,aS;  ist  also  ausser 
len  Punkten  a,ß,y,ö  irgend  ein  Donpelverhältniss  durch  vier  be- 
lobige Strahlen  a',  b'.  c',  d'  eines  Punktes  B'  (oder  auch  durch 
1er  Punkte  einer  Geraden,  vier  Ebenen  eines  Ebenenbüscfaels) 
egeben,  so  hat  man  nur  zu  setzen : 

B(a;  b;  c',  d-)  =  Bt(ai,  64,  c,,  d^), 

U  äen   drei    gegebenen    Elementen  paaren    b'  und  ft«  oder  aß,  c' 
^  '  ider  ay,  d'   und  d^  oder  «0    das  dem    a'   entsprechende 


ligfstflr^^^^^ 


llement  a«  zu  Sachen  und  sofort  durch  die  Punkte 
Bn  Kegelschnitt  zu  legen,  welcher  die  Gerade  «4  ir 
wird  dieser,    und  zwar  nur   dieser  Kegelschnitt    in   Ansebunt 


fürt; 

lung 

Punkte  a,  ß,  y,  ä  des  gegebenen  Doppel  Verhältnisses  Hihig  sein. 

B«im  Kreise  sind  die  StrahlbOscbe)  B,  /f , ,  B^,  S^,  B^... 
,£"  projektiviscb  -  gleich  ,  das  System  je  zweier  also  schon 
ircb  ein  Paar  ent.<«prechende  Strahlen  bestimmt,  d.  b.  gibt  man 
Ä  Bosser  den  Punkten  u,  B,  B^  des  Kreises,  wodurch  zugleich 
e  Stiablen  a  und  Oi  gegeben  sind,  gana  lieitebig  noch  die 
trählen  b.  c,  d...  des  Strahlbüscbeis  B,  so  sind  hierdurch,  we- 
ba  der  Gleichheit  der  Winkel  ab,  ac,  ad...  und  a^bi,  atC,,  a,dj..., 
ch  die  Strahlen  A|,  t'i,  r^...,  und  millels  dieser  die  Punkte  ß, 
9...  gegeben.  Während  also  im  Falle  des  Kegelschnitts,  wo 
8  System  jener  projektiv! sehen  Strahl bflschel  B,  Bi  durch 
«i  Paar  entsprechende  Strahlen  lieslinnnt  ist,  zur  Konstruktion 
.Bsciben  vier  Straiblen  a',  b',  c',  d'  eines  Slrablbüscbels  £'  und 
|er  Ponicte  a,  ß,  y ,  S  des  Kegelschnittes  gegeben  sein  müssen. 


i 


wird  man  zu  der  des  Kreises  nur  zwei  8trabl«t  a',  h'  vpa-B 
d.  ii.  einen  Winkel  B'  und  zwei  Punkte  «,  ß  des  Kreises  ils 
gegeben  ansehen  dürfen,  und  man  erliäit  den  Kreis,  ganz  ähnlich 
wie  den  Kegelschnilt,  indem  man  im  Punkte  a,  als  Scheitel,  an 
den  Strahl  aß  den  Winkel  «'6'  anlegt  und  die  so  erhaltene  Gerade 
'«4  als  Tangente  des  Kreises  behandelt. 

Kehren  vrir  nach  dieser  Er5rteruiie  zur  obigen  Aufgabe  zii' 
tfick,  so  bietet  sich  sofort  folgende  AullQ^^une  dar:  Man  schneid« 
die  Strihlen  Sß,  Sy,  Öe,  Sf,  orp  durch  irgend  eine  Ebene  iu  den 
Punkten  b,  c,  s,  e,  f,  und  lege  einmal  z.  B.  durch  vier  Punkte 
b,  c,  5,  e  einen  Kegelschnitt,  welcher  des  durch  die  Ebenen  Aß, 
Ay,  Aa,  As  gegebenen  Doppelverhäitnisses  lahig  ist,  und  dann 
wreder  durch  die  Punkte  b,  c,  s,  f  einen  Kegelschnitt,  weichet 
des  durch  die  Ebenen  Aß,  Av,  Aa,  Aip  gegebenen  Doppel  Verhält- 
nisses fähig  ist,  und  suche  den  vierten  gemeinschartlichcn  Punbt 
Bi  dieser  Kegelschnitte ,  so  ist  die  Gerade  iBi  die  gesucllte 
Achse  Ai. 

Fallen  diese  beiden  Kegelschnitte  zusammen,  so  gibt  es  nn- 
zShlige  Achsen  Ai  und  daher  iiuch  unzShlige  einfache  Hyp^rtio- 
loide  der  Art,  wie  sie  die  Aufgabe  3.  fordert.  Dann  aber  ist  das 
System  der  gegebenen  Elemente  A,  ß,  y,  S,  t,  ip,  a  uiebt  beiiebis, 
Ist  dagegen  diese  letztere  Bedingung  erfüllt,  so  gibt  es  nur  ein 
einziges  Hyperboloid  der  verlangten  Art. 


Ann 
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Das  so  eben  über  die  Bedeutung  von  Euklids  Eiern.  III.  Si. 
Gesagte  bestätigt  von  Neuem  die  Ansicht,  dass  die  Unterschti- 
düng  einer  Geometrie  der  Alten  und  der  Neueren  nicht  stichhid- 
tig,  dass  vielmehr  die  gesammte  geometrische  Erkenntniss,  sowie 
alle  Erkenntniss,  ein  ununterbrochener  Fortschritt  vom  besondeni 
Gebilde  zum  allgemeinen  Gesetz  ist.  Ihre  Gewissheit,  in  Besi^ 
auf  ihren  Anfang  und  daher  auch  auf  ihren  Fortschritt,  benibt 
ausser  den  allgemeinen  Gesetzen  des  Denkens  and  den  niathe- 
malischen]  Axiomen  auf  der  Einfachheit  ihrer  Elemente,  der 
zuerst  betrachteten  Gebilde,  sowie  auch  der  Physiker  vertraut, 
den  Grund  der  Ergcheiuungen  um  so  sicherer  zu  erfassen,  je 
mehr  er' glaubt,  beim  Funnamentalexperiment  die  Faktoren  der- 
selben auf  ein  Minimum  zurückgeführt  zu  haben;  und  er  würde 
sich  eines  ebenso  exakten  Wissens  wie  der  Geometer  rühmea 
dürfen,  wenn  er  gewiss  wäre,  an  seinen  Elementen,  welche  die 
Natur  ihm  liefert,  einen  ebenso  unvermischtcn  Sloff  zu  besittea. 
als  dem  Geometer  die  seinigeu  durrh  die  innere  Intuition  gegeben 
werden.  Diese  Gewissbeit  aber,  welche  uns  unser  Anlatlig. 
das  elementare  Verfahren,  gibt,  und  die  dem  Zweifel  gegenBber 
unerschütterlich  ist,  schreitet  zum  Bewusstsein  des  PrincifM 
der  Wissenschaft  selber  fort,  indem  beim  jedesmaligen  Rück- 
blick auf  den  zu  rück  gelegten  Weg  —  also  nicht  etwa  bloss  vom 
Standpunkt  der  Keueren  aus  —  das  gefundene  Gesetz  sich  al« 
den  Grund  der   früher  betrachteten  Formen  und  ihrer  Eigenschaf- 
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ten,  als  seiner  Besonderheiten  ^  zeigte  während  es  zugleich  Aus- 
ffangspnnkt  zur  Erkenntniss  weiterer ,  allgemeinerer  Gesetze  wird. 
Tritt  nun  diese-  Beschäftigung  mit  allgemeinen  geometrischen 
Princtpien  vorzugsweise  bei  den  Neueren  hervor,  so  ist  dieses 
nicht  als  eine  Manier  derselben,  sondern  als  das  nothwendige 
Resultat  der  Wissenschaft  selbst  anzusehen,  und  nur  das  würde 
Tadel  verdienen,  wenn  man  bei  derartigen  freieren  Excursionen 
der  bleiernen  Gewichte,  welche  Euklid  der  Geometrie  an  die 
Füsse  gebunden  hat,  meinte  entbehren  zu  können. 

Aufgabe.  4. 
Durch   neun  im   Raum    beliebig  gegebene    Punkte 


chem  derselbe  die  Fläche  zum  zweitenmal  schneidet;  und  insbe- 
sondere 

2)  diejenige  Ebene  zu  finden,  welche  die  Fläche  im  Punkte 
Dl  oder  D  berührt. 


Erste  Auflösung. 

*  (Taf.  U.  Fig.  3.) 

ä)  Man  bilde  aus  den  Punkten  D  und  D^  und  aus  irgend 
zweien  der  übrigen,  z.  B.  a  und  ö,  ein  Tetraeder,  dessen  Kanten 


Da  und  D<s  mit  A  und  A'  bezeichnet  werden  mögen;  und  lasse 

_  .^en  gegebene 

9),^zunächst  ganz  ausser  Aci 


irgend  einen  der  lünf  übrigen  gegebenen  Punkte,  z.B. 

cht. 


gMan  konstruire  ein  einfaches  Hyperboloid  p,  in  welchem 
erade  A  und  die  6  Punkte  Z>i,  <s,  ß,  y,  d,  e  liegen,  d.  h. 
man  suche  die  durch  den  Punkt  />i  gehende,  mit  A  zu  einerlei 
Schaar  gehörende  Gerade  Ai  und  ausserdem  irgend  eine  dritte 
Gerade  M  von  derselben  Schaar  de^  Hyperboloids. 

c)  Man  konstruire  ein  zweites  einfaches  Hyperboloid  p^  in 
welchem  die  Gerade  A'  und  die  6  Punkte  Z>i,  a,  p,  y,  d,'  s  liegen, 
d.  h.  man  suche  die  durch  den  Punkt  Z>|  gehende,  mit  A'  zu 
einerlei  Schaar  gehörende  Gerade  Ai  und  ausserdem  irgend  eine 
dritte  Gerade  M'  derselben  Schaar. 

d)  Die   unter    b),  und   c)   gefundenen    Geradea  Ai  und   Ai 
■cboeiden  die  der  Ecke  Di  gegenüberliegende  Fläche  Daö  des 
Tetraeders  bezüglich  in  den  PuoKten  Bi  und  Bi.    Man  verbinde 
den  Punkt   Bi   mit  dem   Punkte   ö  durch  eine  Gerade  A^*,  und 
den  Punkt  Bi   mit  dem  Punkte  a  durch  eine  Gerade  A^» 

e)  Jetzt  endlich  lege  man  durch  die  Gerade  A  und  den  bis- 
her vernachlässigten  Punkt  9  eine  Ebene,  welche  die  Gerade  M 
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im  PuDkte  f  schneide;  und  verbinile  diesen  I 

den    Ai    durch    eine    Ebene ,    welche    die   Ebene    Dae  i»  eineö    ' 

Nlrahle  fi  des  Punktes  Bi  schneidet 

Uesgteichen  lege   man   dorch  A'   und  9)    eine  Ebene,   welcbi    | 
die  (ierade   jt/'  im   Punkte    f'  schneide,  und    verbinde  ?   mit  A' 
durch  eine  Ebene ,  welche  die  Ebene  IJaa  in  einem  Strahle  f| 
des  Punktes  ß,'  schneidet. 

lege  man   durch   den  Dnrchschnittspankl  a,    der  beiden 
Siruhleii  /;  und  /,'  und  durch  die  Punkte  9  und  />,  eine  Ebene, 
eiche    die  Ebene  Daß  in  der  Geraden  f^    und    die  Geraden  A^ 
I3'  in  den  Punkten  f^,  h'  schneidet. 


^^^^B  f)  Ist  nun  g  irgend  ein  Strahl  des  Punktes  D,   auf  welchen 

^^^H  ^in  zehnter   Punkt    %  der  Flache  gesucbt  tvird,  so  verfahre  man 

^^^^B  in  Bezug  auf  den  Punkt  ji  zunächst  ebenso  wie  unter  e)  InBeing 

^^^H  auf  den  Punkt  <p,  d.  h.  man  lege  durch    A  und  g,  A'  und  g  zw» 

^^^F  Ebenen,  welche  die  M,  M'  in  %  g'  schneiden,  mittels  deren  flo- 

^^^^  fort  die  Strahlen  <7,  y'  und   deren    Dnrcfaschnittspunkt    f_x    sidi«r- 

r  gehen. 

o) Der  Slrahlji  schneide^' imPunktegj und  derStrahl^i'denStrahl 
/■j  im  Punkte  Sa'.  Man  verbinde  die  Punkte  f^  und  g^'  mit  einan- 
der durch  eine  Gerade,  weiche  die  Gerade  A^  im  Punkte  flj' 
trifft,  diesen  Punkt  sodann  mit  x\  durch  eine  Gerade  »,,  welche 
die  A^  im  Punkte  Sa  trifft. 

Oder  aber:  man  verbinde  f^'  mit  g^.  wodurch  man  auf  j^ den- 
selben Punkt  gj  erhält,  und  g»  mit  f^,  wodurch  man  auf  4I,  den- 
selben Punkt  flj'  als  vorher  erhält. 


Oder  endlich:  man  \ 
werden  diese  Geraden  A 
teil  ga'  und  g^  treffen. 


le  die  Geraden   f^  g^'  und  f/  ^,  so 
md  Ai^  resp.  in  den  nämlichen  Puub- 


diess  so  ist,  so  wird  man  auch  statt  Alles  dessen 
beschreibe    ein  vollständiges  Viereck   fc  Ji 


Und 
■  Hagen  künnen;  Man  beschreibe  ein  voliständtges  Viereck  ^  J» 
fc'  Sg,  dessen  drei  Paar  Gegenseiten  A^  und  A^,  fa  und  ^ 
(^  gg'  und  fa'  Sa  resp.  durch  die  drei  Paar  Gegenecken  ß,"  and  Bi. 
tpy  und  Xi,  gj'  und  gj  des  von  den  Geraden  /i,  gx,  ^',  5,'  ge- 
bildeten vollständigen  Vierseits  gehen. 

AI  Sofort  lege  man  durch  den  Punkt  />,  und  die  Gerade^ 
eine  Ebene,  so  schneidet  dieselbe  den  gegebenen  Strahl  g  in  den 
gesuchten  Punkte  5;. 

i)  Um  nun  auch  diejenige  Ebene  zu  finden,  welche  die  Flärhe 

Punkte  Z>,  berührt,  so  verfahre  man  in  Bezug    auf  den  Strahl 

^/JDi    des   Punktes  D  chenso,  wie  unter  /),  i?)  und  A)    in  Bezug 

uuf  den  Strahl  g.     Uiejenige  Ebene,   welche  der  unter  fi)    dutun 

&i  nnd  g^  gelegten  analog  ist,  wird  die  gesuchte  sein. 
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Beweis. 

a)  Es  seien  a,  s,  b,  e,  d,  e^  f,  g,  y»—*  beliebige  and  beliebig 
viele  Strahlen  des  Punktes  D,  von  denen  die  sieben  ersteren 
durch  die  gegebenen  Punkte  €c,  a,  ß,  y,  i,  s,  ^  gehen.  Man 
denke  sich  einerseits  durch  die  Gerade  A  und  die  Strahlen  a, 
s,  b,  c,  df  €,  f,  g,  m«....  Ebenen  gelegt«  welche  die  Gerade  M 
in  den  Punkten  a,  s,  h,  c,  0,  e,  f,  g,  m....  schneiden  und  selber 
mit  a»  e;  ß^  y»  i»  h  9»  Tt  ^'•••«  beseichnet  werden  mOeen;  ande- 
rerseits durch  die  Geraoe  A'  und  dieselben  Strahlen  aie  Ebenen 
«*•  <^j  ß'9  /»  d',  «',  q>%  y,  ^'...,  welche  die  Gerade  ilf'  in  den 
Punkten  a\  d^  b^  c',  Cr  e',  f>  gS  m'-..  schneiden;  sofort  durch 
die  Gerade  Ai  und  die  Punkte  a,  d,  b,  C,  D,  e»  f,  a«  m...  die 
Ebenen  «i,  ai,  /^,  yt,  di,  Si,  (pi,  xi»  ffi  ««m  welche  die  Ebene  />atf 
in  dem  Strahlhüschei  Bi  mit  den  Strahlen  (ti^  si,  bi,  iSi,  di,  Cif 
£»  9u  ^p***  ^^°^^^^«  u"d  endlich  durch  die  Gerade  Ai  und 
die  Punkte  a',  s',  b',  c',  y,  e',  f ,  g',  m' ....  die  Ebenen  Ui',  Ci', 
fix»  yi$  ^i'>  h\Vi's  txi  f*t''»'9  welche  die  Ebene  Dcca  in  dem 
iStnihtbfi^chel  JB^/  mit  den  Strahlen  a/>  1/,  bi'»  g\,  di\  Ci',  fx\ 
9\9  tih''***  schneiden. 

Demnach  ist 

A{a,  0;  ß,  y,  <,  e,  9,  %,  |x...)=ilf(a,  6,  b,  c  Ö,  e,  f,  g,  m...) 
=2*1  («1,  tfi;  A,  yi,  ^1,  ei,  g>i,  ;ji,  fi^...) 

^-^  (oj,  jj,  Äj,  C|,  c^i,  «1,  /t,  ^1,  i»!...); 

ttod 

=  M'{Ci\  s\  b\  C,  ö',  e',  f,  g',  m' ....) 

=4'(€fi',  <y/,  A',  yi',  dl',  €j^  9^',  xi^f^'i...) 

sjBi'  (Ol',  ii',  61',  c/,  rf'i,  ^1',  /J',  ^i',  iiii '...); 

also  auch 

-4(«,  ö,  /5,  y,  d,  £,  9,  X»  f^—)^ 

=i?i(<i|y  ii,  6i,  Ci,  rfi,  «1,  /i,  ^1,  1»! ....); 

und 

A'(i^,  (f',  i?',  y',  d',  a',  g)',  x',  fi'-.)' 

=:Bi'(ai'.  «i',  61',  Ci',  dl',  €1',  fx\  gt',  mi'...) 

Die  Geraden  A^Ai  und  ilf  und  die  Durchschnitte  der  Ebenen- 
paare et,  tt|;  tf,  (T|;  ß,  ßi;  y,  )^....  iiQgen  in  einem  ein&chen  Hy- 
perboToid,  welches  mit  dem  der  Gonstruktion,  n&mlich  mit  p,  zu- 
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sBmriHtnfSItt,  indem  eine  solche  Fläche  durch  drei  Gerade  A,  A,, 
M  völlig  bestimmt  ist-  Es  enthält  also,  ivie  dieses,  auch  die 
Punkte  ili  ^^  y,  ä,  e;  folglich  gehen  die  Durch schntttslinien  d«i 
Ehenenpaare  ir,  ßi ;  ß,  ßi;  y,  p;  S,  fj ;  f,  e,  und  die  Ebene  a„ 
>  ßf  7i'  "i'  'i  ^s"'st  durcb  die  Funkte  0,  ß,  y,  d,  e. 

Ebenso  zeigt  man  mittels  des  Hyperboloids  p',  dass  die  Ebe- 
l  ilen  Ol',  ßi',  yi'i  Si',  Bi'  durch  die  Punkte  a,  ß,  y,  S,  t  gehen. 

Daher  mQssen  nun  aucli  die  Durchschnittsuiinkte  der  Strablen- 
l  ftaare  6,,  Ai';  c,,  Ci';  d„  rf,';  p„  Ci',  welche  Punkte  in  dem  Fol- 
F  gendcn  mit  ^,,  yi,  Öj,  e,  bezeichnet  werden,  mit  dem  Pu»l>te  D, 
[  Dnd  den  gegebenen  Punkten   ß,  y,  S,  c  in  geraden  Linien   liegen. 

Ehe  wir  weiter  gehen,  muss  nochFolgendes  bemerkt  werden: 
i  Da  die  Str.-ihlen  a  und  t  mit  den  Achsen  A  und  tA'  der  Ebenen- 
bfischel  A  und  A'  zusammentallen,  so  sind  die  Ebenen  a  und  ö* 
[  im  Grunde  von  unbestimmter  Kichlung,  desgleichen  also  auch  die 
Ebenen  «j  und  ff/,  und  in  der  That  würde  eine  solche  Annahme 
der  Lage  dieser  Ebenen  das  Ergebniss  der  ferneren  lietracfatung 
nicht  ändern.  Wir  können  aber,  wegen  der  Aualogie  der  Punkte 
ß,  y,  i,  e,  unter  a^  diejenige  Ebene  des  Ebenenltuschels  J^,  wel- 
che nach  dem  Punkte  c  geht,  and  unter  a,'  diejenige  Ebene  des 
EbeneiibQschels  ^,',  welche  nach  dem  Punkte  ä  gelit,  verstehen, 
und  dann  werden  zunächst  die  Punkte  ä  und  8'  und  hierdurch  die 
Ebenen  a  und  a'  bestimmt. 

Da  endlich  bei  der  Cnnstruklinu  der  Hj-perboloJde  p  uod  p' 
auf  den  Punkt  ip  nicht  gerticksichtigt  wurde,  so  werden  xwax  ma 
Ebenen  tp  und  ip',  nicht  aber  nothwendig  die  Ebenen  Vi  on^  fpi 
durch  diesen  Punkt  gehen;  im  Allgemeinen  atso  int  eine  Ebene, 
welche  den  Punkt  ip  mit  der  Durcbsnhnittslinie  der  Ebenen  <fi, 
und  9>|'  iider,  was  einerlei  ist,  welche  den  Punkt  cp  mit  dem 
Punkte  Dl  und  dem  Durchechnittspunkte  if,  der  Strahlen  f, 
und  fi  verbindet,  von  be.stimmter  Lage.  Deshalb  ist  denn  auch 
die  Gerade  U  auf  beistimmte  Weise  gegeben. 


%•  t)],  c,,  £>3,  Cg,  Sj,  m^....  die 

d  der  .Strableu   o,,  f|,  6|,  r^,  (^ 

_  .   Cj',    öa',     Cj',   Sa',    nia'...   die 

und    der  Strahlen  a\,  f,',  Ä,',  o'j, 

i  DreieckNjtaare  i?i  fi'Og  und 

B,'f^a\,  Äfs'a,    und   ö,'ta,3j',    l^ifj'bj,  und    öi'fabj'.  »,fa'Cj  ood 

B-iQ  Ca'»  Ä,faÖ3  und  B,-f^b\,  ß.fa'ej  und  ÄiVg. 


b)  Sind    im    Allgemeinen    flj, 
Durchschnitte    des  Strahles  /",'  ui 
*!»  ffi-     Wi— t    i'i'd    fls' ,  »j',    b, 
Durchschnitte  des  Strahles  /, 
«A'.  Ci''  Sl.  Wi'— .  so  erhält  mi 
Bt'Ui'i,  ß.fs'Sa    und   ß/f^Sj' 


ßi'faSa.  ßifamj  und  öi'fam's... 
Couvergenten  /5{,  /i,  /l'  liegen; 


.  Ecken  pi 
I  liegen  die  Durchschnitte 


dr« 


9i.  Sa' 


zi ;  "h' 


ihrer    entsprechenden  Seitenpaarc    drei   : 
nämlich  in  den  Geraden 
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a^i  $29  ^2»  c^  d^  €^9  fftf  nts-** 

Man  kann  also  z.  B.  die  Gerade  g^  auf  jede  der  in  der  Constnik- 
tion  unter  g)  angegebenen  Weisen  erhai&n«  • 

Die  Gerade  A^  und  die  Gerade  fi    sind   nun   in  Ansehung 
der  Punktenpaare 

Äa»  32»  ba>  Ca»  va,  c^*  fi»  Sa»  itlg"»» 
und 

Äa>  Ö3,  03,  C3,   Ö3,  C3,  f3,  03»  ttls«... 

perspektivisch,  denn  fJ  ist  ihr  Projektionspunkt;  die  Gerade  fi 
und  der  StrahibQschel  JSi  aber  sind  in  Ansehung  derselben  Punkte 
und  der  Strahlen 

«1»  *i>  ^1»  ^1»  ^>  /i>  fl^i»  «h—» 
perspektivisch:  also  ist 

^(^a-  6«»  ba,  Ca,  Öa*  ^a>  f2>  82»  tiia....)  = 

^1  («l»  *1>    ^1*  ^ly  d^9  ^1  /i>  ^1»  Wlj )  = 

-4(a,  <y,  /3,  y,  5,  €,  9,  X,  ft ....); 
und  ebenso  ergibt  sich,  dass 

4i   (fta>  b^ »  ^9  ^2  >  ^2'*  US  *  02 »  Ill2'..«)^= 
Biißk»  h'»  Ci9  ^'»  ^\>  fiy  9if  wii...)  = 

A'iCL*,    0',    ß\   /,    «^    «',    9',    ^,    fi'...) 


ist.  Da  nun  dem  gemeinschaftlichen  Punkte  (da  ^')  der  Geraden  A^ 
und  i^'  wechselsweise  die  den  Ebenenbüscheln  A  und  ^'ge- 
meinschaftliche Ebene  {ccxf)  entspricht,  so  bildet  die  Ebene  ßaa 
und  der  räumliche  Strahlbüschel  D  in  Ansehung  der  entsprechen- 
den Elementenpaare 

^2»  *2»  ^2>  ^2»  ^«  ^2»  ^>  ^'a»  wia»».» 

und 

a,  «,  6,  c,  d,  e,  /i  ^,  m..., 

und  daher  auch,  wenn  man  die  Ebenen,  welche  den  Punkt  Di 
mit  den  Geraden 

fla*  *2*  rÄ'  ^a»  ^2>  ^»  /a»  ^'a»  wia»».. 
verbinden,  mit 


«i.  %  ßi<  H'  *a.  H,  9-2.  ft.  f*i.  . 

r  bezeitihnet,  die  etrei  räumlichen  Strahlbilschcl  /i^  unil  D  I 
gehung  äet  entspredieoden  Ebenen 


,  Ca,   ?p2,  %i,  fi.j,.- 


;  und  Strahlen 


.  /■-  .'/.  : 


Ca,    als 


[  zwei  reciproke  Gebilde, 

Nun  aber  gehüren  die  Diirchschniltepunkte  der  sSnuntlicbea 
entspretb  enden  Elementen  paare  ztreier  reciproker  TSumIloher 
8trahlb tische!,  wie  frilber  gezeigt  worden  ist,  einer  und  derselben 
Fläche  de.s  zweiten  Grades  an,  welche  auch  deren  Mittelpunkte 
D,Di  enthält,  unddiePuoLte  a,  a,  ß,  y,  6,  t,  9  sind  die  Durch- 
jscbnitte  der  entspiecbenden  Elementenpaare  a  und  a^,  s  und  0^, 
b  und  ß-i,  c  und  y^,  d  und  S^,  e  und  f^,  f  und  rp-i,;  also  lieseu 
auub  die  Durchschnitte  %,  (t...  aller  übrigen  entsprecbeifden  Ele- 
mentenpaare g  und  I2,  TR  und  /Xj...  mit  den  gegebeoeu  9  Punkten 
Ö,  i>i,  a,  0,  ß,  y,  S,  £,  (p  In  einerlei  Fläche  des  fneiten  Grades. 

c)  Es  sei  p  derjenige  Strahl  von  U,  welcher  nach  dem  Punkte 
l>i  geht,  so  fallen  die  Ebenen  m  und  ;i'  mit  DDitx  und  i>i 
zusammen  und  es  ergibt  sieb  nothwendig  eine  Ebene  it^. 
Polare  des  Strahles  p.  Die  Polarebenen  der  in  dieser  Ebene  % 
liegenden  Strahlen  von  -ß,  sehen  durch  den  Strahl  p  von  D  und, 
wie  im  9ten  Tbeile  des  Archivs  Seite  196  —  198  gezeigt  worden, 
geht  entweder  keine  dieser  Ebenen  durch  den  ihr  entsprechen- 
äen  Strahl  —  in  diesem  Falle  kann  auch  keine  den  letzteren  ID 
einem  anderen  Punkte  als  D^  schneiden  d.  b.  die  Ebene  n^  hat 
mit  der  Fläche  nur  den  einen  Pnnkt  D,  geraein  —  oder  zwei 
jener  Ebenen  geben  durch  die  entsprecliendeu  Strahlen  —  und 
dann  sind  diese  Strahlen  xwei  der  Ebene  n^  und  der  Fläche  ge- 
rne inschaftllche  Gerade  d.  h.  n^  die  Berührungsebene  eines  ein- 
fachen Hyperboloid!«  — oder  nur  eine  geht  durch  den  entapre 
cbenden  Strahl  —   und  dann    ist    k^    die~  Beruhrnngäebeue    emes 


Andere  AuHüsung. 

a)  Man  bilde  wieder  das  Tetraeder  DD,aa,  dessen  Ksntea 
liu.  Da,  D^c.  D,a,  aa  der  Keibe  nach  mit  2,  Ä',  J,  A;  (A^Jo') 
bezeichnet  werden  mügen,  und  lasse  von  den  fünf  Obrigen  gege- 
benen Punkten  ß,  y,  6',  t,  g)  irgend  einen,  z.  ti.  q>,  Kunitchat  gan» 
ausser  Acht. 

b)  Man  bilde  nun  die  Ecken  D,,a,  a  des  Tetraeders,  ai» 
Scheitel,  drei  Dreikante />i(j3j'ö),  a(ßyS),  a(ßy8),  deren  Kanten  nach 
irgend  dreien  der  vier  Punkte  ß,  y,  S,  i  z.  B.  nach  ß,  y,  S,  gehen- 


I 


287 

iHe  "SeftenflSchen  i9|jSy,  DißS,  £>,vj  des  erstcnn  m?^  ffie Kaste 
Ktf  desTetraederä  in  den  Punkten  ö,,,  rq«  fc;  '''«  Kanten  nß,  ay,  aS 
des  zireiten  mögen  die  Cegenfläche  Z>/>i0  von  n  (im  Tetraeder) 
in  den  Punkten  ß„,  y„,  ö,,,  uttd  die  Kanten  tsß,  ay,  aS  des  dritten 
die  GegenDSche  Z>/>i(i  von«  in  den  Punkten  ^'„,/j,,  £'„  schneiden. 

Man  denke  sich  jetzt  aus  den  sechs  Punkten  Sq,  yo'  ßoi  ßu< 
fu,  Sj,  das  windschiefe  Sechseck  &üß„yoS^/i,y„So,  und  ebenso  aus 
den  secbs  Punkten  Äq.  yi^,  ß^,  §',„  y„',  o,/  das  tviodscbiefe  Sechs- 
eck ^^afa'^ii'^jifii'^o  §ehitdet  und  verbinde  die  sechs  Seiten  eines 
jeden  von  beiden  mit  der  Ecke  D  des  Tetraeders  durch  sechs 
Ebenen.  In  den  so  um  den  Scheitel  D  entstehenden  zwei  Sechs - 
kanten  werden  die  drei  Paar  HauptgegenOächen ,  nämlich  DSoß„ 
und  D8,ß„,  D§„y^,  und  Dßay«,  -l^ioS,,  und  Dyjo;  OS^ß'  und 
/>d'^o.  Ä^Vo  und  DßoY'„,  DvoS'ff  und  D/J^  sich  in  drei  Gera-  , 

den  <L,  Z>,  X>;  <L',  S)',  J&'  schneiden,  welche  in  einerlei  Ebene       ^^H 
M,  M'  liegen.     Man  konstniire  diese  zwei  Ebenen.  ^^H 

c)  Man  wiederhole  das  ganze  unter  b)  vorgeschriebene  Ver-        ^^| 
fahren,  indem  man  nichts  thut,  als  einen  der  drei  Punkte  ß,  y,  d, 

z.  ß.  i,  mit  dem  Punkte  c  vertauscht  (Es  wird  aber  dann  der 
Punkt  d(i  unter  dem  Namen  e^  und  für  die  Punkte  ßf,,  y^  werden 
zwei  andere  Punkte  unter  denselben  Namen  auftreten).  Aul  diese 
Weise  erhält  man  zwei  den  M  und  M'  analoge  Ebenen  N  und  N'.        ^^H 

d)  Hiermit  ist  auch  die  Durchscbnitlalinie  3[„  der  Ebenen  M       ^^H 
^^^V,  und  die  Durchschnitlslinie  2I'„  der  Ebenen  M'  und  N'  ge-        ^^H 
HjÄb     Ist  nun  /  der  nach  dem    neunten  gegebenen   Punkte   >p 
^^^^^^,  und  g  ein  beliebig  geliehener  anderer  Strahl  des  Punktes 
^^^Hpsen   zweiter  Durchschnitt    mit    der  Fläche  gesucht    wird, 

ü^n^nde  man  den  Punkt  «  mit  zwei   beliebigen  Punkten  von 

/Und  g  durch  zwei   Gerade,   welche   die  Ebene  DDi<S   in  den 

Punkten  9,,  und  );„   schneiden,  und    den  Punkt   0  mit  denselben 

oder  auch  zwei  anderen  Punkten  von  /  und  g  durch  zivei  Gerade, 

Welche  die  Ebene  DDi«  in  den  Punkten  ipj    und  j„'   schneiden         ^^^ 

iverden.  ^^H 

Jetzt  lege  mau  einerseits  durch  die  Gerade  21^  und  die  Punkte       ^^H 

L,  V,  S^  Ej,  <P„,  ;:„  die  Ebenen  ß^,  y      ä„,  t      ip„,  x„     welche        ^H 
<iie  Kante  Aa  'n    den  Punkten  bo>  Cn>  Oq,  e,„  fm  Sm   »nd  ande- 
lergeits  durch  dieGerade  21'^,  und  die  Punkte  ß'„.  /„, 


lersGits  durcn  dieberade  Ji:„  und  die  l'unkte  fi',,.  /„,  0  „,  i  „,  9'^,  j'„ 
die  Ebenen  j*'„,  y"^  6'„,  t',„  ip'„,  ■£„,  welche  dieselbe  Kante  Ä\i 
in  den  Punkten  b'o,  Co-  ö'o.  S'o.  f',..  S'o  schneiden  werden;  und 
verbinde  sofort  die  Punkte  b».  C^,  Ü„,  e„  bezitgltch  mit  den  Ge- 
^dea  Di^,  Diy,  Dii,  Dit  durch  die  Ebenen^,,  ^,,  S^,  e,,  sowie 
d^  Pnnkte  b'(„  C,,,  O'n,  b'o  bezQglicb  mit  denselben  Geraden 
dorch  die  Ebenen  ß'i,  /j,  9i',  c*!.  Diess  vorausgesetzt,  so  werden 
^  die  vier  Ebenen  ^,,  y^,  Si,  ti  in  einer  und  derselben  Geraden 
p<  nnd  die  vier  Ebenen  ß'j,  Yi',  ^',  e,'  in  einer  und  derselben 
^aden  H'i  schneiden. 

1)  Jetzt  lege  man  durch  die  Gerade  ^1    und  die  Punkte  ff, 
ii»  80  noch  die  Ebenen   0,,    ipi,   xi>  «nd  durch   die  Gerade  21,' 


J 
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and  die  Punkte  o,  fo»  g'o  ^i^  Ebenen  afi^  fp'i,  xt's  so  werden 
sich  die  drei  Ebenenpaare  tf|  und  o'|,  9i  und  9«^  21  ^^  'Xl'  ^®' 
zOfflich  in  drei  Strahlen  des  Punktes  Vt,  nfimuch^i',  ^i,  (Bi" 
schneiden.  Nun  endlich  lege  man  durch  den  Strahl  ^i"  und  den 
neunten  gegebenen  Punkt  q>  eine  Ebene  tn^,  denke  sich  ein  my- 
stisches Sechskant  —  d.  h.  dessen  Durcnschnitte  der  Hauptge- 
genflächen in  einerlei  Ebene  liegen  —  dessen  Kanten  die  Strah- 
len Hl,  2l'i,  V\,  S"u  (Bi'  und  die  Durchschnittslinie  der  Ebene 
a>a  und  einer  durch  ^j^'^  gehenden  Ebene  %^  sind,  und  konstruire 
'aiese  letztere  Ebene;  so  wird  dieselbe  den  Strahl  g  in  dem  ge- 
suchten zehnten  Punkte  %  der  gedachten  Fläche  des  zweiteo 
Grades  schneiden  u.  s.  w. 


Beweis. 

f 

a)  Es  seien  wieder 

Of    8,     by     a,    df     By'fy    Q,     l?t .... 

beliebig  viele  Strahlen  des  Punktes  D,  von  d^nen  die  7  erstereo 
durch  die  gegebenen  Punkte  a^  6,  ß,  y»  i^  ^9  9>  gehen;    es  seien 

«.  ö,  ß»  y»  ^s  «»  9>  X»  !*•— 

zugleich  die  Bezeichnungen  der  Ebenen,  welche  durch  die  .Kante  21 
des  Tetraeders  und  die  Strahlen 

a,  *,  6,  c,  d,  c,  /,  ffy  HI... 

gehen,  sowie 

«',  (5'y  ß',  y'y  S\  £',  q>'y  x',  fi'.... 

diejenigen   der  Ebenen,  welche  dieselben  Strahlen  mit  der  Kante 
2('  verbinden. 

Diese  zwei  Scbaaren    von  Ebenen   (Taf.  II.  Fig.  4.),  welche 
offenbar,  wenn  wir  von  a  und  a'  abseben,  durch  die  Punkte 

und 

«^  /^'//>  ///»  ^'//'  ^/A  <Pii'>   %,ly  f*'//  - 

der  Konstruktion   gehen   müssen,  mögen  die    Kanten  A  und  A 
des  Tetraeders  bezüglich  in  den  Punkten 

a,  8  (d.  h.  a),  8  b,  c,  D,  c,  f,  g,  m... 

lind 

a'  (d.h.  a),  8',  b',  C,  0',  c,  f,  g',  m'... 
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8€liDeiden;  aodes  seien  ßi^  y^  d|,  ii  die  Durchschnittsponkte  der 
Strahlen  Diß,  Diyu  Diöi,  JDiSi  und  der  Gegeoebene  Daa  von  Di, 

Diess  vorausgesetzt,  so  ist  das  ebene  Sechseck  ^o^o^i^o^^o 
die  Projektion  des  windschiefen  ^Qß^y^öf^^y^dQ,  und  das  ebene 

Sechseck  ^o^Vo^'^öC'^o  die  des  windschiefen  ^oß'ffYo^'^fßoY'o^o  *•* 
Bezug  auf  />  als  Projektionspunkt. 

b)  Da  nun  jene  zwei  Sechsecke  einem  System  zweier  Geraden 
A  und  Ao9  A  und  A\  eingeschrieben  sind,  so  «ind  es  mystische, 
d.  h.  die  Dorchschittspunkte  ^,  O^,  bi;  c'i,  D'x,  bi'  der  drei  Paar 
Hauptgegeilseiten  d^b  und  Öp„,  ^oC  und  b^o»  ^o^  «od  c^o»  'ob' 
und  d'/?o,  ß^c'  und  bVo>  ^o^'  w<^  ^'"o  Hegen  in  einer  geraden  Li- 
nie M,  M*,  welche  also  der  Durchschnitt  der  in  der  Konstruktion 
genannten  Ebene  JH,  M*  mit  der  Ebene  Diaa  sein  muss« 

Denkt  man  sich  nun  zwei  bewegliche ,  durch  die  festen  Punkte 
b  und  c  gehende  Gerade,  deren  Durchschnittspunkt  i  die  Gerade 
M  durchläuft,  und  die  zwei  beweglichen  Punkte,  in  denen  jene 
zwei  Gerade  die  Kante  Aq  schneiden,  fortwährend  mit  den  festen 
Punkten  ß^  und  y^  durch  zwei  neue  Gerade  verbunden,  so  erzeu- 

§en  letztere  um  die  Mittelpunkte  ßi  und  yi  zwei  projektivische 
trahibüschel ;  ihr  Durchschnittspunkt  ti  durchläuft  also  einen 
Kegelschnift,  welcher  auch  die  Punkte  ßx  und  yi  enthält;  und  da, 
wenn  der  Punkt  t  nach  D^,  auf  die  Kante  A  oder  Aq  rückt,  Sder 
Punkt  ti  nach  ^i,  <s  oder  auf  i  (den  Durchschnitt  von  M  und  A  o) 
selber  zu  liegen  kommt,  so  geboren  auch  diese  letzteren  drei 
Punkte  zu  demselben  Kegelschnitt. 

Wiederholt  man  diese  ganze  Betrachtung,  indem  man  nur 
den  festen  Punkt  c  mit  D  und  yi  mit  d^  vertauscht,  demzufolge 
dann  auch  Ci  für  D^  und  y^  für  d\  zu  nehmen  ist,  so  erhält  man 
einen  zweiten  Kegelschnitt,  welcher  die  nämlichen  fünf  Punkte  tf, 
Pi>  3^i>  'i  «"^  ^^o  Durchschnitt  von  M  und  A^j  wie  der  erstere 
enthält,  also  mit  diesem  identisch  ist.  Hieraus  folgt,  dass  wenn 
man  irgend  einen  Punkt  f  der  Geraden  M  mit  den  Funkten  b,  c,  0 
durch  Gerade  verbindet  und  die  Pänkte  b,,»  c^,  D^,  wo  letztere 
die  Aq  sehneiden,  bezüglich  mit  /?i»  7^1,  '1  durch  drei  neue  Gerade 
verbindet,  diese  letzteren  durch  einen  und  denselben  Punkt  ix 
gehen  müssen. 

Ein  Gleiches  lässt  sich  von  der  Geraden  N,  dem  Durchschnitt 
der  Ebenen  iV^und  Dxccts,  und  wiederum  von  den  Geraden  M*  und 
N\  den  Durchschnitten  der  Ebenen  M*  und  N^  mit  Dxcca,  in  Be- 
zug auf  die  Punkte 

ft»  Ti»  hs  b,  c,  e;  ft,  yj,  dj,  b',  c',  Ö';  ft,  y^,  fj,  b',  d,  e' 

nachweisen. 

Ist  nun  also  ß  der  Durchschnittspunkt  der  Geraden  üf  und 
JV,  B*  der  der  Geraden  M*  und  iV',  d.  h.  der  Durchschnittspunkt 
der  Geraden  3(^„  Jl*„  mit  der  Ebene  Dxaö,  so  muss  derselbe  die 
Eigenschaften    der    Punkte   beider   Geraden  gemeinschaftlich  be- 

Theil  XVII.  '  20 
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L  d.  L  alle  TM  £  oaeh  den  PuiktaB  I 


t&u^i-h.  alle  TM  £  oad  den  PuiktaB  fey  &.«».«:  gihMto 
GmdoD  «^MidM  dirnJ^la  solclMii  viar  PnMdM  tw^i^ftM^ 
Aan  die  von  ibMn  «ach  ]9„  n,  ^j,  c,  sehenden  CtnAra  f^  | 
^,  4,  «k  stell  in  einen  and  dianwetben  Pnnkto  J^  v«reintatoD,  , 
ud  alU  TOB  A*  nadi  b*.  C.  A',  «*  spenden  Geraden  scbD^en 
dte  A\.  in  mIcImb  vier  Pauten  b^  c'„,  t>'„  e',,  dass  die  vm 
Ihnen  uncbßt,  n.  '■>  C|  Kehenden  Geraden  6',,  c'],  ti'i,  e^'  ä^ 
in  ^inem  nnd  deniMlIien  Fonkts  £,'  Tereinigen.  | 

Seht  mu  nnn  noch  Ton  £  nndi  den  Punkten  f,  g,  m...  und 
TPüfi'ttndii  f.g'tin'—ReradeUiden,  wkIA  dieA„  in  fo,  Og,  rtto-,die  J'oin 
f'q»  S'o>nt'a—  achneiden,  undTerbindet  diese  Punkte  DeKÜgl ich  mit  Bi 
äanh  die  Geraden  fi,  gi.mg~^  mit  0*1  durch  A,  g'j,  m'i...,  rer- 
Kteht  man  fernw  unter  8,  a'  die  Punkte  n,  r  und  unter  a,  a'  die- 
jmdgen  Punkte  Ton^  A',.wddie  iMsUclich  mit  a  un<]  ß,  e  und 
0*  m  gentder.  Linie  liefen,  so  dun  also  8^  and  s'o  mit  a;  a^ 
und  o'.  mit  Rsnaammenullen,  nnd  Euerseits  j,  und  a,,  ander«- 
Hiie  f'i  niu'  ■'i  ^i«  ▼<">  '  mid  s  nadi  £,,  jB',  gehenden  Genr 
den  äina;  bedenlrt  man  endlMi,  dann  die  Punkte 

B^.  B'u  A.  h,  a,.  «i,  *.,,  fcV;*^-^;;^ 

den  Geraden  ,  .    .,  ,^,,;I -^ 

.  »1.  a'i.  AA  Ar.  A4  A«:  A",  (R^W^  7 '-!i 

und  der  Durchschnitt  B^i  der  Geraden  (^  und  «*]  ^  TtC  ILfl 
3-  *■  <t's)  der  Geraden  3("i  angebSren,  und  dass  t&a  Stndüea 

«1,  »i,  t,,  c„  *^,  e,,  rt,  ff,,  m,... 

in  den  Ebenen 

"1.  «I.  ßu  n-  *i.  ^1.  »»i.  Xi.  fh- 

des  Ebenenbfischels  3(i,  die  Strahlen 

n'i,  i*!,  Ä'i,  c*!,  d'i,  fl',,  /•,,  ff',,  m',... 

in  den  Ebenen 

«"i.  «fi.  ^'i.  A.  i'i.  E-i,  v'i.  X'i.  Kl- 

des  EbenenbOscbels  3'i  Hegen,  so  fiberzeugl  man  sieb,  dass 

2l(tt,  o,  ß:  y,  d,  t,  (p,  X,  (i...)= 

ACci,  a,  b,  c,  &,  «,  f,  g,  m...)= 

■^«(«0.  So.  bo»  c«.  öo,  Co,  f„,  g„  in„<.0= 

Bt(a„tt,  i„  c„  «^,  Ci,  f„  ff„  ni,...)= 
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5li(oi.  <h>  ßi'  Ti>  ^»  *i>  Vi'  li'  H-)' 
ind 

»'(«',  a'.  fi',  y,  «'.  8',  V',  z*.  f*'-)s 
A'ia',  8',  b'.  C,  0',  C.  p,  8',  m'...)s 

-«  (Ä  03     ^  o»    *^  Ü>    C  0>    ^   0*    ^  o>    Tu*    S  0>    ^   0"V^ 

^'i(ö'i*  «'i*  6i',  c'i,  d'i,  c'i,  A»  9'i^  t»'i...)^ 

2l'iK,  <r'i.  /^'i,  y'i,  ö'i,  ß'i,  9'i.  %'i.  #*i'..0 

9t  9  uod  dass  folglich  der  ganze  noch  übrige  Theil  des  B^w^ises 
qf  lit.6)  des  vorieeiv  zurfickkomiut  Denn  dass  nach  der  jetzigen 
Konstruktion  die  Geraden  21i«  'ä\9  Hi'*»  Si^\  (Bi*  und  der  Durch- 
chnitt  der  Ehenen  92  und  xa  <?>"  mystisches  Sechskant  bilden, 
»Igt  einfach  daraus,  dass  in  Taf.ll.  Fig.  3.  die  Punkte  B^  ß\,  Bf\ 
da  Qf^9  (pi,  %i  u"^  ^^^  Durchschnitt  der  Geraden  f^^  g^  ein  my- 
itisches  Sechseck  bilden,  indem  die  Durchschnitte  ^2»  ds»  f^®^'' 
ler  drei  Paar  Hauptgegenseiten  q^  xaiAB\B\y  Xi-^i  ^^^  J>i(p^$ 
9iB'\  und  /2  in  einer  Geraden  liegen;  und  es  wurde  diese  neue 
Fassung  nur  aus  dem  Grunde  gewählt,  und  desshalb  auch  die 
{.onstruktion  von  vier  mystischen  Sechskanten  um  Z>  der  an  und 
l3r  sich  einfachem  von  vier  ebenen  mystischen  Sechsecken  in  der 
Sbene  Dioa  vorgezogen,  weil  gezeigt  werden  sollte,  dass  die 
'äumliche  Figur,  weiche  aas  zwischen  zehn  Punkten 
»iner  FlAche  de-s  zweiten  Grades  obwaltende  Gesetz 
aasdrückt,  zunächst,  so  zu  sagen,  als  eine  Verstrickung 
7on  fünf  mystischen  Sechs  kanten  erscheint.  Ich  sage: 
^nächst,  weil  zu  hoffen  steht,  dass  diese  Figur  später  einer 
mehr  symmetrischen  Platz  machen  werde,  sowie  ja  auch  das  my- 
stische, die  sechs  Punkte  eines  Kegelschnitts  bestimmende  Sechseck 
iiner  weiteren,  besondern  Betrachtung  der  den  Kegelschnitt  er- 
seugenden  proj.  Strahlbüschel  zu  verdanken  ist.  Od  aber  nicht 
ielleicht  der  Umstand,  dass  einer  der  neuen  gegebenen  Punkte 
»eim  Bau  des  Hauptgerüstes  keine  Rolle  spielt,  die  ausgespro- 
chene Hoffnung  schwächen  dürfte? 


Schlussbemerkungen. 

Ist  Dicht  ein  Strahl  g  des  räumlichen  Strahlbüschels  D,  son- 
lern  eine  Ebene  %^  des  räumlichen  Strahlbüschels  Di  gegeben, 
>iif  welcher  ein  Punkt  %  der  fraglichen  Fläche  gesucht  wird,  so 
st  hiermit  in  Taf.II.Fig.  3.  die  Gerade  gz,  lolglich  die  Punkte  gg,  g  2 
ind  mittels  der  Strahlen  ^,  ^'  und  der  Punkte  f«»  f 2  ^^^  Punkte 
ti»  tfs^die  Strahlen  gi,  g\  die  Ebei^en  3(1,  jj'i ;  i,  ^  und  folg- 
>€li  der  Strahl  g  gegeben. 

Ist  hingegen  eine  Ebene  von  D  oder  ein  Strahl  von  />|  ge- 
geben, so  findet  man  den  entsprechenden  Strahl  oder  Ebene,  m- 

20* 


2«2 


dem  man  von  zwei  der  Ebene  angebürigen  Strahlen  oder  von  zfrti' 
durch  den  Strahl  gehenden  Ebenen  die  entsprechenden  Elemente 
sucht  u.  &.  IV.  Uehri^ens  genügt  es  im  letzteren  Falle  aach, 
wenn  man  zu  einem  gegebenen  Strahle  (B"i<  als  Durchschnitt  zweier 
,  Ebenen  yj ,  y^'i  angesehen,  den  entsprechenden  Strahl  g  sucht, 
sodann  für  irgend  eine  Ebene  t^,  welche  durch  (S"i  geht,  den 
entsprechenden  Strahl  t  bestimmt  und  ff  mit  t  durch  eine  Ebene 
verbindet. 

Die  beiden  Hyperboloide  der  ersten  Konstruktion  haben  am- 
ser  den  acht  Punkten  />,  />,,  a,  e,  ß,  y,  S,  i  noch  unzählige  an- 
dere Punkte  iiemeiu.  Es  sei  n  irgend  ein  Strahl  von  Z>,  weichet 
,  durch  einen  dieser  Punkte  v  gehl;  so  werden  auch  in  den  proj. 
Ebenenbüschehi  A und  A^  (Tar.ll. Fig3. oder3 und 7(,  Taf.II.  Fig.l.)die 
entsprechenden  Ebenen  v  und  v,,  und  in  A'  und  A'i  (%'  und  Jt'i) 
die  entsprechenden  Ebenen  v'  und  i-*!,  und  folglich  auch  die  Ge- 
rade, in  denen  Vj  und  v\  sich  schneiden,  und  die  Ebene  V3 
durch  den  Punkt  v  gehen,  d.  b.  der  Punkt  v  gehört,  gleich  den 
Punkten  D,  i>,,  a,  <s,  ß,  y,  8,  £,  zu  der  gesuchten  Fläche  dea 
zweiten  Grades. 

Denkt  man  sich  nun  sämmtliche  Flächen  dieses  Grades  F, 
t",  F" ...,  welche  durch  die  genannten  acht  Punkte  gehen,  so 
mnss  sich,  neil,  wie  früher  gezeigt,  neun  Punkte  eine  solche 
Fläche  viillig  bestimmen,  eine  jede  derselben  auf  die  hier  mitge- 
theilte  Weise  koustruiren  lassen ,  indem  man  sich  noch  irgend 
einen  neunten  Punkt  derselben  gi,  ip',  ip"-.  gibt.    Hieraus  folgt: 

Alle  Flächen  des  zweiten  Grades,  welche  acht 
Punkte  gemein  haben,  haben  unsäbltge  Punkte  ge- 
mein, welche  die  Durchschnittslinie  zweier   einfacbei 


Die  Durchschniltslinic  zweier  Flüchen  des  awei- 
ten Grades  ist  durch  acht  ihrer  Punkte  völlig  be- 
stimmt 

Einer  dieser  Punkte  ist  offenbar  auch  B",  oder  (Sa  d'i)  (Taf.  II.  Fig. 
3.);  denn  der  Strahl  von  />,.  welcher  nach  diesem  Punkte  gebt, 
entspricht  als  Durchschnitt  der  Ebenen  a^  und  a^  der  Ebene  Art 
von  />,  welche  die  entsprechenden  Strahlen  a  und  s  verbradet. 
Hieraus  ergibt  sich  die  Auflösung  der  Aufgabe: 

Wenn  von  der  Durcbschn  ittslinie  zweier  Flächen 
des  zweiten  Grades  acht  Punkte  g^egeben  sind,  auf 
jeder   Ebene,    welche    drei  d 


rten  Punkt  jener  L 


I  finde 


l  die 


Geht  dagegen  einu  Ebene  nur  durch  zwei  bekannte  Ponltle 
der  in  Kede  stehenden  Linie,  so  denke  man  sich  dieselbe  ab 
eine  der  Ebenen  ß,  -/...,  z.B.  ß,  des  Ebcnenbüschels  A  (oder  A' 
Taf.II.  Fig.  3.),  konslruire  die  entsprechende  Ebene  ^,  in  .^itwekbfl 

^  '      '  r  Geraden   £   schneide,    denke   sich  in  der   Ebene  ß 
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beliebig  viele  Slräblen  m,  »,  p...  von  />,  welche  der  £,  in  deu 
Ponkteo  m,  n,  p^.  begegnen,  und  zu  den  Ebtsnen  fi',  v',  t*...  des 
Ebenenbüscbels  A',  welche  durch  jene  Strahlen  gehen,  die  ent- 
s|>recheDden  (i^',  Vi,  3i('..,  in  Ai'  gesucht,  welche  die  Ebene  ^, 
in  den  Strahlen  nii,  K|,  pi...  und  die  Gerade  S,  in  den  Punkten 
m^,  Dl,  P(...  schneiden  mügen.  Diess  vorausgesetzt,  so  wird  der- 
jenige der  Strahlen  mi,  itj,  pi...  die  Ebene  ß  in  einem  neuen 
Punkte  jener  Durchschnittslinie  treffen,  welcher  seinem  entspre- 
chenden Strahle  m,  v,  p ..,  begegnet,  d.  h.  für  welchen  auf  den 
zDsammen  liegen  den  proj.  Geraden  &.,  £•  zwei  entsprechende 
Pankte,  wie  [  und  t,,  sich  vereinigen.  Solcher  Punkte  (tti),  wel- 
che dann  selbst  die  gesuchten  Punkte  der  krummen  Linie  Kind, 
gibt  es  entweder  zwei  der  einen  oder  keinen,  und  sie  werden 
auf  die  bekannte  Weise  mittels  dreier  Punktenpaare  m,  n,  p 
and  Itli,  tii,  p,  und  eines  beliebigen  festen  Kreises  in  der  Ebene 
ß  gefunden.  Zu  demselben  Ergebniss  und  Verfahren  Übrigens 
w^rde  man  gelangen,  wenn  man  sich  die  Aufgabe  stellte:  dieieni- 
geo  zwei  (eine  oder  keine)  Geraden  zu  linden,  welche  in  Einem 
zugleich  der  Geraden  iL  (des  Hvp.  p)  und  drei  zu  einerlei  Scbaar 
des  Hyp.  p'  gehörigen  Geraden  begegnen. 

Liegen  von  den  neun  gegebenen  Punkten  einer  Fläche  des 
zweiten  Grades  viere  in  einerlei  El>ene,  so  kann  mau  diese  letzte- 
ren wie  die  Punkte  D,  a,  0,  B'\  betrachten.  Dann  sind  die 
Ebenen  a^.  a^  unmittelliar  gegeben,  und  die  hierdurch  bestimmten 
Durch  seh  nittslinien  dieser  Elienen  mit  der  Ebene  Das  sind  be- 
■Bglicfa  zwei  Gerade  der  einfachen  Hyperboloide  p'  und  p,  wel- 
che die  Geraden  Ä'  und  A  schneiden.  Die  Konstruktion  dieser 
Hyperboloide  wird  also  fiel  einfacher,  indem  sie  sich  auf  die' 
frühere  Aufgabe  2  reducirt. 

Sind  in  den  leciproken  Gebilden  D,  7>,  die  entsprechenden 
Elementen  paare 

a,  »,  b,  c,  d,  e,  f.  g,  m..,. 

and 

«1^.  «a.  ?s,  H,  ^a.  Ss.  Va.  te-  t^-' 


I 


ein 

für  allemal  bestimmt. 

an  aleb 

OB  allemal  frei, 

fe 

tzu- 

s« 

i.n,  daaa  in  der 

bnn  geg 

ebenen  Konstrnk 

tio 

D  die 

St 

ahlen  a  «ml  i  mit 

irgend 

Bwei  andern  des 

St 

abl- 

bil 

Bchela  D  vertause 

ht  werde 

n,   und  gleicbiTol 

de 

sei. 

be 

,   Strableo   Ton  D 

noch    d 

cselben   Ebenen 

n  />, 

eD 

sprechen  sollen. 

Dennbezeichnen  jetzlinTaf.  n.  Fig.  3.  a  und  «irgend zwei  andere 
jStrahlen  von  i>,  als  durch  welche  oben  die  Konstruktion  der  Hy- 
perboloide p  und  p'  sowie  der  Ebenen  «j,  e^'ß^—  bewirkt  wurde, 
und  heissen  auch  jetzt  a^,  e^  die  denselben  in  D^  entspre- 
chenden Ebenen,  welche  die  neue  Ebene  Daa  in  den  Geraden 
Af  und  A\  schneiden  mögen,  denkt  man  sich  durch  den  Strahl 
a  odei  A  und  durch  alle  übrigen  Strahlen  s,  b,  c,  d,  f...  von  D  die 


Ebenen  ff,  ß,  y,  S.ip...,  und  durch  den  Strahl  i  oder  Ä'  nod  dordi 
die  Strahlen  o,  ö,  c,  d,  /"...  die  Ebenen  o",  (3',  /,  S',  qt'...  eelegtj 
bezeichnet  man  endlich  die  Punkte,  in  freichen  die  Geraden  A^ 
und  J'a  Ton  den  jenen  Strahlen  ents|)reeli  enden  Eheoen  S^,  i%  jl 
&•  H'  ^S'  ?'3—  geschnitten  »erden,  mit  %,  b»,  da,  &a,  f^...  um 
«■'  b'a,  C'„  Ö'a,  fj,...,  so  ist,  weil  O,  Oj  in  An^^ehung  der  Elfr 
mentenpaare  a,  f,  6,  e,  d,  f..  und  oj,  Ci,  jSj,  t^,  J,.  ^...  reciprok 

^{tf>  A  y,  ö,  if..:)^A^{a^,  b,.  c^.  ö^.  fs.) 


J'(a'.  ß',  /.  Ö',  q)'...)-'4'a(a'a,  b'a,  C»  0'^,  f,...). 
I  ^     -  .      .     _        bolold  p  konstruirt,    in  wflfc 

.^  Punkt  />.    und    irgend  dTd- 

,,  .  Iiender  ElementeDpaate  b,  cv* 

„1  (DJ*...  »Iie  2),    und    es    sei    A^   dfe 

,  gehende,  mit  A  zu  eiricu,!  Schnar  geh<>rcnde  Geradfl 
m.A  Bx^  der  Punkt,  in  nelchem  dieselbe  die  Ebene  ÜaO 
nina  aie  A^')  sehneidet.  Endlich  seien  ffi  ■  /?i ,  ;'i ,  i^i ,  9i  —  die 
durch  J,  gehenden  Ebenen,  welche  die  Ebenen  ff,  fi,  ?■,  d,  71... 
't  Geraden  schneiden,  die  im  Hyperboloid  p  liegen,  und  «.  (ndef 

*  "    '  '      -        ■'■     Durchsei    .P.   .      ^.      .      . 

Dtess  T 

...)=^,(<F,,  ßi,  y,.  d„  <p...O 
=  B,(s„  Ä,.  r,.  </„  /;...), 


vl{ir,  ß,  r>  <>.  9....)=^^« (Sa-  faa.  Ca.  Ö^.  fj...). 


A(*i.  ^.  t„  (/„  fi...)  —  A3(Si,  b,,  Cj,  ö^.  fa...j. 

Denkt  man  sich  iilso  jetzt  irgend  eine«  der  Punkte  bj',  Oj',  fj'..., 
z.  B.  fa',  mit  den  Punkten  3^,  b^,  Cj,  Ög,  fj...  durch  Gerade  verl»an- 
den,  so  entsteht  um  den  Punkt  fa'  ein  Strahlbüscbel,  welcher 
mit  Bi  in  Ansehung  der  gedachten  Geraden  und  si,  &,,  Ci,  di,fi~. 

firojektiviach  und  zirar  perspectiv  lach  ist,  weil  der  gemeinschaft 
icbe  Strahl  zwei  entsprechende  vereinigt.  Es  liegen  also  die 
Durch  Schnittspunkte  83,  b^,  Cj,  O3,  f^  (ipi)—  der  entsprechenden 
Strahlenpaare  in  einer  geraden  Linie  /",',  welche  die  Gerade  J* 
in  einem  Punkte  ß/  schneiden  wird. 

Sofort  sei  f^  der  Mittelpunkt  eines  Strafalbaschels,  dessen 
Strahlen  nach  den  Pankten  o^',  b«',  Cj',  Og',  fa' ...  gehen  und  die 
Gerade  /i  in  den  Punkten  Og',  bj  ,  Cj',  &.',  f^'  (i^t)...  schneiden, 
und  es  sei  Bi'  mit  diesen  letzteren  Punkten  durch  die  Geraden 
Oj',  61',  fj',  '/,',  f,'...  verbunden,  sn  ist,  wenn  man  sich  noch  die 
die  Punkte   />,    und  £(\  verbindende  Gorade  At'  und  die  dnrcb 
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A^  and  die  Geraden  Oi',  bi\  c^\  di\  //...    gehenden  Ebenen 
^'»ßi'f  fi»  ^^  ^'-  denkt: 

AiW>  ßi's  Yi'  ^X'  9i' ..)=Äi'(fli',  &i',  ci',  rf,',  /i'...) 

=i<«'(af^  b^'t  c»',  ö.',  fe'...)=i4'(«',  /J',  /,  d',  9^...). 

Hieraus  folgt,  dass 

A'(«i%  ft'»  rx\  Äi',  9/...)  =  ^'(«',  |3',  /,  «',  9)'-.)> 

also    die   Durchschnittslinien    der    entsprechenden   Ebenenpaare 
sammt  A'  und  A\  ein  einfaches  Hyperboloid  p'   bilden  u.  s.  w. 

IL  8.  W. 

Denkt  man  sich  also  mittels  dieser  neuen  zwei  Hyperboloide  p  und 
p'  die  den  Strahlen  von  D  entsprechenden  Ebenen  von  D^  kon- 
gtndrt,  80  müssen  dieselben  mit  den  bereits  gefundenen  zusain- 
nenfallen,  w.  z.  b.  w. 

Gleichwohl  gibt  es  unzählige  concentrische  räum- 
liche Strahlbfischel  />i,  welche  mit  dem  Strahlböschel 
D  reeiprpk  sind  und  deren  Systeme  von  Ebenen  ihre 
entprechenden  Strahlen  o,  $,  o»  e,  d^  e,  /*...  in  den  näm- 
lichen Punkten  a,  a,  ß,  y>  i,  e,  9...  schneiden. 

Denn  denken  wir  uns  zur  Konstruktion  der  Hyperboloide  p, 
Jpf  die  Geraden  A,  A  und  die  Punkte  Dt ,  ß,  y,  o  in  demselben 
Sinne  wie  oben  gegeben ,  den  Punkt  s  jedoch  mit  q>  oder  irgend 
einem  anderen  Punkte  der  bereits  konstruirten  Fläche  des  zweiten 
Grades  vertauscht,  so  werden  an  die  Stelle  der  anfangs  erhalte« 
nen  Hyperboloide  jetzt  nothwendig  andere  treten ,  wofern  nur  der 
nene  Funkt  nicht  der  Durchschnittslinie  der  anfönglichen  Hyper- 
boloide angehurt  Dann  werden  also  auch  die  Ebenen  or«  und  c^* 
welche  den  Strahlen  a  und  s  entsprechen ,  andere  werden ,  und 
ihre  Durchschnittslinie  die  Ebene  Daa  in  einem  anderen  Punkte 
jB>|' oder  (s^^'a)  ^^^  Kegelschnittes,  welchen  diese  Ebene 
um  der  Fläche  des  zweiten  Grades  gemein  hat,  treffen. 

Bezeichnet  man  nun  die  Ebenen  a^  tf^»  welche  den  verschie- 
<leneD  Annahmen  eines  Punktes  s  entsprechen,  mit  er,  a^,  cc^,  03... 
-VQJ  a,  ^1,  tfs>  <^3«*-»  und  die  unveränderlichen  Geraden  Dia,  Di<s 
nit  2,  6,  so  ist  wegen  des  gedachten  Kegelschnittes 

Es  werde  jetzt  der  Strahl  a  mit  irgend  einem  andern  Strahle 
b  ?on  D  vertauscht;  so  darf  man  festsetzen,  dass  die  durch  eine 
nene  Konstruktion  zu  erhaltenden  Ebenen  a^  c^y  ß%  ^^^^  vielmehr 

oH  den  frflheren  identisch  seien,  und  es  wird  auch  jetzt  wieder 


2»6 

»CA  i5„  ß2.  ft...J  =  6(ff,  ö,.  ff.,  fls-) 

sein,  wenn  ^  die  Gerade  />,^  bezeicbnet.    Und  ea  Qbeihaupt: 

Sind  im  Räume  irgend  zwei  reciproke  räumliche 
Sttahlbiiscbel  D,  /),  gegeben,  so  gibt  es  aazählige, 
mit  irgend  eiiieni  von  beiden  concentrische,  andere 
Strahlbüsche),  welche  mit  dem  anderen  reci  (.to  k  sind, 
und  von  denen  allemal  diejenigen  Ebenen,  die  einer- 
lei Strahle  des  anderen  entsprechen,  diesen  Strahl 
in  dems  len  Punkte  als  die  Ebenen  des  ursprüngli- 
chen £<'  blbSscbela  schneiden;  und  zwar  sind  die 
verscF  enen  Ebenenbilscfael,  welche  in  den  concen- 
trisch         -äumlichen  Strahlbüscheln  jedesmal  von  den, 

L-h'"    d»-   "--■ rünralicben   StrahlbS- 

"  ^n    gebildet    werden,  in 

hlbuscfael    an^ehSrigea 


Da  aber  die  Fläche  des  zwi 
gedachten  reciproken  Strahl  bi'"'-' 
Z>i  nur  von  Einer  Ebene  b< 
demjenigen  Strahle  von  D,  v 
ist,  (p),  auch  nur  einerlei  Ebene 
Ebenen  n,  n, ,  n^,  %...  fallen  i 
uns  ferner,  dass  eine  der  Ebenen  i 


Grades,  welche  von  den  erst- 
erzeugt wird,  in  einem  Funkte 
>  erden  kann ,  so  kann  auch 
leiden  StrahlbOscheln  gemein 
entsprechen  d.  h.  sämmtlicbe 
jie  zusammen.  Denken  wir 
D,  welche  durch  den  Strahl 


u  gehen,  wie  es  beim  einfachen  Hyperboloid  und  dem  Kegel  der 
FaU  ist,  durch  den  ihr  in  Ö]  entsprechenden,  in  «g  liegenden, 
Strahl  gehe,  und  nun  wieder  denjenigen  Strahl  von  D,  welcher 
dieser  Ebene,  Insofern  sie  zu  D^  gerechnet  wird,  entspricht  und 
natürlich  iu  dieser  Ebene  selber  liegt,  so  wird  aucn  diesem 
Strahle  von  D  in  Z>,  und  den  damit  concentrischen  StrahlbOscheln 
nur  eine  einzige  Ebene ,  nämlich  die  durch  ihn  selbst  und 
durch    p  gehende ,    entsprechen   können.     Hieraus  schliessen  nli 

Denkt  man  sich  die  unzähligen  co  nceo  trischen 
räumlichen  Strahlbfiachel  (ö,),  welche  mit  einem  und 
demselben  anderen  (D)  recinrok  sind,  und  deren  eioet- 
iei  Strahl  entsprechende  Ebenen  diesen  iu  einerlei 
Punkte  schneiden,  so  gibt  es  in  D  allemal  entweder 
drei  oder  zwei  oder  einen  Strahl,  welchen  iu  den  ver- 
schiedenen concentrischen  Strahlbfischetn  immer  nur 
Einerlei  Ebene  entspricht,  jenachdem  die  durch  jene 
Gebilde  erzeugte  Fläche  ein  einfaches  Hyperboloid, 
oder  ein  Kegel  des  zweiten  Grades  oder  eine  vollkom- 
men krumme  Eläche  ist;  und  zwar  ist  der  eine  dieser 
Strahlen  allemal  der  den  Strahlbüscheln  gemein- 
schaftliche, während  die  beiden  anderen  oder  der 
andere  auf  der  betreffenden  Berührungsebene  liegen 

Die  zuletzt  erhaltenen  Resultate,  deren  Entwickclung  sich 
uaofa  ziemlich  eng  -in  den  Begriff  der  Fläche  des  zweiten  Grades 
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ischloss^  werden  sich. auf  eine  freiere,  von  diesem  Begriffe  an- 
»hängigere  Weise  entwickeln  lassen ,  sobald  die  geometrischen 
erwandtschaften  der  höhe  reu  Art,  welche  von  Steiner  in 
»ner  ,,  fintwickelang  der  Abhängigkeit  geometrischer  GesU'  — 
ittels  des  einfachen  Hyperboloids  —  und  von  dem  Verf.  im  7. 
heile  des  Archivs  zunächst  nur  für  den  Fall  reeller  Hauptpunkte, 
auptlinien  u.  s.  w.  vorgetragen  sind,  eine  umfassendere,  auch 
laginäre  ^  Hauptpunkte  u.  s.  w.  zulassende  '  Darstellung  ge- 
nden  haben.  Piese  Darstellung  wird  dann  auch  erst  den  rech- 
n  Einblick  in  den  unerschöpflichen  Reich thum  der  Steinerschen 
eometrie  verschaffen,  welcher  darin  besteht,  dass  dieselbe  Ver- 
andtschaften der  .höheren  Art  immer  durch  Combination  von  Ge- 
Iden  der  vorhergehenden  niederen  erzeugt  und  so  ins  Unendli- 
le  von  einfocheren  zu  verwickeiteren  Gebilden  fortschreitet« 

Unter  andern  wird  dann  auch  dem  Satze,  welcher  den  Kegel* 
rhnitt,  so  zu  sagen ,  als  ded  Durchschnitt  projektivischer  ebener 
trahlbüschel  hinstellt,  der  analogere  zur  Seite  treten,  wonach 
i'vei  räumliche  Strahlbüschel,  deren  Mittelpunkte 
if  einer  Fläche  des  zweiten  Grades  liegen,  in  An- 
3hang  der  nach  einerlei  Punkte  der  Fläche  gehenden 
trahlenpaare  geometrisch  verwandt  sind,  undi  zwar 
»m  gemeinschaftlichen  Strahle  beider  Strahlbüschel, 
[sHauptstrahle,  welshselsweise  dieBerührungsebene, 
Is  Hauptebene,  entspricht. 


Till. 


hasorlscben 
zes. 


n   Bcrnh.  Müllmann 


Es  werden  bei  diesem  BeiveUe  folgeorfe  SStze  gebraucht; 

1)  Zwei  Dreiecke  sind  coDgrneat,  nenn  eine  Seite,  ein  an- 
tiet;en(ler  und  der  trp^enfi herliegende  Winkel  in  dem  einen  Drei- 
eck den  entsp  reellen  den  Stücken  in  dem  anderen  einzeln  genom- 
raen  gleich  sind. 

2)  Ein  Dreieck  ist  halb  so  gross  als  ein  Paraltelograinn], 
wenn  beide  gleiche  Grundlinien  und  gleiche  zugebürige  Huhea 
haben. 

3)  Wird  von  zwei  geraden  Linien  AB,  CD  (Taf.  IV.  Fig.  1.) 
die  eine  CD  in  beliebig  viele  Abschnitte  CE,  EF,  FD  gefheilt: 
so  ist  das  Rechteck  aus  den  beiden  Linien  gleich  den  Rechtecken 
aus  der  ungetheilten  Linie  und  jedem  der  gemachten  Abachnille. 


l)  Das  Quiulrat  über  der  Summe  7M 
Quadraten  der  beiden  Linien  nebst  der 
beiden    Linien. 


ier  Linien    iat    gleich 
doppelten  Rechtecke 


5)  Das  Rechteck  aus  der  Summe  und  dem  Unterschiede 
zweier  Linien  ist  i>leich  dem  Unterschiede  der  Quadrate,  welche 
die  beiden  Linien  zu  Seiten  haben. 

Beweis.  Es  sei  AB  {Tai.  IV.  Fig.  ■!.)  die  grossere  und 
BC  die    kleinere  Linie.    Man  beschreibe,  über  AB  das  Quadrat 
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BHD,  ziehe  durch  C  eine  Parallele  CG  miiAÜ,  verlängere  AD 
id  CG  um  die  der  kleineren  Linie- i?C  gleichen  Stücke  DE, 
G  und  ziehe  EF\  so  ist  ACFE  das  Rechteck  aus  der  Summe 
id  dem  Unterschiede  der  beiden  Linien.  Macht  man  alsdann 
J=:AC  und  zieht  durch  J  eine  Parallele  JK  mit  BC:   so  ist 


CJKB=DEFG.     GJKH=BCv. 


un  ist 


ACF£=ABHD^BCJK^  GJKH  +  DEFG 
^zABHD--  GJKHslAB9—BC^. 

Es  sei  ABC  (Taf.  IV.  Fig.  ^0  «m  bei  B  rechtwinkliges 
reieck.  Halbirt  man  die  Winkel  BAC  und  ACB  und  fallt  aus 
em  Durchschnitt  O  der  halbirenden  Linien  auf  die  Seiten  des 
Dreiecks  die  Lothe  DO,  EO,  fGi  so  ist  (1) 


i^AEO^^ADO, 

EO=lDO 
AE=:AD, 


/i^CEO^^CFO 
EO=FO 

CE=:CF) 


»Igüch  DO=EO  =  FO,  DBFO  ein  Quadrat  und  AC—AÜ^CF 
der  AB+BC—AC^2DB=^BF=2DO,  mithin  das  Rechteck 
HS  AB+AC+BC  und  AB+BC-AC  gleich  dem  Rechtecke  aus 
iB-i-AC+BC  und  2/>0.  Nun  ist  aber  das  erstere  Rechteck 
nach  5)  gleich  (AB+BC)'f—AC9  und  das  letztere  (nach  3) 
Sleich  den  drei  Rechtecken  aus  Aß  und  2/>0,  BC  und  2FO, 
iC  und  2E0  oder  (nach  2)  gleich  dem  vierfachen  Dreieck  ABC, 
Dithin 

{AB+BQ9-^AO^i^ABC 

ider  gleich  dem  doppelten  Rechteck  aus  i^i?  und  BC,  Nun  ist 
erner  (nach  4)  (Ab  +  BC)9  gleich  den  Quadraten  über  ^J?  und 
SC,    nebst  dem  doppelten  Rechtecke  aus  AB  und  BC,    nüthin 

AB9  +  BC9^AC9  —  0^, 

AB9+  BC9=AC9,  q.  e.  d. 


n 


IX. 

Knr  Theilung  des  Dreiecks. 

Von  dem 

Herrn  Professor   Dr.  J.  Dicnger 

aa  der  pulj'IcchDUcfacn  Schal«  xu  CarEarDlie. 


Die  folsendeD  Aufgaben  über  die  Tbeilung  eines  Dreiecks  däii- 
ten  nicht  obne  Interesse  sein,  selbst  in  den  £lcnientarunterric!il 
in  der  Geometrie  aurgenommen  nerden  künuen.  Sie  mögen  von 
Eiufacben  zum  Zusammengesetzten  geordnet  erscheinen. 

(Die  Figuren  not  Tat.  III.  sind  nach  den  Kummera  der  einxclnu 
Faragra))hen  im  Folfcondan  g^eordnet,  (o  daas  x.  B.  Fig.  2.  zn  §.  <.  S^ 
hört  11.  s.  w.), 

§.   1. 
In  dem  Iheieck  ABC  ist 

AD=-AC.    AE=~AB. 
ivetcher  Theil  ist  ADE  vom  ganzen  Dreieck? 

Man  ziehe  CE,  so  ist  AEC=-ABC,  und  da  ADE=- AEC 
80  ist 

ADE=  —  ABC. 


S.2. 
In  dem  Dreieck  ABC  ist 


-AC,    AE=    AB,     DF=:-DE: 


80t 

Siebes  Verhältniss  haben  die  drei  Stücke  ADE,  DF€^  CFEB 
m  ganzen  Diäieek,  dessen  Fläebe  =^  sei? 

ADE^-.'J  (§.  1.); 

T 

iD  ziebe  nun  CE,  so  ist  AEC=-A,  also 

\s     n     s/  ns 

srner  ist 

id  nun  endlicb 

CFEß=J-('t .  l  _  ?rÖL2üO\  ^  ^  (r«-^)(«~g)  ^ 

emnach  ist 

§•3. 
In  dem  Dreieck  ABC  ist 

AD=-AC,  AE=z'AB,  DF~DE,  CG=z-BC; 

n  s  V  c 

elches  Verhältniss  haben  die  drei  Stücke  zum  Flächeninhalte  A 
is  ganzen  Dreiecks? 


Zunächst  ist 


ADE  =  —  A  (§.!.). 
ns       ^^      ^ 


lan  ziehe  DG  und  BE,    so  ist 


Iso 


n       c     '  CS 


DEG  =  ^—  —  -^ •"  ^— '• ^ 

ns  n       c  CS 


(mas-^mjr  +  firc—^nrä)    . 

' A  . 


CS 


fa^^läien  ist 


, it  {mal — mcr  -j-ftrc — nra) 

PH« 
(c — u)(mas — mcr-j-nre — 'nra) 


GFE= 


FDGC=FDG^DCG  omi  BEFG=BEG  ^  FEG 

leicht  lieredioet  werden. 


In  dem  Dreieck  ABC  ist 

AD=~AC.   AE=^'AB,    CF=- BC,  DG=- DF, 

n  *  c  B 

DH=jDE; 

welches  ist  das  Verhältiiiss  der  vier  Theile  zu  ^?  ^^ 

ACD  =  ^^.    CI)F=^^^--^.  ^ 

Mt  n       c 

Man  ziehe  EF,  so  ist 


also 


DEF=4——A-^ 


;   a        t — r   c — a 


fforatia  OJGF  gefunden  wird. .  DGH  \ai  sodann  -  ■~DEF,   »«■ 
dnrch  auch  DGH  gefiinden  ist.    Eodlich  ist  dann 
FGHEB—^—ADC--  BCF~  DGB, 

so  dass  auch  dieser  Theil  berechnet  werden  kann. 

§.s. 

In  dem  Dreieck  ABC  ist 

AD=-AC,    AE='-AB,   CF=fAC.  CGz=.\bC, 


ata 


K^9. 


lan  fragt  nach  dem  Verhältnisse  der  Theile  zum  Ganzen. 

Zunächst  werden  die  StOcke  ADE,  CFG  nach  $.  1.  eefun- 
en.  Zieht  man  sie  vom  Ganzen^  ab.,  so  bleibt  DEBGF  als  be- 
annt.  Zieht  man  EG,  so  findet  man  eben  so  BEG;  eben  so 
\EF,  wenn  man  EF  zieht.     Zieht  man  ADE  von  AEF^ab,    so 

at  man  DEF.    Zieht  man  FJ,  so  ist  DFJ—^DEFy    also  ist 

>JF  bekannt.  Zieht  man  JG,  so  findet  man  JGEß  nach  §.  3., 
Iso,  da  EGB  bekannt  ist^  hat  man  auch  JGE.  Zieht  man  nun 
>JF    und   JGE   von    DEGF   ab,    so   bleibt   FJG.     Da    aber 

'JH=^yFJG,  so  sind  endlich  auch  FJH  und  HJG  bekannt 
fun  ist 

DJHF=JFH  +  DJF,    JHGBE=:HJG +  GJE  +  BEG, 

)o  dass  jetzt  alle  Stücke  in  ihrem  Verhältniss  zum  Ganzen  als 
lekannt  angenommen  werden  können.  Eine  nähere  Auseinander- 
iietzung  wird  hier  füglich  unterbleiben  können,  da  sie  Nichts  wei- 
ter enthielte,  als  die  Bildung  von  Formeln ,  die  keineswegs  beson- 
dere Schwierigkeiten  darbietet. 


§.6. 

Seien  bekannt  die  Verhältnisse  von  AE  zu  AB,  AD  in  AC, 
^F  zu  ACy  CJ  zu  BC9  DH  zu  DE  und  man  stellt  dieselbe 
Vage,  wie  früher. 

Zunächst  finden  sich  die  Stücke  ADE,  CFG  nach  §.  1.; 
^HEB  nach  §.  3.  und  sodann  auch  DHJGF  von  selbst 


§.  7. 

«  

Seien  bekannt  die  Verhältnisse  von  AD  zu  ACy  CF  za  ACy 
?G  zu  BC,  BL  zu  BCy  FH  zu  FG,  DJ  za  DE,  JK  zu  JHy 
le  Frage  dieselbe  wie  oben. 

Die  Stücke  ADE,  CFG  ergeben  sich  nach  §.  h;  DJffF 
ach  $.  5. ;  eben  so  findet  man  EJHGB  nach  $.  5.  Dies  letz« 
Kre  Stück  ist  aber  durch  KL  wieder  in  zwei  getheilt,  die  zu  be- 
^hnen  sind.  Man  ziehe  LE,  LJ,  LH ,  sp  findet  sich  LEB 
^ftch  §.  ].,  LJEB  nach  §.  3.,  also,  wenn  man  die  letztern  von 
iQanaer  abzieht,  auch  JLJE.  DJI^CD  nach  §.  6.,  also  wenn 
kan  DJHF  und  FGC  abzieht,  auch  JLGHJ.  Zieht  mau  HB, 
^  findet  sich  HBG  nach  §.  2.,  also,  da  das  .Verhältniss  von  GL 
1   GB  bekannt  ist,    auch   HLG.    Zieht  man  das  Letztere  von 


3Ü 

JBGLJ  ab,  so  bleibt  HLJ  als  bekannt.  >  Da  man  das  Verhäitniss 
von  JSK  zu  JBJ  kennt,  so  ergiebt  sich  daraus  HKL  und  HJL 
Nun  ist 

HGLK=iHLG  +  HKL,    KLBEJz=zKJL  +  JLE  +  ELB, 

somit  sind  alle  Stücke  bekannt. 


§.8. 

Man  kennt  die  VerbältDisse  von  AC  zn  AB,  AD  zu  AC 
CF  zu  AC,  DL  zu  DE,   FH  zu  FG ,  JG  zu  FG,  JK  zu  Jh 

AED  und  CFG  finden  sich  nach  §.  L,  JGBEL  nach  6.  5., 
und  daraus  auch  LDFJ.  Man  ziehe  !^Ii,  so  findet  sidi  DLBF 
nach  §.  7.9  also  jetzt  auch  ü^J.  Da  aber  das  Verhältniss  von 
JK  zu  JL  bekannt,  so  ergiebt  sich  HKJ,  wodurch  sämmtliche 
Stücke  bekannt  sind. 


§.  9. 

Es  ist  klar,  dass  man  in  ähnlicher  Weise  dieAufgabe  immer  verwickel- 
ter machen  kann.  Wir  wollen  jedoch  hierin  nicht  fortfahren »  da  (Be 
Losung  Nichts  weiter,  als  eine  Wiederholung  des  Früheren  ist; 
vielmehr  wollen  wir  ein  zusammengesetztes  specielles  Beispiel 
berechnen. 

Sei 

ab=\af,  mfz=\af,  acz=\ad,  de=\df, 

fj=\df,  ch=\ce,  C6?==|ci?, 

und  man  ziehe   die  Hilfslinien: 

FC,   FG,  FH,  MG,  MC,  MK,  MH,  ME, 
JB,  JG,  JK,  JC,  JH-, 

so  erhält  man: 

cde=I.Ij=Ij. 


t 
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I 

FBG=\.FBC=\/i. 


Fm=j  FCE=  ^J. 


2 

V  


14         2 
12  2 

rkeil  XTn.  21 


-2«) 
MCE=  (l— 


8      20" 


^)-U- 


MEH= 


„_„    /28       1       n       5  >  ^      33» 


1440         2S80 


"*■'— ^60~f5~'2880     60     20^         2880 


-S'mÖ''~IiBl 


J7 
°960^ 


^ 


*"*'"=  (Seö  +  6Ö  +  a)  ^=  2880  ^ 


Demnach  sind  die  sechs  Stücke: 

Ab'C:=^J,    CGe^^^,   CDE=\j, 


J07 

id  wirklich  ist  auch 

V6  +  60  +  5  +  2880  +  2880  ^-20/ '^  ~" '^  • 


10. 

Eine  weitere  hiefaer  gehörige  Aufgabe  wäre  nun  die  umge* 
ihrte,  von  der  wir  ein  specielles  Beispiel  berechnen  wollen »  da 
Iran  sich  der  allgemeine  Gang  erkennen  lässt. 

2 
Der  Punkt  Z>  liegt  in  JC  so,  dass  ^/>=:g-^C.      Man    soll 

»n  D  aus  das  Dreieck  ABC  in  fünf  Theile  theilen,  die  sieh  ver- 
alten wie  2:3:5:6:8. 

Die  Theile  sind  also 

1^       l^A       ^A       ^A       1a 

24r'   24^'    24^'    24^'    24^ 


(an  wähle  E  so,  dass 


iE= 2"-^ =  6  ^^' 


td  ziehe  DE,  so  ist 

immt  man  nun  6  so»  dass  AG^=^jAE,  und  zieht' ^ Cr ,  ,so  ist 

12  6 

ADG=j^A=^A,   GDE=:^A. 

'an  nehme  nun  H  so,  dass 


21* 
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und  ziehe  DH^  so  ist 

55   3         11        /3       8\ 

3  3 

Zieht  man  nun  DJ  so,   dass  CJ=ttCH,  so  ist  DCJ=;tiJ. 

8  5 

DJHz^-^J  und  mitbin  noch  />jEiB^=ö2^»    demnach  *^ 

ADG:DCJ:DEBH:GDE:DJH=2:3:6:G:8. 

Eine  weitere  Verfolgung  diesem  Gegenstandes-  erschein 
unnüthig,  da  die  Art  der  Auflösung  ähnlicher  Aufgaben  aus 
Gesagten  deutlich  erhellt. 
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Die  drei  Orand^lefchun^en  der  k9r< 
perlichen  oder  sphärischen  Trii^o- 

nometrie. 

Von  dem 

Herrn    Professor  Franke 

zu   Hannover 


Bei  Lesung  des  Aufsatzes  Theil  XVL  Seite  194. : 


y^Neue  einfache  und  leichte  Herleitung  der  Grundformeln 
der  sphärischen  Trigonometrie^^ 

vom  Herrn  Herausgeber  des  Archivs  wurde  ich  an  die  Behandlung 
tle8  körperlichen   oder  sphärischen  Dreieckes  erinnert,    welche  in 
meinem    »»Lehrbuch   der   descriptiven  Geometrie^^     Erstes  Heft;, 
Seite  47.  ff.  sich  vorfindet    Diese  Behandlung  ist  aus  der  lieber- 
Zeugung  hervorgegangen ,     dass  der  Anfönger  zur  klaren  Einsicht 
in  flue  Natur  körperlicher  Gebilde  oknn  gelangt,  wenn  ihm  die  ana- 
lytische Entwicklung  Schritt    für  Schritt   neben   der  graphischen 
Aarstellung  vorgeführt  wird.    An  dem.  eben  bemerkten  Orte  sind 
die  allgemeinen  Eigenschaften  der  Dreiecke,  sowie  die  sechs  Con- 
I  stractionen  derselben    aus  irgend  drei  Stücken  mit  Hülfe  einer 
:  einzigen  Figur  entwickelt  worden,  während  gewöhnlich  die Con- 
'  stmction  des  Dreieckes   aus  drei  Kanten  winkeln  eine  andere  Be- 
ktndlung  verlangt,  als  die  aus  zwei  Kantenwinkeln  und  dem  ein- 

Eeschlossenen  Flächenwinkel,  und  diese  wieder  eine  andere  Be- 
andlnng  beansprucht,  als  die  Construction  aus  zwei  Kantenwinkeln 
und  einem  gegenüber  liegenden  Flächenwinkel,  und  während  ge- 
wohnlich die  Construction  des  Dreieckes  in  den  drei  übrigen  Fäl- 
len auf  die  Eigenschaft  des  Supplementär- Dreieckes  verweisen 
moss.     Aus  derselben  einzigen  Figur  erlangt  man  aber  auch  die 


k 


drei  GnindgleichuDgen  der  kürperlichen    oder  ephSrischcn  Trigo- 
nometrie, wie   folgende  Betrachtungen    bestätigen. 

Wird  das  iürperliche  Dreieuk  SJUCy  (Taf.  IV.  Fig.  4.)  con 
einer  Ebene  lÜCN  winkelrecht  zur  Kante  SC.  welche  den  Ehe- 
neo  der  Winkel  MSC=ti  und  NSC^ß  gemeinschaftlich  ist,  ge- 
schnitten ;  8u  wird  der  Winkel  MCN::^C  der  Neigungswinkel  die- 
ser beiden  Ebenen,  oder  der  Gegenwinkel  von  y  sein,  deu  die 
Kanten  MS  und  NS  bei  .$  einschliessen.  Führt  man  nun  durch 
C  zwei  Ebenen,  die  eine  zu  HIS,  die  andere  t.»  NS  winkelrecht, 
so  erhält  man  die  Winkel  B  und  A,  welche  von  den  Ebenen  der 
Winkel  a  und  y,  sowie  ß  und  y  eingeschlossen  werden.  Die 
Ebene  LBC,  welche  winkelrecht  %Mt  kante  MS  steht,  und  die 
Ebene  MCN  aber  sind  zur  »  Ebene  MSC  winkelrecht,  daher  wird 
LC,  der  Durchschnitt  beider,  au  dieser  a-Ehene,  folglich  zu  CS, 
CB  und  CM  winkelrecht  liegen.  Dieser  Durchschnitt  LC  be- 
gegnet in  L  dem  Darchschnitte  MN  der  )•- Ebene  MSN  und  der 
C-Ebeue  AlCN,  so  dass  Lance  und  Lage  der  LC  bestimmt  ist 
Auch  ist  der  Durchschnitt  CB  in  der  n- Ebene  MSC  besfinunt, 
weil  er  durch  C  geht  und  zur  MS  winkelrecht  lie^t.  Hierdurch 
ist  die  Länge  und  Lage  der  BL  gegeben,  da  BL  die  MN ani 
MS  in  den  bekannten  Punkten  /.  und  B  schneidet  und  zur  MS 
winkelrecht  liegt-  Es  lässt  sich  daher  aus  der  ß-Ebene  CBLieJ 
Winkel  CBL  =  B  leicht  ermitteln. 

Auf  (gleiche  Weise  erhält  man  ans  der  i4-Ebene  CAK  dm 
Winkel  CAK=A,  da  diese  Ebene  und  die  C-Ebene  MCIS  win- 
kelrecht zur  /3-Ebene  CSN  stehen,  folglich  CK,  der  Durchschnitl 
derselben,  der  d-Ebene,  und  somit  den  Geraden  CS,  CA  aoi 
CN  Im  rechten  Wivkel  begegnet,  und  da  Ci^  die  MN  in  einein 
Punkte  K  schneidet,  durch  welchen  die  Hypotenuse  AK  de«  hei 
C  rechtwinklichen  Dreieckes  und  damit  die  Grösse  des  Winkels 
CAK=zA  bestimmt  ist. 

Die  S-Ebene  und  <4-Ebene  begegnen  sich  in  der  Geraden 
CF,  welche  die  y-Ebene  winkelrecht  schneidet,  weil  diese  El»- 
neu  derselben  y-Ebene  unter  dem  rechten  Winkel  begegnen-  Es 
ist  daher  CF  eine  Gerade,  welche,  in  beiden  Dreiecken  CBh 
und  CAK  von  dem  rechten  Winkel  aus  angelegt,  die  Hypote- 
nusen BL  und  AK  winkelrecht  schneidet. 

Eine  Aenderung  der  Lage  erleiden  die  Hölfslinien,  wenn  eiDCf 
der  Kantenwinhet  ß,  ß,  oder  einer  der  Flächenwinkel  A,  Ä  eh» 
rechter  oder  ein  stumpfer  ist,  oder  wenn  beide  es  sind.  Die»« 
Aenderung  ist  an  dem  oben  bezeichneten  Orte  näher  eriirtert. 

Die  eben  erwähnte  Betrachtungsweise  der  Figur  ist  w*.  W* 
welcher  die  Eigenschaften,  die  Constructionen  und  GrondgleichuO- 
gen  des  körperlichen  Dreieckes  mit  gleicher  Leichtigkeit  abgete' 
'   n  kitfinen.     Was  die  Grundgleichungcn 


sinusißfi^ein^sin^, 
COS}'  ^  co&dcos^  4  siiiasinjJcosC, 


an 

cobCzsi —  cobAcosB  +  BinAalnBcoay 

anlaDgt,   £m>  erhält  man*»  zttr  Herstelltiiig  der  ersten »  aus  den. bei 
F  reGhtwhiklichen  Dr^teickeft  ^FC  und  AFC  füt  die  CF: 

CFs=:BC^aCBF,eF=iACa\üCAF, 
daher  "^ 

BC.sinBzziACsinA. 
Weil  aber 

BC=:SC.8\Ba  und  AC—SC.ainß 
ist,  so  geht  letztere  Gleichung  über  in 

L  sinttsitiJ}::sssiDj3siOil. 

\ 

t 

Die  Dreiecke  MSN  und  MCN  geben  filr  die  gemeinsame  ilfiV 

die  Werthe 

# 

=:  Ä^+ iVC^2ilfC.2VC.co8  C, 

oder 

'2MSJfS.(i08Yz=  M^-MC+NS~NC+2MC.NC.cosC, 

oder  wenn  die  Linieq  ^S  und  MCp   NS  und  NC  in  den  Winkeln 
«  und  ß  und  in  der  SC  ausgedrückt  werden^ 

2ÄC.seca  secßcosy =rr5C(ftec  V--tg% + s^d^ß^t^ß  +  2tg(i  tg/3cos  C), 
:    das  ist 

26ec€esecj3cosy=:=2  -f  2tgatg/?cosC) 

1 
und  wenn  man  mit  ^cosacos/?  multiplicirt : 

II.  cos/=cosacosj3-1-sinasin/?cosC 

In  dieser  Gleichung  II.  erscheint  die  Prbjection  C  des  Win- 
kels y  durch  den  Winkel  /  selbst  und  durch  die  Winkel  a  und  ß 
^«sgedrilckt ,    weiche    die   Schenkel  MS  und  NS  von  y  mit  der 
!:   snr  £beoe  MCN  winkelrechten  Geraden  CS  einschltessen. 

A.n  der  Spitze  C  bilden  die  drei  Geraden  KC,  FC  und  LC 
^ch  ein  körperliches  Dreieck,  dessen  Ebenen  KCF  und  LCF 
znr  Ebene  KFL  winkelrecht  liegen.  Es  ist  daher  der  Winkel 
^FL  die  Projection  des  Winkels  KCL ,  und  deshalb  wird  nach 
Gleichung  IL  statt  finden: 
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1.      co8KCLz=:co»KCF.co8LCF+  sioKCFMuLCFxosKFL. 

Aber  KC  ist  der  Durchschnitt  der  Ebenen  MCN  und  ACK, 
welche  zur  a-£bene  winkelreeht  liegeo,  und  dfther  Ist  KC  »ol  NC 
winkelre^^ht.  Aus  demselben  Grunde  ist  LC  zu  MC  winkelreeht 
Man  hat  sonach  für  den  Winkel  KCL  die  Beziebtag 

KCL^B'-MCK^zR^NCL, 

das  ist 

MCK^zNCL, 

« 

und  wenn  MC  nach  lUi  verlängert  wird, 

MCL=:}liiCL, 

folgliah 

KCL=NCMt  =2R^MCN, 

oder 

KCL=2R  —  C. 

• 

Ferner  Ist  in  dem  bei  C  rechtwinklichen  Dreiecke  KCA  der 
Winkel  RCF=:A,  und  im  Dreiecke  LOB  der  Winkel  LCF=B. 
Endlich  hat  man  für  den  Winkel  KFL  die  Beziehung 

KFL-BFA=z2R-y. 

Werden  nun  die  eben  gefundenen  Werthe  der  Winkel  KCL,  KCF 
LCF  und  KFL  In  die  Gleichung  1.  eingeführt,  so  entsteht 

cos  (2/2 — C) =cos24cosJ9+  sio24sini?cos(2ß — y) 
oder 

II I .      cos  C= — cos^cosjS  4-  sin^sinfcosy . 


SIS 


her  die  ilnadratur  elliptischer 

Seetoren. 

Von 

dem    Herausgeber. 


in  auch  das  Integral  . 


A 


% 


(o+Acosy) 

n  bekannt  Ist»  so  will  ich  dasselbe  doch»  well  man  es 
ich  aus  einer  allgemeineren  Recursionsformel  abzuleiten 
nter  der  Voraussetzung,  dass  a^>6^  lst>  hier  nach  einer 
ren  Methode  entwickeln. 

anntlich  ist 

Stang^y  1  —  tang  g  9« 

sin  97= 1 — ,  cos9  = j — ; 

l  +  tang^y*  l  +  tangc^9* 


nn  wir 


a:=tangcj9 


2x  1 O!^ 


Dtflenivtllrt  man  die  erste  dieser  beiden  Gletchnngen,  so  ei 


_ä(J+i5— Ijf  . 


iälä-''- 


folglich  vermuge  der  ziveiteo  der  beiden  obigen  Gleichungen : 

Ferner  ist  . 

«  +  6  cos 
aUo  nach  dem  Vorhergehenden 


o+6+(a- 

■b)ii^ 

l+«> 

■2(1+1 

')hx 

(o  +  Aoi 


iii+6+(a-fi)a:V  ' 


wodurch  das  Uifferential  auf  der  linken  Seite  des  Gleichheits: 
chena  rational  gemacht  ist. 

Ans   der  vorstellenden  Gleichung   erhält   man    durch   leteg 


und  dft  noB  anter  der  Voranssetzung  a'  >  A^  olfeithMr 

a— &      (tf— 6)  fa+6)      a«— ft« 
«+4  -  («+4)  (0+6)— ??F*? 


positiv,  also  V  "  ,  T  reell  ist,  so  bann  man 

sTS^A  4^"+* 

setze»,  nelcbea 


(i+«')' 


(1+i')8j 


/  a+b 
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(1  +a!*)dx 


2\2( 


2)2) 


V"a+6    1  p     du  a  +  b    P  u^d 

.  a-b'  y  (l  +  u^  +  a—bJ(Hu 

V"ä+6    l    Pdu  %     r    u^du    ) 


.2)2 


giebt,  wo  es  nun  bloss  noch  auf  die  Entwickelung  des  Integrals 

/^    ti«8a 

aakommt. 

Es  ist  aber  nach  einer  allgemein  bekannten  Formel 

/u^du    •    /*'   u8u  /\    P    udti 

Setzt  man  nun 

tt*=r,  also  1^=^589'; 


uSu 


80  ist 


und  wenn  man 


y^    uSu         1   P   dv 


l  +  r=w,  also  dv=dw 


fi^vT^=f^=ß'  "^«'=-l=-iTi;' 


/( 


tiöi«  1 


(l  +  u^)^ "~     2(l+r;         2  (1  +  ?«2) 


Folglich  ist  nach  dem  Obigen 

r  »'S»      _  ■■        .  I    /■Si. 


V 


jArctang«  -| — ^Ärctangw  — 


(a-4)(H-»")l 

i\uii  ist  aber  nach  dem  Obigen 

Arcturigii=Arctaugf  tangü-qp.  V       .  ■  i 


6tang,j 


1 


(a-4)|l+^jtangj,."| 
ftsinrp 


+6_ 


2(a— iXcoSg  »«  +i+fr  sin 2*"' 


n+tt/"^ 


+'     (o+6)cos™H(n-4)sii|l9' 


Äa/^a — ft        siny 
■6T  a+6 '  ((4-Acos7 


/: 
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ba-i-b      sing)      .     a    4/"fl+6 .     ^       /^-^    1     "i/"«— 6\ 
Folglich  ist  nach  dem  Obigen 

6  smq) 


a^—b^'  a+6cosqp 

2a 


zi;ä)V  Sl •  ^^^^^'^s  (**"8|9>.  V  ^)  . 


Wenn  a-f^  positiv  ist^  kann  man  auch  setzen: 

« 


^>      Tcä 


+6cosgp)* 
b  siny 

a*— 6*'  a+6cosg) 


+(. 


2o        /       1      4/  o— 6\ 

Hiervon  wollen  wir  nun  die  folgende  Anwendung  auf  die  Qua- 
'atur  elliptischer  Sectoreu  machen. 

Die  allgemeine  Polargleichung  der  Ellipse  ist  bekanntlich"^) 

1 

• 

o  Ä  und  B  positiv  sind^  und 

t.  Der  Winkel  cp  wird  von  der  geraden  Linie  an,  welche  von> 
»m  als  Pol  angenommenen  Brennpunkte  aus  nach  dem  diesem 
rennpunkte  zunächst  liegenden  Scheitel  der  Ellipse  hin  gerichtet 
I;  nach  einer  gewissen  Richtung  hin  von  0  bis  o60^  gezählt. 

Bezeichnet  nun  S  den  Flächeninhalt  des  dem  Winkel  tp  und 
m  Yector  r  entsprechenden  Sectors  der  Ellipse^  so  ist  bekanntlich 


=\J'^, 


*)  Bf.  ••  den  Aufsatz  Nr.  IL  in  diesem  Tholle. 


> 


als»  nach  dem  Vorfaei^ehenden 

(,  ■     " 

Weil  nun  nach  dem  Obigen  im  vorliesenden  Falle,  wo  ^*>i 
und  A+ ß  positiv  ist, 


J(A 


-fßcoa^J^ 


^«— B»*    A-i-Bcoag) 


I  2^  /    1  ^nf=ß\ 

+  M«-B«)V"3sr^ä  Arctang(^taDB29).\  ^-ß^ 

ist,  so  ist,  tvenn  jetzt 

Arctang(l.ng2».Y;f=^) 

den  Lleinsten  positiven  Bogen  bezeicfaoet,  dessen  Tangente 

'  I  ^^fc  mM>  ] 

1      •/'^--B  SMHM 

'"Sä'-V  Ä+B  Ti                ■:.. 

ist: 


'*'    * HJ^-B^'  A+Bauiit 

'''(A'-jpyV^^m  A"i«»s('«ngJ?..V  jq!« 

Dans  man  in  dieser  Fonnel  fär 

Arctang^tingjcp.y  ^^ 

immer,  wie  vorher  bestimmt  worden   ist,  den  kleinsten  positii 
Bogen  setzen  nuiss,  dessen  Tangeute 

.    1    »fs^s 


ki,  wird  aus  der  Natur  der  bestimmten  lotegrala  «nf  der  Stelle 
erbellen,  und  bedarf  hier  eioer  weiteren  Erläuterung  nicht. 

Es  ist  aber  uaph  einer  bekanntoD  gooiometriscfaen  Formel 
tang2Arctang^taog2  9)\  ^ß) 


^    also 


B-^-Acosq) 


IsmaArctaog^tangg-y.y  -Jjf^l 

(■4«-g')siny«  isinyV2«-^) « 

—  ( J»—  fi«)  siD  (5«  +  (Ä+  ii  cos  q>j^  =  }~a+ßö3i^|    ■ 

Weil  A,  B  positiv  sind  und  A'^B  ist,  so  ist  A-\-BcoBip  stets 
positiv.    Wenn 

ist,  so  ist  offeobar 


/       1      ^[A^B\     1 
0<Arctang^tang2  9>«\  A  +  bJ^^^' 


also 


folglich 


0  ^  äArctang^tanggy.y  a+b)^  ** 
sin 2 Are tang  ( tang 29V  ?+Ä 7 


#  • 


dien  so  wie  sin^  positiv;  wenn  dagegen 

180o<9<360o 


wt,  so  ist  offenbar 

2»<Arctang(taiig^vV  3^)<«' 
also 

folglich 

8iD2Arctang(tang2¥.Y  j^J 
eben  so  ivic  sin^  negativ.    Weil  also  A+Bcosq>  positiv  ist,  u 

sin2ArclaQg^taiig2  9>-V  A  + b) 

mit  sintp  stets  gleiches  Vorzeichen  hat,  so  ist  nach  dem  Obig 
offenbar  in  vDlliger  Allgemeinheit: 

eiuZArctang^^tang^ip.y  ^~ß) 

_6inyV^^-fi' 
A  +  Bcos(p 

also,  wenn  man  dies  mit  der  Fonnel 

^       t*BgaArctaiig(taDg^V.Y  2^r) 

£-^^cosg>   ', 
verbindet,  ebenfalls  in  völliger  Allgemeinheit : 

coaÜArctang^tanggvV  A^b) 

B^^Aensip 

^+Äcos9' 
WeU 

A-\-  BcQBCp 


so 


S31 

C089=     ^y      ' 


-4  +  ÄC08g)==—  * 

Ä  +  iicosg)  = ^-gj: ^- ; 


Iglich 


B  4-  Jcosy      2<-(^g-^)r 


Ferner  ist 

1   „     l— C0S9       (.4+Ä)r— 1 

nd  folglich 


*        1  .  4/ (^J-^r-l 

idem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem* 

0<9<lj80o  oder  1800 <9< 3600 
t    Also  ist  mit  derselben  Bedingung  wegen  des  Vorzeichens: 

.       l      ifj^      .tf^-ß   {A+Byr-l 

Setzt  man  nun>  indem  man  immer  ^  zwischen  0  und  tc,  und 
is  obere  oder  untere  Vorzeichen  nimmt«  jenachdem 

0<9<180o  oder  180P<9<3eOO 


4)       Ä  =  Arctangt± V  2[+Ä '  nT^IZ^^ 
ist  nach  dem  Obigen 


sm2•^2  =s  — ^  ,  n * 

^+J5cosg> 


siny       _  _  sin2.ft 
^  +  ficosg)  "^  V/1«—  Ä«  ' 

lieil  XVIL  ^ 


uinl  rolülich  i.acli  ilri,i  Oblf  eo : 
Ail—hßsinlSl 


ASl-BsinSlcoBil 


-(.-l"-fi«)V.l»— ^~(jfi-ß")Vj<"— fi" 


^=-,    B=-VT^ 


«— r  «— r 


~  V"l  _(»       aV"l— f»      Va»-A«' 


positiv,  so  ist  entweder 


> 


d.  i.  eotireder 

')     M.  a.  den  Aufiate  Nr.  II.  in  dieietu  Tbeile. 


323 

1  3 

0  <  Ä  <  T^  jr    oder  jn  <  ü  <  yr. 

enachdem  nun 

0<y<180o  oder  180o<9<360ö 

st,  ist  nach  dem  Obigen 

0  <  ii  <Tj^  7C   oder    ^j  tt  <  Ä  <  tc. 
Wenn  also 


positiv  ist,  so  muss  man 

1  3 

0<2Ä<^  TP  oder  i^7r<;2ii<2Ä 

nehmen,  jenacbdem 

0<9)<180o  oder  I80o<g)<360« 
fet. 

•Wenn  ferner 

■  s 

a — r       __      a— r 

icgativ  ist,  so  ist  entweder 

1  3 

2^<2Ä<ji;  oder  7r<2ii<g-  jt, 

'.  i.   entweder 

j7t\,  Sl'^^  7t  oder  ö''*' "^  •^^F^' 

eoachdem  nun 

0<9)<180O  oder  180ö<9<360<> 
t,  ist  nach  dem  Obigen 

0<Ä<^^    oder  5-7r<Ä<n;. 

^enn  also 

a— r  a— r 
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negativ  ht,  so  muss  mau 


1  3 

^J5<2ii<7r  oder  9r<252<59r 

nehmen,  jenaehdem 

0<9><18Q«  oder  180«<9<3«)o 
ist.  • 

Ber  Beachtung  dieser  Kegeln  iässt  die  Formel 

a — r  ci — r 


cos2ü  = 


äV^r=7a      V^a«— 6« 


keine  Zweideutigkeit  zu,  wie  man  2Sl  zu  nehmen  bat,  wenn  loa 
).ISI  mittelst  derselben  bestimmt. 

Setzt  man  nun 

a — r  a—r 

2Ä=Arccos  — -7====:= Arecos 


also' 

7)  •^=0  Arccos  ;^- = 5  Arccos 


2  ^fHiä     2  "V"^^^=^' 

so  lassen  die  vorhergehenden  Regeln  nie  einen  Zweifel,  wie 

Are  cos  -  , -,^  =  Arccos 


VI— f2  V  d:^—b^ 

genommen   werden  muss.    Wenn  nämlich 

a — r 

positiv  ist,  so  muss  man 

/\  ^  A  a—r       ^1  ,3         .  a— r 

U<  Arccos  ,o<9^  oder   ^yr  <  Are  cos  --f^-    . — <  2  .-t 

nehmen,  jenaehdem 

V 

0<9<180o  oder  180o<g?<360o 
ist.     Wenn  dagegen 

a — r 
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egativ  ist,  so  muss  man 

]  fl— t*  a — r         3 

27r<Arccos;^;?=p<«  oder  «<Ärccos  ;^^==<2« 

ehmeiiy  jenachdem 

0<9<180Ooder  180o<9^<360ö 
t. 

Dies  vorausgesetzt,  ist  nun  nach  dem  Obigen 

A  Are  cos  — n       ■  —  JBsin  Are  cos 


„_ Vi— E« ^  «Vi— 6^ 

1er 

a— -f*  a — f 

<4  Are  cos— ?====■ —  B  sinArccos 


Aber 

^ g__ 1 . 

I  ,  P    «*  p '  o     a '  Ä 

jg  _  p^         _  Vi^6^       . 

(^»  -  JB«)  V2p:=s^~  2 .  Li/TT"  T~T'=*'*^  *-'"; 

Iso 

1  a — T  ü — ^^1*  

)  5=^a6iArc  cos^  ^--- -.sin  Arccos^^^=^  •  Vl_j«j, 

aer 

>       «=.2«*{Arceos^7^=-sinArecos;^^^..  V  1-g)' 

der  anch,  wenn  wir  v 


l 


itsen 


I 
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10)    S—^a!i\hTcms^^—'^^ 
WeiiD  A,  ß  gegeben  sind,  scheinen  die  beiden  Formel» 

a=Arci..s  J  ±  V  J  +  B  i^a^^By'  • 

ASt-^BtMa 


•)     Mnn  könnte  sikI  Blif  rtHlton .   r  «u  flnilrii .  »„...  „ 

gegeben  isE>    va»   gev  f-w-i' mit  dem   KR|iler'iieIien  Problem« 

xusammenhängC,  aber  immer  nnr  ili       i  Näherung   bewerbitelligi  vtriti 

kann,  weil  die  obige  Gleichang  transci'iiitenl  ist.     Ist  aber  —     ein 

kleiner   BrueU ,  sn  U'  iti  rccoa immer  «ehr  bleip,  Hill 

wenn  mtln  nnn  die  o  ler  der  Form 

—  t=  Arceo»  ■'—-  *sin  Arcen«  "~- 

tchreibt,  so  nicht  man,   daia   nnter   der  geiunuhten  ViiraiiuetKuiig  nühi 
fnngtwelne 


aö  e       a  e 

genau  erfüllt  iilrit,  nas  hier  keiner  weilereu  Kririnlcrung  bedarf. 

Der  Bugen  -^  ist  hier  nnlnrlich  in  Thclltn  des  der  Einheit  gleith™ 
HalbmesserB  aus^edrückl.  Will  man  dioien  ßngen ,  van  welchem  du 
Coaiims  zii  nebincii  ist.  gleich  in  Sei'unden  aiisgedrilckt  haben,  in  mr" 
man  den  obigen  Aufdruck  von  r  aat  fnlgende  Art  Bchreibeii : 
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11)     Ä=Arctangjj.\/    L^ZI? 


A~ß    • 

{iA-B){A-k-B)\i    ' 

immer  die  bequemsten  za  sein.     Man  hat   in  diesen  Formeln  Sl 
stets  zwischen  0  und  n,  und  jenachdem 

0<9><180o  oder  180»<g)<360<' 

ist,  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen. 

'    Setzt  maD 

12)  \  ^+^ 

N={A^B)-^=^, 

so  werden  die  obigen  Formeln: 


.a= Are  lang  )  +  \f^!~i 
13)  i  y  N-r^ 


S=  (Üf/V)t  \ASl—^Bam2SVt. 


f       • 


Auch  ist 


ASl  I       B     sinjiÄi 

Berechnet  man  nun  den  Hulfswinkel  u  mittelst  der  Foriii(;l 

...  B   sin2Ä 

15)    cosM=^.-2^    , 

wa»  immer  möglich  ist,  so  ist 

2ASls\n^u^ 

oder 


r   m^^^H 

IV 

Ä=:2^Ä(JtfJV)lsin^'>; 

und   stellt  man 
Formeln  für  den 
geben  aneesehe 
man  die  Palargl 
der  Kürze   zasa 

daher  die  zur  Berechnung  von   S   erforderllc 
1  Fall,   wo  die  Grössen  A,  B  unmittelbar    als 
n  werden,    wie    dies    immer   der  Fall  Ist.    w 
leichung  der  EHi|iBe  benatzt,   aus  dem  Obigei 
mmen,  so  erhält  man: 

, 

,^^^  +  Ä'     ^-A^B' 

f                                   18) 

^=Arc.ang|±V^'^(. 

S^'iASHMN)lim);iL'. 

In  diesen  Formeln  wird  Sl  Immer  zwischen  0  und  ir,  und, 
nachdem  0<9<180''  oder  I80«<9<360<'   Ut,  das  obere    ( 
unteie  Zeichen  genommen. 

Vielleicht  nerde   ich   späterbin    noch    auf  diesen   Gegenst 
Satzes  von  der  Parabel  *)  auf  die  Ettipse. 

Thril  XVI.  Nr.  XXXIX. 


tFA«7 


Heber  Asymptoten,  Hj*ttinmnngrs-Ver- 
hftltnisse  und  ISininilaritäten  bei  Flä- 
chen des  zweiten  und  dritten  Orades. 

Von  dem 

Herrn  Dr.  Beer, 

Privat- Docenten   an  der  Universität  cii  Bonn. 


I. 

flächen  des  zweiten  Grades. 

1)  Wenn  wir  die  allgemeine  ganze  Function  des  nten  Grades 
niit  drei  Veränderlichen  durch  Fn^  sowie  die  allgemeine  ganze 
^od  homogene  Function  desselben  Grades  und  mit  denselben 
Veränderlichen  durch  Kn  bezeichnen,  so  erhalten  wir  fär  die  all- 
gemeine Gleichung  der  Flächen  des  zweiten  Grades  die  folgende : 

1.    F«=Äa+f**\=0. 

in  dieser  Gleichung  (treten  unmittelbar  zwei  Flächen  in  Evidenz, 
nämlich  diejenigen,  deren*  Gleichungen 

Äi=OundFi=0 

«md.  Jene  gehört  einer  Kegelfläche  des  zweiten  Grades  an, 
deren  Singularität  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  aufnimmt. 
IKe  zweite  Gleichung  stellt  eine  Ebene  dar.  Die  Beziehungen 
iwischen  den  beiden  so  eben  erwähnten  Oertern  und  der  Fläche 
fjB  ist  nun  folgende.  Legen  wir  durch  einen  Punkt  P  der  Fläche 
^  eine  gerade  Linie  nach  beliebig  angenommener,  aber  fixirter 
Richtung,    so  trifft  sie  den  Kegel  K^  m  zwei  Punkten,    die  wir 


I 


u» 


I 


Ui  md  Qa  nmpflo  wollen.    Ebenso  tvird  die  Ebene  F^  

dnreh  P  nach  «mr  zweiten  heliebieeu,  aber  festen  Kichtung  ge- 
«ogenan  Ganden  io  einem  Punkte  M  geBchnilten.  Welchen  Pankt 
deiFUeE«  vlrnilB  aucli  an  die  Stelle  von  P  treten  lassen  inügCB, 
iniraer  bebSIt  der  Quotient  des  Pruductes  der  Distanzen  PQi  nud 
iH^'und  der  DisUnz  PR  ein  und   denselben  W^th,     so    dast; 


— -pjj — .^constans. 


-^fHaJ^' 


len  hierbei    immer    nach    derselb«      

80  dass  also  das  Product  PQi.PQ^  nemtlf 
Q^  auf  enteegen gesetzten  fSeiten  von  P  lie- 
)  fH  das  eine  oder  das  andere  Vorzeichen  annimint, 
„„'^^■ic^r.  auf  der  einen  oder  anderen  Seite  der  Eliem 
idt)£~-  Dli '  Richtigkeit  des  Obigen  leuchtet  aus  dem  Uin- 
___^^,  eil^',^  das«,  T^an  in  IL^  und  j'',  an  die  Stelle  der  Variahein 
die  entsprechenden  €oordi)iateuu-ertbe  des  Punktes  /*  gesetzt  iv er- 
im><-ttfWtAI\taie  nertfae  n.PQi.PQ^  und  l.PR  annehmen, 
wo  »  und  l  Coristanten  bedeuten.  l>er  Gleiehuog  I.  zul'olgi 
aber  ßr  einen  jeden  Punkt  der  Fläche  F^ 


wa«  denn  m  der  angesehenen  Beziehung  der  dni  im  Red*  «w 
henden  Oerter  fährt,    die  wir  als  Grundeigenschaft  d«r  F1Seh«i< 

des  zweiten  Orades  hinstellen    Icüaneo. 

Eine  Seite  des  Kegels  K^  schneidet  ersichtlich  die  FISche 
^3  nur  in  einem  Punkte,  ihrem  Utirchschnitle  mit  der  Ebene  f'i- 
Hieraus  schliessen  wir,  dass  die  Seiten  des  Kegels  mit  den 
Asymptoten  der  FIHche  parallel  lauien;  wir  wollen  daher  jenen 
einen  asymptotischen  Kegel  nennen.  Der  asymptotische 
Kegel  schneidet  die  Fläche  F^  in  einer  ebenen  Curve,  dem  Kegel- 
schnitte nämlich,  welchen  die  Ebene  fj  aus  K^  faerausschneiaBt; 
und  zwei  Flächen  zneileu  Grades  mit  demselben  asymptotischen 
Kegel  schneiden  sich  in  ebenen  Curven. 

Wird  d4^  Coordinaten  -  System  verschoben,  wohei  sich  die 
Richtungen  der  Axen  nicht  Indern,  so  tritt  an  die  Stelle  der 
Gleichung  I.  die  folgende: 

l'.     Ä'a+(i'F'i=0. 

In  ihr  kommt  ein  ziveiter  asymnlotischer  Kegel  zum  Vor- 
schein ,  der  dem  ersten  gleich  una  ähnlich  ist.  Wir  entnehmen 
hieraus,  dass,  wenn  der  Kegel  K.^  verschoben  wird,  die  Flüche 
F^  von  ihm  immer  in  Kegelschnitten  getroffen  wird.  Die  Eberte 
dieser  Kegelschnitte  aber,  und  somit  ihre  Gestalt,  ändert  sich  mit 
jeder  neuen  Lage  des  Kegels, 
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Der  asymptotlnche  Kegel  kann    dem  Obigen  gemäss  als  At- 
tribut einer  Fläche  aweiten  Grades  betrachtet  werden  und  liefert 
»08    folglich    in  seiner   Natur  einen  tauglichen  Eintheilungsgrund 
für  jene  Flächen,   bei  dessen  Annahme  jedoch  begreiflicherweise 
die  Discussi Jn  eines  Kegels  zweiten  Grades ,  welche  sehr  ein&ch 
ist,    vorausgesetzt  werden  muss.    Jenachdem   A^  einen  eigentli- 
chen €k)nns  oder  das  System  zweier  Ebenen  darstellt,  gehört  F^, 
einer  von  swei  zunächst   sich  darliietendeo  Abtheilungen  an..  Die 
Flächen  der  ersten  Abtheilung  werden  von  ihrem  asymptotischen 
Kegel  im  Allgemeinen  in  Curven  des  zweiten  Grades  geschnitten. 
Sie  zerfallen  welter  in  zwei  Gruppen,    von  denen  der  einen  ein 
reeller,  der  andern  ein  imaginärer  asymptotischer  Conus  zukommt; 
jene  begreift   die   Hyperboloide    mit   dem    reellen  Conus   als 
Grenze,    diese  die  Ell  ipso  ide  mit  dem  ellipsoidischen  Punkte 
als  Grenze.    Drehen  wir  das  Coordinatensystera  so,    dass  seine 
Ebenen    in  die  Hauptschnitte  des  asymptotischen  Kegels   fallen, 
so  Dimmt  die  Gleichung  der  Flächen  der  ersten  Abtheilung  diese 
Gestalt  an: . 

wo  il,  J?  und  C  von  Null  verschieden  sind. 

Die  Flächen,  welche  die  zweite  Abtheilung  ausmachen, 
werden  von  ihren  asymptotischen  Ebenen  immer  in  geraden  Li* 
nien  geschnitten.  Legen  wir  die  z-Axe  so,  dass  sie  jenen  zwei 
Ebenen  gemein  wird,  so  kann  die  Gleichung  der  hierher  gehöri- 
gen Flächen  durch  eine  Drehung  des  Systenies  um  die  z-Axe  in 
die  folgende  umgeformt  werden : 

B.    ^a;2  +  %«+|*F,=0, 

wo  mindestens  einer  der  beiden  Coelücienteu  A  und  B  von  Null 
verschieden  ist. 

Die  untergeordneten  Gruppen  heben  sich  auch  in  dieser  Ab- 
tkeilung  durch  die  Natur  der  asymptotischen  Fläche  hervor.  Be- 
steht diese  nämlich  aus  zwei  reellen  Ebenen,  die  sich  schneiden, 
so  ist  die  Fläche'  ein  hyperbolisches  Paraboloid.  Die 
Grenze  der  hyperbolischen  Faraboloide  in  Bezug  auf  eine  Varia- 
tion des  Coefficienten  jx  ist  das  System  zweier  reeller  sich  schnei- 
dender Ebenen.  Wenn  die  asymptotische  Fläche  aus  zwei  in 
einer  reellen  Geraden  sich  schneidenden  imaginären  Ebenen  be- 
steht, so  entsprechen  ihr  elliptische  Pa'raboloide,  deren 
Grenze  für  die  angegebene  Variation  die  reelle  gerade  Linie  ist. 
In  dem  Uebergangsfalle  endlich,  wenn  die  asymptotischen  Ebe- 
nen reell  sind  und  zusammenfallen,  ergeben  sich  parabolische 
Cylioder,  deren  Grenze  zwei  zusammenfallende  reelle  Ebenen 
aasmachen. 

Wir  wollen  uns  jetzt  die  Frage  stellen,  ob  sich  nicht  der 
asymptotische  Kegel  so  verschieben  lasse,    dass  seine  sämmtli- 
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chen  Seiten  Asymptoten  der  FlSche  werden,  oder,  was  dassdbC 
besagt,  oIj  in  der  Gleichung  der  Fläche  die  Funijtion  F,  durch 
eine  Verrilekung  des  Coordinaten-Antangsuunlites  auf  eine  Cun- 
r  atante  gebracht  werden  liüiine,  da  denn  die  Ebene  /]  uneDdlich 
k  weit  wegrüclien  würde.  Ein  Blick  auf  die  Gleichung  il.  zeigt, 
I  Aaas  es  für  die  Flächen  der  ersten  Abtheilung  immer  einen  und 
nur  eiaen  iu  endlicher  Eatfernung  gelegenen  Punkt  von  solcher 
BeschaffeDheit  gebe,  dass  der  as^muto tische  Kegel,  wenn  seine 
Spitze  in  denselben  (eilt,  die  Fläcne  im  Unendlichen  berQhrt. 
Jener  Kegel  geht  also  in  dieser  besonderen  Lage  in  einen 
Asymptoten-Kegel  Über,  und  der  fragliche  Punkt,  seine  Spitxe, 
ist  nichts  Anderes  als  der  Mittelpunkt  der  Fläche.  Den  Chri- 
gen,  durch  die  Gleichung  B.  dargestellten  Flächen  geht  im  All- 
gemeinen ein  solcher  Mittelpunkt  ab-  Suchen  wir  ihn  für  dos 
nyperbolische  Paraboloid ,  so  erhalten  wir  ihn  bestimmt  als  den 
Durchschnitt  einer  gewissen  mit  dem  Durchschnitt  der  asympto- 
tischen Ebenen  parallelen  Geraden  (der  sogenannten  Axe  der 
Fläche)  und  einer  auf  dieser  senkrechten  Ebene,  die  im  Allge~ 
meinen  unendlich  weit  entfernt  liegt:  der  Mittelpunkt  der  Fläch« 
liegt  also  im  Unendlichen.  Die  letzterwähnte  Ebene  wird  nur  in 
dem  besonderen  Falle,  wenn  die  Ebene  Fj  der  Singularität  der 
asymptotischen  Fläche  parallel  wird,  unbestimmt,  und  alsdann  ist 
ein  jeder  Punkt  der  Ase  ein  Centrum;  die  Fläche  aber  geht  in 
diesem  Falle  in  einen  hyperbolischen  Cylinder  über.  Der 
Mittelpunkt  der  elliptischen  Parahoioide  bestimmt  sich  ebenfalls 
als  der  Üurchscbnitt  der  in  eine  gewisse  Lage  gerückten  Singu- 
larität der  asymptotischen  Ebenen  (sie  heisst  in  dieser  Lage 
wiederum  die  Axe  der  Fläche)  und  einer  auf  ihr  senkrechten 
Ebene,  die  im  Allgemeinen  unendlich  weit  abliegt.  Verschwindet 
aber  in  F,  der  CoefiGcient  von  i,  kommt  also  die  Ebene  Fi  mit 
der  Singularität  der  asymptolischen  Ebenen  parallel  zu  liegen,  so 
wird  die  Axe  der  Fläche  Centrallinie ;  die  Ffäche  ist  ein  ellipti- 
scher Cylinder.  Bei  dem  parabolischen  Cylinder  endlich  erbiü- 
ten  wir  als  Oerter  des  Mittelpunktes  eine  bestimmte  mit  den 
asymptotischen  Ebenen  parallele  Ebene  (die  Axial-Ebene,  welche 
die  Fläche  in  der  Scheitellinie  schneidet),  eine  auf  dieser  senk- 
rechte und  mit  der  Scbeitellinie  parallele  Ebene  und  eine  auf  der 
Scheitellinie  senkrechte,  übrigens  aber  unbestimmte  Ebene.  Die 
FlScbe  besitzt  mithin  eine  Centrallinie;  diese  ist  mit  der  Scheitel- 
linie parallel  und  liegt  in  der  Axial-Ebene  unendlich  weit  weg. 
Nur  wenn  der  parabolische  Cylinder  in  zwei  parallele  Ebenen 
,'  ansartet,  —  was  eintritt,  wenn  die  Ebene  F,  den  asjmiito tischen 
Ebenen  parallel  läuft  —  wird  auch  der  zweite  der  erwähnten  0er 
ter  unbestimmt,  während  der  erste  in  eine  von  den  beiden  Thei- 
len  der  Fläche  gleichwelt  abstehende  Ebene  übergebt;  diese  ist 
eine  Central-Ebene. 

2)  Verlegt  man  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  irgend 
einen  Punkt  P  der  durch  die  Gleichung  I.  der  vorigen  Nummer 
dargestellten  Fläche  zweiten  Grades,  so  geht  jene  über  in: 

11.     Äs +,»A',  be- 
tritt hier  der   mit  seiner  Singularität  durch  I*  gehende  aayu- 
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?totiscbe  Kegel  K^  ip  Evidenz  und  ausserdem  die  ebenfalls  durch 
^  gehende  Ebene  Ki,  Ziehen  wir  in  letzterer  eine  gerade  Liuie 
durch  P,  so  schneidet  diese  die  Fläche  in  zirei  zusammenfallen- 
den Punkten,  ihren  Durchschnitten  mit  dem  Kegel  K^;  sie  be- 
rührt also  die  Fläche  und  somit  ist 

die  Gleichung  der  Tangential-Ebene  im  Punkte  P.  Diese  Ebene 
Kl  schneidet  die  Fläche  in  zwei  geraden  Linien ,  den  auf  ihr  ge- 
legenen Seiten  des  Kegels.  Drehen  wir  das  Coordinaten  -  System 
bis  seind  Ebenen  in  die  Hauptscbnitte  des  letzteren  fallen  ^  so 
treten  in  der  Function  K^  nur  mehr  die  Quadrate  der  Veränder- 
lichen auf.    Es  sei  für  diese  Lage  der  Coordioaten-Axen 

K^^ax^+by^+cz^  und  (iKi^ttaa-i-ßy+yz. 

Projiciren  wir  alsdann  den  Durchschnitt  der  Ebene  Aj  und  des 
Kegels  K2  auf  die  xv-Khene,  so  finden^wir  für  die  Gleichung  die- 
ser Projection  die  folgende: 

äc^iayHca^) + y\bf+cß^)  +2.caßa:y  =  0 . 

Die  durch  diese  Gleichung  dargestellten  beiden  geraden  Linien 
sind  nun  reell  oder  sie  fallen  zusammen  oder  sie  sind  imaginär^ 
jenachdem  der  Ausdruck 

M= — { aby^+  acß^  +  bca!^  ] 

bezüglich  grösser  als  Null  ist  oder  verschwindcft  oder  negativ  wird. 
Versetzen  wir  aber  den  Coordinaten-Anfangspunkt  in  einen  ande- 
ren Punkt  P*  der  Fläche ,  dessen  Coordinaten  in  Bezug  auf  das 
alte  System  a:',  y\  z*  sind,  so  wird  die  Gleichung  der  Fläche  in 
Bezug  auf  das  neue  System : 

Projiciren  wir  jetzt  wiederum  den  Durchschnitt  der  Tangential- 
Ebene  in  P'  und  der  Fläche  auf  die  neue  or^-Ebene,  so  erhalten 
wir  für  die  Gleichung  dieser  Projection : 

0= o:«  ( a{y+2c2')* + c(a+2iLr')«} + y^  1 6(y+2czOH<?(/5+26y ')*  I 

+2c(a  +  2oa:0(/5  +  26y)j:y, 

und  die  Natur  dieser  beiden  Geraden  häujgt  ab  von  dem  Vorzei- 
chen des  Ausdruckes 

ü '  :=  -  { a6(y+2c2')^ + ac(/5+26y')^ + 6c  {a^lax^  I 

Da  nun  aber  der  Punkt  P*  auf  der  Fläche  liegt  und  somit  seine 
Coordinaten-Werthe  x\  y',  z'  die  alte  Gleichung  der  Fläche  be- 
friedigen, so  folgt,  dass  M*^M  sei.    Zu  einem  analogen  Resul- 
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täte  ivjiren  trir  f;«)laugt,  wenn  ivir  eine  def  beiden  anderen  Cunr- 
dinaten-Ebeiien  zur  Projectioiis-Elieiie  genommen  hätten.  Wir  er- 
sehen bieraiis,  dass  eine  Fläche  zweiten  Grades  von  einer  jeden 
ihrer  Tangential' Ebenen  entweder  immer  in  zwei  iraaginüren  oder 
xveei  zusommenrail enden  oder  zwei  reellen  Geraden  gescbuitlen  wird. 

Mit  Bezugnahme  anl'  eine  l'riiliere  Abhandlung  erwähne  ich 
.  hier,  dass  der  Ke^el,  welcher  sieb  durch  die  mit  einem  stngulii- 
ren  Punkte  versehene  Durchschnitte- Curve  zweier  Flachen  zwei- 
ten Grades  legen  iftsst,  den  Durchschnitt  6er  asymptotischen 
Kegel  heider  Flächen  aufnimmt,  wie  sich  leicht  aus  der  Comhi- 
'  oatinn  der  auf  die  Form  II.  gebrachten  Gleichungen  der  Fliehen 
ergibt. 

3)  In  dem  Punkte  P  eines  ceotrischen  K e (je I Schnitts  werde 
die.  Krümmung  durch  den  Halbmesser  q  des  krümmungsicreises 
gemessen.  Die  reolle  oder  ima^näre  Länge  des  Halbmessers  der 
rnrve,  dessen  Richtung  mit  derjenigen  der  Tangente  in  P  paral- 
lel ist,  sei  r.  und  die  Länge  des  aus  dem  Mittelpunkte  auf  dje 
Tangenten  geHillten  Perpendikels  sei  p;  alsdann  hat  man: 


In  einet  ganr.  analogen  Gleichung  findet  das  Krümmung»* 
Gesetz  bei  Fläghen  zweiten  Grades  mit  einem  Mittelpunkte  seinen 
Ausdrucif.  Es  sei  P  ein  Punkt  einer  solchen  Flüche,  T  seine 
Tangential-Ebene.  Durch  den  Mittelpunkt  O  und  den  Punkt  P 
lege  man  eine  Ebene  £.  Sie  schneide  die  Fläche  in  dem  Kegel- 
schnitte K.  Ein  Durchmesser  des  letzteren  ist  OP,  der  dieaeni 
zugeordnete,    welcher  dein  Durchschnitte  I  der  Elienen  £  und  T 

Sarallel  ist,  habe  die  Liingc  r.  Alsdann  ist,  wenn  wir  die  Länge 
es  aus  O  aiif  i  ^etiilllen  Perpendikels  mit  n  und  den  Krümmungs- 
halbtues:«er  des  Schaittes   K  im  Punkte  P  mit  q'  bezeichnen: 


Bedeutet  aber  ^  ilen  Kriimmungshallimesser  des  durch  die 
Tangente  t  gehenden  Normalschnittes  der  Fläche  um!  7  den  von 
den  Ebenen  E  and  T  eingeschlossenen  Winkel,  so  bat  man  he- 
kai.rjtlicb- 

ßsin^  :^q'  . 

Und  wenn  p  die  Länge  eines  Perpendikels  ist,  welches  aus  den 
Mittelpunkte  der  Flache  auf  die  Tanqentiai-Ebene  T  gelallt  wird, 
80  ist: 

p^n  sinip. 
Aus  den  drei  aufgestellten  Gleichungen  folgt  nun: 
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Das  in  dieser  Gleichung  ausgesprochene  Theorem  überträgt 
ch  unmittelbar  auch  auf  dielenigen  Flächen  zweiten  Grades, 
eiche  mit  einer  in  endlicher  Entfernung  gelegenen  Central-Lfnie 
ler  einer  solchen  Central-Ebene  versehen  sind.  Bei  diesen  Flä- 
len  tritt  an  die  Stelle  des  Perpendikels  p  die  Entfernung  der 
ängential-£bene  vom  Central-Orte.  Die  Gleichung  Ai.  muss  fer- 
;r  auch  noch  für  die  nicht  centrischen  Flächen  zweiten  Grades 
re  Gültigkeit  behalten,  insofern  diese  als  centrische  Flächen  mit 
lendlich  weit  liesenden  Central-Oertern  anzqsehen  sind.  Da  je- 
>ch  bei  diesen  Flächen  die  Grössen  r  und  p  unendlich  werden, 
>  bedarf  die  Gleichung  A.,  wenn  sie  anwendbar  werden  soll, 
ner  Umformung,  die  wir  in  folgender  Weise  bewerkstelligen. 

Wird  die  Gleichung  eines  centrischen  I^egelschnittes  auf  ein 
»ordinaten-System  bezogen,  dessen  Ordinaten-Axe  jenen  berührt, 
Shrend  die  Abscissen-Axe  mit  demjenigen  Durchmesser  zusam- 
enfallt,  weicher  im  Berührungspunkte  ausläuft,  so  erhält  sie  die 


Drm: 


b^  b^ 


a*  a 

id  der  Krümmungshalbmesser  des  Berührungspunktes '  bestimmt 
ch  durch  die  Gleichung 

b^     _      k 
^      dsin^p        2sin9' 

enn  9  den  Winkel  der  Coordinaten*Axen  bedeutet.  Denken  wir 
IS  nun«  dass  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  auf  der  Ab- 
-isseilaxe  fortrücke,  während  sich  gleichzeitig  seine  Axen  in  der 
rt  verändern,  dass  a  sich  der  Null,  x  der  endlichen  Grösse  / 
ihert,  immer  aber  die  Curve  von  der  Ordinaten-Axe  im  Anfangs- 
unkte berührt  wird,  so  nähert  sich  gleichzeitig  jene  einec  Para- 
sl,  deren  Gleichung 

y^=Lx 

t.  All  der  Grenze,  wenn  der  Mittelpunkt  ins  Unendliche  ge- 
lekt  ist,  geht  der  Kegelschnitt  in  die  Parabel  über.  Der  Krfim- 
nngshalbmesser  der  letzteren  im  Coordinaten-Anfangspunkte  fin- 
et  sich  folglich  durch   folgende  Gleichung  bestimmt: 

^     / 
^"~2siny ' 

bezeichnen  wir  aber  die  Länge  irgend  einer  mit  der  Ordinaten- 
^xe  parallelen  Sehne  der  Parabel  durch  !2r  und  ihre  Entfernung 
cm  Anfangspunkte  durch  p,  so  ist  ersichtlich 
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folglich 


ta. 


Eine    der    sn    elien    angestellten    ganz    analoge  Grennbefrat 

führt    uns  bei    den  nicht  centrischen  Flächen  zweiten  Grades  aiu 

die  Gleichung  A3,  als  den  Ausdruck  ihres  Krfinimuoss-Geselitii, 

I  wenn  wir    unter  q  den    KrQmniungshalbniesser  ire;enii  eines  Nll^ 

L-  malschnittes   io   einem  Punkte  P,    unter  p  die  Entfernung  dieeW 

[  punkte«  von    einem  beliebigen  Schnitte,    dessen    Ebene    mit  der 

'  Tangential -Ebene  in   T  parallel  ist,  und  unter  r  den  Halbmesser 

dieses  Schnittes  verstehen,   welcher  dem  NorniaUchuitle   piirailel 

lault. 

Aus  den  Gleichungen  ^.  ersehen  \rir,  dnss  die  Kriiniinunasv 
Jialbmesser  der  NorniaUchnitte  eines  Punktes  den  Quadraten  der 
den  Tangenten  jener  Schnitte  pHrallelen  Halbm<'sser  des  Kegel- 
f  Schnittes  proportional  sind,  in  welchem  die  Fläche  von  einer  mit 
der  Tangential  •  Ebene  des  Punktes  parallelen  Ebene  geschnitten 
wird.  Aus  diesem  Satze  flJessen  Tust  unmittelbar  die  bekannten 
Theoreme  über  die  einfacbereu  Krfimmuugs- Verhältnisse  der  Fli- 
ehen, insbesondere  das  Euler' sehe  über  die  Beziehung  des  Ktuiii* 
mungshalbmessers  irgend  eines  ^formal-Schuiltes  zu  dem  grüsslea  , 
und    kleinsten    Krümmungshalbmesser    desselben    Punktes,     ivw 


Die  krummen  Flächen  des  zweiten  Grades  werden  von  Ebe- 
nen, die  ihren  Tangential- Ebenen  parallel  sind,   entueder  in  lau- 
ter  Ellipsen  oder  in  lauter  Hyiierbehi  oder  in  lauter  Parabeln  oder 
endlich  immer  in  zwei  parallelen  Geraden  geschnitten.    Im  erstes .' 
Falle  sind    die    Haupt- Krümmungshalbmesser    (der    ^rüsste    ud4 
kleinste),     deren    zugehürige   Tangenten   mit  den  Halbaxen  äva 
der  erwähnten  Parallel-Schnitte   gleich  buren,    beide  mit  demaeh  . 
ben    Vorzeichen    verseben    und   von    emljicher  Grüsse.    DasseUia  ] 
gilt  von  irgend  zwei  Krümmungsbalbmesseru.  Die  Fläche  ist  nüt- 
hin  in  Bezug  auf  ein«  Seile  ibrerTangential-Ebene  Immer  conv ex- 
convex  oder   concav-concav,    also  doppelt  und  in  gleicbem  Sinns 

Sckrümnit.  Es  gehiiren  hierher  die  Ellipsoide  und  die  elliptischen  . 
Ivperboloide  und  Paraboloide.     Bestehen  die  mit  den  TangeKtitlp  . 
Ebenen  der  Fläche  parallelen  Schnitte  aus   Byperbeln,    so  erlui- " 
gen  die  Haupt-Krümmungshalbmesser  endliche  Grossen  und  ent- 
gegengesetzte   Vorzeichen;     die   Fläche  ist  convex- concav.    Den 
Ueüergang   von  den   convexcn    zu  den    concavon  NonnalschnHten  ^ 
bilden  die  durch  die  beiden  Geraden  gehenden,  welche  in  dieeen'^ 
Falle  immer  der  Fläche  und  ihrer  Tangential-Ebene  gemein  sinJi' 
und   deren  Krümmung    unendlich  klein  ist.     Hierher  gehüreo  &it; 
hyperbolische  Hyperboloid  und  Paraboloid.     Bei  den  cylindriscbm 
Flächen  zweiten' Grades  bestehen  die  Schnitte,    welche  den  Tin- 
genlial-Ebenen   parallel  sind,     aus    zwei   mit  der   Berührungslinie 
parallelen  Gerauen.     Wir  ersehen  hieraus,  dass  die  Krümmung  in 
jedem  Punkte  der  Berührungslinie  dieselbe  und  in  gleichem  Sinne 
gekehrt  ist.     In  einem  bestimmten  Punkte  nimmt  der  Krümmungs- 
lalbmesser  von  dem  auf  der  Berührungslinie  senkrechten  Normal 
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Bt«tif!  an  Grüese  eu  und  wird  in  dem  durch  jene  gn- 
htüien  Schnill  unendlich  nross.  Die  einzige  Fläche  zweiten  Gra- 
welche  von  Elienen,  die  ihren  Tanirential-Ebenen  parallel 
in  Parabeln  gescHnilten  ivird,  'mi  der  Conus.  Wenti  nun 
ffir  diese  centrische  Fläche  die  Gleichun;;  A)  und  die  aus 
ibr  gezosrenen  Oonsequenzen  ihre  Gfilti^beit  hehalten,  eo  muss 
IDBD  doch,  um  die  absolute  Krfiniuiuiig  in  einem  ihrer  Punkte  zu 
■rbalten,  steh  anf  die  einfache  direcle  Bestimmung  einlassen,  de- 
ren wir  uns  aher  hier  üherheben  nollen.  Dus  Verhältniss  der 
mschiedenen  Kruromungshalbniesser  in  eioem  bestimmten  Punkte 
Kegels  stf^llt  sich  ersichtlich  als  dasNelbe  heraus  wie  bei 
m  Cylindcr  zweiten  Grades,  welcher  letztere  sich  von  einem 
Ceeel  dadurch  ualerscheidet,  (lass  die  kleinsten  Hauptkrüinraunt:>8- 
lalnmesser  in  den  verschiedenen  Punkten  einer  beite  dieseJIie 
hÖHae  behalten,  während  sie  beim  Kegel  von  der  Spitze  an  ge- 
«cfanet  isunehmeQ  und  zwar  wie  die  Entfernungen  der  Punkte  voo 
'   Spitze. 

Bezeichnen  wir  den  grüssten   und  kleinsten  Krümmungsbalh- 

eines  Punktes  mit  ^  und  q^,     so  ist  das  Product 

m  der  kleinsten  und  griissten  Krümmung,  das  von  Gausi 
innle  Krümmuugemauss  der  FL'iche  in  jenem  Piiokte,  ISs 
'ird  dasselbe  nur  bei  coiives-convezen  oder  concav-concaven  Fla- 
men positiv  und  von  Null  verschieden,  unter  den  Flächen  zwei- 
m  Grades  mithin  beim  Ellipsoide,  dem  elliptiscben  Hyperboloide 
ad  Paraboloide.  Von  den  geradlinigen  Flächen  zweiten  Grades 
esitzen  die  windschiefen  (bei  denen  sich  zwei  aufeinander  fol- 
ande  Geraden  derselben  Erzeugung  nicht  schneiden),  welche  ku- 
leitfa  cnncav-convex  sind,  ein  Krümm ungsmaass,  das  kleiner  als 
Intl  ist,  während  dasselbe  sich  bei  den  abwickelbaren  (bei  denen 
1dl  ztrei  auf  einander  folgende  Generatricen  schneiden  resp. 
|tt  einander  parallel  sind),  welche  plan-concav  oder  plan  convex 
wannt  werden  kr>nnen,  verschwindet.  Windschiefe  Ffächen  zwbi- 
n  Grades  sind  das  hyperbolische  Hyperboloid  und  Paraboloid, 
(veloppable  der  Cylinder  und  der  Conus.  Ueber  das  KrSm- 
inngsmaBSs  werden  wir  jetzt  einige  Bemerkungen  folgen  lassen. 
'"  *.*'-b  "'"'  ""'  ^'^  centrischen  Flächen  zweiten  Grades ,  und 
"inen  den  Kegel  ebenfalls  ausgeschlossen,  beziehen,  die 
leicht  auch  aul  die  übrigen  Flächen  zweiten  Grades, 
irig  angebrachter  Modilicat'tou  übertragen  lassen. 

wir  die    soeben  angegebene  Bedeutung  von  Qt    und  ^ 

,  bezeichnen  wir  die  Baibasen  des  Diamelral-Schniltes, 

r.mit    der  Tangential  -  Ebene   des   Punktes  P  parallel    ist. 

l|S[ch  9i  und  (1^  beziehen,  durch  a  und  ß.     Alsdann  haben 

faas  Krümm ungsmaass  der  Fläche  im  Punkte  P: 


1    i- 

Pi '  Sa" 

mg  p   die   senkrechte  Entfernui 


g  des 


schnitte  oder  des  Mittelpunk Ics  von  der  Tanwsnlial-EbeoeKd 
tet.  Fär  die  verschiedenen  Punkte  ein  und  derselben  Fllicbe 
h&lt  aber  aßp  denselben  Werth.  D»s  Kriimmun^Rmaa^s  ist  s( 
der  vierteo  Potenz  von  ;i,  der  Entfernuii|;  des  Mittelpunktes 
der  Tangentiaf-Ebene  proportional. 

Der  Ort  der  Punkte  eiues  EUipsoiiIes,  deren  BerübruDgs-I 
neu  vou  dem  Centrum  gleicbiveit  entfernt  sind,  ist  bekanol 
die  sogenannte  Polodie,  eine  in  der  Theorie  der  Rotation 
Sprache  kommende  Curve.  Dem  Obigen  gemäss  ist  also  die 
lodie  die  Curve  gleichen  Krümmungsmaasses  für  ein  EtlTps 
Die  PoloJien  dieser  Fläche  zerl'allen  in  zwei  Gruppen,  dl 
üeber^ang  die  zwei  Ellipsen  bilden,  in  denen  die  beiden  i 
Ellipsoide  umschriebenen  Rotations-Cy linder  dieses  berObieal 
die 'eben  erwähaten  Ellipsen,  die  durch  die  Endpunkte  der  n 
leren  Axe  der  Fläche  gehen,  ist  p  der  Hälfte  dieser  Äxe  g^ 
Den  Püliidien  der  einen  Gruppe  entsprechen  Werthe  von  p, 
zwischen  der  niittlerea  und  kleinsten  Halbaie,  denen  der  zwei 
solche ,  die  zwischen  der  mittleren  und  grüssten  Hatbaxe 
Fläche  liegen.  Das  Krilinmungsmaass  nimmt  von  dem  jenea 
lipsen  entsprechenden  mittleren  Werthe  nach  der  einen  und  ai 
ren  Richtung  von  einer  Polodie  zur  nSchst  folgenden  stelig 
Küglich  KU  oder  ab  bis  zu  einem  IVlinimum  und  Maximum, 
denen  jenes  iu  den  Scheiteln  der  kleinsten,  diet^es  in  den  i 
punkten  der  grilsslen  Axe  des  EIMpsoldes  erreicht  wird. 

Die  beiden  anderen  centriscben  FIScbeii  zweiten  Grades 
sltKen  ebenlalls  ihre  P^lodlen,  die  auch  hier  Curven  gleic 
Krümm  ungsmaass es  sind.  Bei  dera  einschaligen  Hyperb(4i 
zerfallen  sie  wiederum  in  zwei  Gruppen,  die  durch  aie  bei 
Ellipsen  von  einander  seschledeo  werden,  in  welchen  die  F18 
von  zwei  Kreis- Cylindern  berührt  wird.  Diese  Ellipsen  ge 
durch  die  Scheitel  der  kleineren  reellen  Axe.  Indem  wir  von  i 
selben  ausgehen ,  nimmt  das  Krümmungsmaass  in  der  einen  Gnr 
von  einer  Polodie  zur  anderen  an  absoluter  Grosse  zu,  und 
reicht  im  Scheitel  der  grüsseren  reellen  Axe  ein  Alaximum,  «I 
rend  es  für  die  andere  Gruppe  jener  Curven  in's  Unbegref 
abnimmt.  Das  letztere  tritt  auch  bei  '  '  ' 
Polodien  der  Schale  eines  elliptischer 
wir  von  deren  Scheite!  ausgehet 
ein  Maximum  vorhanden  ist. 


einzigen  Gruppe  ' 
1  Hyperboloides  ein,    W 
für  das  Krümmunganu 


Um  ein  Ellipsoid  wollen  wir  uns  diejenige  Fläche  conatn 
denken,  die  der  Ort  der  Fusspunkte  aller  Perpendikel  ist,  well 
aus  dem  Mittelpunkte  auf  die  Beriihrungs-Ebenen  des  Ellipiot 
herabgelassen  werden  können;  diese  Fläche  heisst  bekannt! 
Elasticitfits-FUche  und  wird  in  der  Lehre  vom  Lichte  ni 
betrachtet.  Einem  jeden  Punkte  P  des  Elüpsuides  (als  UerObnai 
punkt)  entspricht  alsdann  ein  Punkt  /"  der  Elaa(ici(äts-FIA 
(als  Fussuunkt),  und  es  leuchtet  ein,  duss  einer  Polodie  fSr  « 
gewisse  Distanz  p  auf  der  Elasticitäts- Fläche  eine  (Kurven 
ordnet  ist.  die  der  Durchschnitt  jener  Fläche  mit  einer  Kugel  t 
Radius  p  ist. 


'  Dinch  den  Mittelpunkt  O  des  ElHpMideB  £  Isgen  wH'  eine 
Ebene  mit  der  Tangential-Ebene  in  P  parallel.  Die  Rich(utig«n 
r  Axen  der  Ellipse,  iti  tvekher  £  von  dieser  Ebene  sesoliiiit- 
I  wird,  feiten  ho»  die  Hichtuiig  der  grüssten  und  bleinsteii 
irSmmuog  im  Pnnkte  P  aii.  Wir  erhallen  sie  wie  fnl^.  Durch 
lie  Normale  des  Schnittes  und  die  Normalen  der  Kreissehnitle 
roii£  legen  ivir  zwei  Ebenen  und  h&lbiren  hierauf  die  von  diesen 
ebildeten  Flächenuinkel.  Die  HalliiTunErR- Ebenen  enthalten  als- 
aoiL'die  Axen  des  Scbnitle»  uiid  zivei  durch  P  mit  ihnen  paral- 
•\  gezogene  Tangenten  gehen  die  Kichtuni:  der  grüsslen  und 
leidsten  Krflmmnng  in  P  au.  Die  Normalen  aller  derjenigeu 
iametralschnitte ,  welche  eine  Axe  gleich  haben,  bilden  in  ihrer 
"etigen  AuleiDanderfnlge  einen  Ke^el  des  zweiten  Grades,  des- 
A  rncallinien  die  Normalen  der  Kreisschnitte  Tnii  £  sind,  und 
B  T&ngential-  und  Normal-Ebenen  einer  KcgeUeile  enthalten  die 
Wn  de«  dieser  äeite  entsprechenden  Diametralächnitte«.  Ftlr 
e  Diametralschnitte  ins  Geäaninit  erhalten  wir  zwei  Serien  sol- 
ler  Kegel,  die  einander  senkrecht  durchsetzen.  Es  sei  nun  K 
ner  Jener  Kegel,  C  sein  Darchttrhnitt  mit  der  Elaeticitlils- Fläche 
id  /*  und  Pi  zwei  nöchst  auf  einander  folgende  Punkte  dieser 
irre.  Der  Curva  G  entspreche  auf  dem  Eftlpsoide  die  Linie  C, 
MliesondeTe  den  Punkten  P  und  /-",  der  ersten  Linie  die  Punkte 
*  und  /*,  der  zweiten.  Da  nun  das  Element  P'OPf  des  Kegels 
lit  der  einen  Äxe  des  dem  Punkte  /'  entsprechenden  Diametral- 
chnittes  einen  unendlich  kleinen  Winkel  bildet,  eo  folgt,  dasa 
Element  /*/*j  der  Curve  C  mit  dem  einen  Hauptschnitte 
-  Punktes  P  ebenfalls  einen  unendlich  -  kleinen  Winkel 
Hieraus  ersehen  wir,  dass  die  in  der  Tan- 
von  £  im  Punkte  P  durch  diesen  gezogene  Taii- 
^  Normale  der  Curve  C  die  Rii:htiing  der  griissten  und 
i  KrAmmung  angiebt.  Der  Dianieter,  welcher  die  Rich- 
r  Normale  hat,  ist  nach  dem  Mitgeth eilten  für  alle  Punkte 
i  Curve  C  von  gleicher  Grösse,  während  derjenige,  welcher 
^i  Richtung  der  Tan|;ente  hat,  von  einem  Punkte  zum  andern 
lOaeer  oder  kleiner  wird.  Den  beiden  Serien  der  Kegel  K  ent- 
send erhalten  wir  auf  £  zwei  GrupiJen  von  Curven  C,  die 
(&fantich  wie  eonfocale  sphärische  Ellipsen  um  ihre  Brenn- 
tlcte)  um  je  »iivei  Kreispunkte  herumziehen.  Eine  Curve  des 
""Ut^ystemes  schneidet  keine  /.weite  zu  demselben  gehörige, 
'''^n  alte  des  anderen  Systemen.  Die  beiden  Curveri,  welche 
■  Punkt  der  Fläche  durchsetzen,  stehen  in  diesem  Punkte 
Jkßf  senkrecht,  und  ihre  Tangenten  geben  die  Richtungen 
lÄn  Ilauutschnitte  an.     Die  Curven  C  sind  die  sogenannten 

nungslinien  des  Ellipsoides.    die  Aufeinanderfolge  der 

■Mkte,  deren  Normalen  sich  schneiden.  Wie  die  auf  der  Elnsti- 
.__.fr-Fi8che  beiindlicben  Curven  C,  so  liegen  auch  die  entspre- 
tenden  Curven  C  auf  Kegeln  zweiten  Grades ,  deren  Haiiptscbnitte 
nt  denen  des  Ellipsoides  zusammenfallen.  Dies  ergiebt  sich  leicht 
b  den  Gleichungen  der  Krümmungslinien,  wie  sie  das  gewiihn- 
Kttl  angewandte  verfahren  bei  der  Uetrachhing  der  Krümmung 
perbsitnisse  von  Flächen  liefert.  Auf  unserem  ri^in  algebraischi 
W«ge  gelangen  wir  zu  obigem  Resultate,    wie  f"lgt. 


I 


jbraischen  ^^1 


i 
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Es  sei  K=0  die  Gleicbirn^  eines  der  confncalen  KeeeT,  A» 
sen  Durchschnitte  mit  der  Fläche  £'  die  Curre  V  sei.  UioDöh 
luetralachnitte,  welche  den  Punkten  der  Curve  C  auf  E  («eh:6e 
Linie  der  erst  erwähnten  entspricht)  iiugehüren,  stehen  aul  Aa 
Seiten  von  K  senkrecht,  umhüllen  somit  den  Supplementkegd  S 
des  letzteren,  inrlem  sie  ihn  längs  der  gleichen  Axen  der  Durdi- 
schnitlscurven  berühren.     Man   hahe  nun 

I  die  Gleichungen  einer  Seite  des  Kegels  K 


Die  Gleichung  der  Berührungs- Ebene  des  Supplementfaegels,  walck« 
auf  jener  Seite  senkrecht  steht,  ist  alsdann: 

För  die  Plan  Coordinaten  «,  ß,  y  sSnimtlieher  Berührungs  Eben« 
des  Supplement- Ke^eU  ergiebt  sich  aber  durch  Elimination  tod 
X,  y,  t  aus  den  Gleichungen   1)  und  i)  t'olgeade  Beziehung: 

ichuns;  des  Supplemeal-Kegels  in  PlfiBjt 
Conrdinaten  ist.  Die  Punkte  der  Curve  C  auf  £  liegen  on 
in  den  Endpunkten  der  Durchmesser  des  Elliusoides ,  vrelchedet 
Berührungs-Ebenen  von  Ü  zugeordnet  sind.     Wenn  aber 

die  Gleicbnng  des  Ellipsoides  ist,  so  wird  der  der  Ebene  «,  f,j, 
zugeordnete  Diameter  dargestellt  durch  diese  Gleichungen:  , 


X      c    u       y      c    ß 

Der  Ort  säramtlicher  Durchmesser,  die  den  BerShrungs-EbenM 
Yon  >$  zugeordnet  sind,  wird  durch  eine  Gleichung  repräsentirl; 
die  sich  durch  Elimination  von  b,  |3,  y  aus  den  drei  letzten  Gkk 
chungen  und  der  des  Kegeis  S  ergiebt.    Man  Gndet  für  sie: 

woraus  wir  ersehen ,  dass  jener  Ort  ein  Kegel  zweiten  Grades  Ist, 
dessen  Hauptschnitte  mit  denen  des  Ellipsoides  zusammenfalln, 
DieCurvenC',  die  Krümm ungslinien  des  Ellipsoides,  sind  hiemi  ' 
als  die  Durchschnitte  der  fetzten  Fläche  mit  zwei  Gruppen  i 
Kegeln  K'  zu  betrachten,  deren  Verhältniss  zu  den  Kegeln  AT eiM 
Collation  der  Gleichungen  1)  und  1')  'ergibt.  Von  den  beide« 
Systemen  der  Krfiniranngslinien  gehOrt  das  eine  den  Krünirauag»« 
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■ttimlfl,  das  andere  den  Krammange-Minimis  an.  In  aUen  Piink- 
la  einer  Car?e  C  des  ersten  Systemes  z.  B.-  findet  das  Nazi- 
m  der  Krfimniiin^  in  der  Richtnng  der  Normal-Ebene  der  Corre 
tatl.  vnd  verhält  sieb  umgekehrt  wie  die  Entfernung  der  Tangen* 
al^Ebene  vom  Mittelpunkte»  oder  wie  die  Radien  der  Eiasticitäts- 
Ikhe»  welche  in  den  entsprechenden  Punkten  der  Curve  C  aus- 
iiifen. 

Aehnliche  Resultate ,  wie  wir  für  das  Ellipsoid  gefunden  ha- 
loi»  ergeben  sich  für  das  Hyperboloid«  die  zweite  centrische 
mdie,  weiche  wir  hier  zunächst  im  Auge  hatten. 


II. 


Flächen  des  dritten  Grades. 

3)  Die  allgemeine  Gleichupe  der  Flächen  dritten  Grades  hat 
b  der  von  uns  angenommenen  Be'^eichnungsart  die  Form : 

I.    F3=jr3  +  fiFa=0 

■i  drückt  die  Grundeigenschaft  dieser  Flächen  aus«  dass  näm- 
ieli  das  Yerhältniss  des  Productes  der  nach  beliebiger«  aber 
fater  lUchtung  gerechneten  drei  Entfeniunsen  eines  Punktes  der 
Rkbe  von  einem  Kegel  dritten  Grades  (/u)  und  des  Productes 
hr  nach  ebenfalls  beliebiger^  aber  fester  Richtung  genommenen 
nrei  Entfernungen  desselben  Punktes  von  einer  Fläche  zweiten 
Endes  (F2)  ein  constantes  ist. 

Eine  Seite  des  Kegels  K^  schneidet  die  Fläche  nur  in  zwei 
I  endlicher  Entfernung  gelegenen  Punkten,  ihren  Durchschnitten 
lit  Fä«  imd  ist  sohin  einer  Asymptote  der  Fläche  parallel.  Wir 
WBoen  daher  K^  einen  asymptotischen  Kegel.  Verschiebt 
un  das  Coordinaten- System«  d.  h.  verrückt  man  den  Anfangs- 
ndct  ohne  die  Axenrichtungen  zu  ändern«  so  tritt  an  die  Stelle 
kr  Gleichung  I.  die  folgende: 

I'.    ir3  +  ft'F'a  =  0. 

Dbt  zum  Vorschein  kommende  Kegel  ist  dem  ersterwähnten  gleich 
■d  ähnlich  liegend.  Verschiebt  man  also  den  asymptotischen 
bgel«  KG  schneidet  er  die  Fläche  immer  in  einer  Gurve;  durch 
k  eine  Fläche  zweiten  Grades  gelegt  werden  kann. 

.Bringen  wir  auch  den    asymptotischen  Kegel  der  Fläche  F« 
fEtidenz^so  erhalten  wir: 


»- 


•  ■ 

Ib  Kegdi  ^8    ^°^    ^2  schneiden  sich  in  sechs  geraden  Linien« 
b* paarweise  imaginär  werden«    sowie  theilweise  oder  sämmtlich 
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zuSBBitaBBfkllail  Icftanen.    Jede  von  ihnen  trifft  die  ili  .     ^.. 

ceroeincn  nur  in  einem  Punkte,  ihrem  Durchschnitte  mit  d«i' 
Kliene  Fi ,  und  tat  lolglich  eine  Asjin|)lnle  der  Flüche.  Dia  sedM 
DurchscLnitte  liegen  aul'  einem  Regelschnitte.  Wenn  die  8pitu 
des  aeyin|itali«chen  Kegels  auf  die  Fh'iche  gerückt  wird,  sn  liliii- 
uea  in  besonderen  Fällen  die  sechs  üurehschnille  der  Kegtl  Kf 
und  A'a  theiKveläe  oder  sänimtlicli  ganz   in  die  Fläche  t'alleii. 

AmloK  nie  hei  Flächen  zweiten  Grades  hflnneo  wir  uOssucli 
hier  diä  Frage  stellen,  ob  sich  der  asymptotische  Kegel  «n  v(9< 
»ichiebeii  lasse,  daas  die  seiner  neuen  LiSt^e  entsu  rech  ende  fibmtf 
F,  ins  Unendliche  falle.  Msdann  bütten  die  sechs  Dnrcliscbiii|l» 
der  Kegel  Kg  und  AT,  im  Allgemeinen  Iceinen  in  endlicher  Eot* 
fernung  gelef;enen  Punkt  mit  der  Fläche  gemein  und  gingen  fiO> 
nach  in  oscuJirende  Asymptoten  (die  die  Fläche  in  einem  unend* 
lieh  weiten  WendungspunVte  bei'Qhren)  über.  Gteichzeitig  fieb 
der  Mittelpunkt  der  dem  neuen  asymptotischen  Kegel  zugeordw 
ten  Fläche  F,'m  die  Spitze  jenes,  sodass  also  die  iwei  PunkU^ 
in  denen  die  FlHcbe  von  einer  Kegelseite  getroffen  wird,  von  der 
Spitze  nach  entaegen gesetzten  Kichtun^en  deichweit  entretnt 
lägen.  Jene  Punkte,  in  nelch«  die  Spitze  des  asymptnliscbM 
Kegels  zu  liegen  kommt,  entsprechen,  wie  wir  spJiter  sehen  wer- 
den, den  Cardinalpunkten  ebener  Curven,  welchen  Namen 
wir  ihnen  denn  aucli  beilegen   wollen. 

£a  sei  nun: 

ßK^^  ax*  +  by-^  +  fz^  +  d^t^  +  p.r:  +  ///: , 

vF^^ax^■ßl/-t■y^  +  ö. 


Ines  OardinalpunklesdiT 
hat  man,     wie  sidh 


Wenn    wir   dann    die    CoordinnlCn 
Flache  l\    mit  ^,  rj,   f    he/elchnen ,    st 
einer  einlachen  Entwicklung  ergielit: 


Die  Cardinalpunkte  einer  Fläche  dritten  Grudes  werden  uns  hi« 
nach  geliefert  als  die  Durch ^«cbnitte  dreier  Flächen  zweiten  tiC^ 
des  ?a'.  ''?"  untl  '*a'"  J^  n^t^h  ''«^f  Beschaffenheit  der  Üurtk 
schnitte  dieser  Flachen  künnen  wir  nun  die  Flachen  dritten  Grf 
des  in  Hauptgruppeu  eintheilen.  In  dem  allgemeinsten  FallA 
wenn  die  Gleichungen  F^'^^O  etc.  von  einander  unabhängig  slni 
existtren  acht  Cardinalpunkte.  Diese  künnen  Iheiliveisc  od«  aädial 
lieh  In's  Unendliche  rucken,  sowie  auch  paarweise  imaginär  wsrdw 
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Di9  Gleichutig  eiuer  Fläche  dritten  Grades  in  Bezug  auf  ein  ^ 
oordinaten- System«  dessen  Axen  durch  einen  Cardlnalpunkt  ' 
^hen»  hat  die  Form: 

adurch«  dass  wir  dem  constanten  Gliede  iiftmer  andere  Werthe 
silegen,  erhalten  wir  immer  andere  Flächen,  deren  zugehörige 
lachen  zweiten  Grades  einander  ähnlich  sind.  In  dem  hesonde- 
m  Falle,  wenn  v  verschwindet,  geht  die  Fläche  zweiten  Grades 
.  einen  Kegel  über.  Jede  Seite  dieses  Kegels  schneidet  die 
lache  in  drei  mit  dem  Cardinalpunkte  zusammenfallenden  Punk- 
n,  diejenigen  jedoch  ausgenommen  >  welche  den  Kegeln  iTs  und 
9  gemein  sind,  denn  diese  fallen  ganz  in  die  Fläche.  Der  Gar- 
namunkt  ist  hiernach  ehi  mehrfacher  Punkt  der  Fläche  und  üTs 
IT  äerfihruogs-Kegel  för  denselben.  Die  Cardinalpunkte  sind  also 
liehe  Punkte,  die  dadurch,  dass  man  das  constante  Glied  Inder 
lelchung  der  Fläche  ändert,  in  mehrfache  Punkte  übergehen 
innen.  Bei  diesem  Uebergange  fallen  die  osculirenden  Asym- 
toten  ganz  in  die  Fläche. 

Bei  einer  Verschiebung  des  asymptotischen  Kegels  rückt, 
ie  wir  gesehen  haben,  sein  Durchschnitt  mit  der  Fläche  dritten 
rades  von  der  Fläche 

if  eine  neue  desselben  Grades 

«  sei  nun: 

I  hat  man,  wenn  f,  17,  C  die  Coordinaten  der  Spitze  des  asym- 
totischen  Kegels  in  seiner  neuen  Lage  sind: 

e'=2E4+D.fi+2Ji+e,     /^i=Ä|+2F.iy+2Je.f+/'., 

Ie  Natur  des  asymntotischen  Kegels  K^'  und  somit  der  allge- 
eine*  Charakter  der  1< lache  FJ  hängt  nun,  wie  aus  der  Theorie 
rt  Flächen  zweiteti  Grades  bekannt  ist,  von  der  gegenseitigen 
lidehuttg  und  dem  Werthe  folgender  Ausdrücke  ab : 

w 

1)    f,'=a'.    f,''=b',    fi'^^e'i 

8)    f^'=d'*—ia'6',   ft''=e'*-4a'c',   /'."'^^"»-li'c'; 

3)    /,so'/**-6'e'«-c'd«-4c'6'c'— d'«'/*. 


Denfren   wir  uns  aber  |,    t]  und  C  als  laHfende  CmmKaftte 
stellen  Hie  Gleichungen 


1')  /i'=D.  r,"=o.  /.'"=o 


i  Elieneo  <l;ir  und  die  Gleichungen-. 

2'J    A'=0,    ^/=0.    A'" 


=0 


ilrei  coiilsche  l'lüfhen  6ea  zweiten  Grades.  Die  ersle  von  dleMi 
wird  von  den  Ebenen  /i'  und  /{"  laugä  ihrer  Uurchschiiitte  ntl 
der  Ehene  (Z'=0  berührt.  Aehnliches  gilt  t-du  den  beiden  aiid«' 
ren  Flächen.  Je  znei  derselben  besitzen  als  g e nie inseh ältliche 
Tangential  Ebene   eine  der  Ebenen  1'). 

Es  stellt  endlich  die  Gleichung 

3')    /■,=0 

eine  Fläche  des  dritten  Grades  dar.  Auf  ihr  liegen  nur  edcfae 
Punkte,  fjjr  deren  Coordinalenwerthe  wenigstens  zwei  der  Functiu- 
iien  /"a',  f^",  f4"  gleichzeitig  grüsser  als  Null  oder  gleichseitig 
kleiner  uIü  Null  oder  endbch  gleichzeitig  der  Null  gleich  sind. 
Letzteres  ßndet  für  die  den  drei  Flächen  (^  etc.  geiueinsanen 
"-'■*-  *■■'  "     ■'■"  -n's  Gesammt  auf  ^3  liegen. 


inkte  Statt, 


I 


1".  Wenn  nun  erstlich  die  Spitze  des  asymptotischen  Keg«lM 
K^  auf  die  eben  erwähnte  Fläche  zu  liegen  kommt,  so  verachwin- 
det  ^  und  in  Folge  dessen  geht  der  asymptotische  Kegel  K^  lii 
xwei  Ebenen  Aber,  und  die  FISche  V^  ermangelt  eines  in  endli 
eher  Entfernung  gelegenen  Mittelpunktes.  Fällt  die  Spitze  tu« 
A'3  hierbei  in  einen  der  von  den  Flächen  2')  begrenzten  Räume, 
fär  dessen  Punkte  wenigstens  zwei  der  Functionen  /*,'  etc.  poii- 
tiv  werden,  bo  besteht  K^'  aus  zwei  sich  scbnetdeudeu  EbeDetv 
und  F^  ist  somit  ein  hyperbolisches  Paraboloid.  Werden  aber 
für  die  Lage  von  Ag  wenigstens  zwei  jener  Functionen  kleiner  tis 
Null,  so  ist  £,'  das  System  zweier  imaginärer  Ebenen,  die  sieb 
in  reeller  Geraden  schneiden:  fV  gehört  zu  den  elliptischen  Pa- 
raboloiden.  Und  wenn  endlich  die  Spitze  von  H.^  in  einen  Punkt 
lallt,  welcher  den  Flüchen  f^  gemeinsam  ist,  so  geht  in  diesem 
IJe  bergan  gsfalle  K^  in  zwei  zusammen  fall  ende  reelle  Ebenen  übel, 
während  ^V  B"'  parabolischer   Cytiiider  wird. 

2*^.  'Fällt  aber  zweitens  die  Spitze  des  asympf otischen  KegcU 
ausserhalb  der  Fläche  f^,  so  kommt  der  einer  solchen  Lage  n- 
gehilrigen  Flache  h"^  immer  ein  Centrum  zu,  indem  K^  ein  eigenl- 
Hcher  Conus  wird.  Dieser  wird  imaginär  und  somit  F,^  ein  El- 
iipsoid,  wenn  die  Spitze  von  £,  ia  solche  Punkte  des  Ranmes, 
fHr  welrhen  ^',  f^  und  f^  gleichzeitig  negativ  werden,  fSIU, 
deren  Coordlnatenwerthe  bei  den  Functionen  /l',  /",",  /i"'  einer- 
seits und  /g  andrerseits  entgegengesetzte  Vorzeichen  hervorrufea. 
man  überzeugt  sich  aber  leicht  davon,    dass    für  die  Punkte  de« 


deii  fischen  /j  bpjrreriEten  Raomea  die  Faoetio- 
neu  /|  entweder  gleichzeitig;  positiv  oder  gleichzeitig  ne^atir  wet- 
deo.  In  allen  übrigen  Fallen  ivird  der  Kegel  K^'  reell  und  die 
Fläche  F^'  ein  Hyperboluid. 

Da  wir  uns  hier  aurdie  Gewährung  eines  allgemeinen  Ueber- 
iitiches  der  Eigenschal'len  von  Flüchen  dritten  Grades  zum  Ziele 
geelecict  hahen,  sn  enthalten  wir  uns  einstweilen  der  näheren  Be- 
trachtung der  Ocrter  /', ,  /j  iinil  A  und  ihrer  ^egenscitii;en  Be- 
ziehuDs  sonte  einer  specielleren  trtirterung  über  die  Natur  der 
Fliehe  t\'. 

4)  Unter  den  Flüchen  dritten  Grades  heben  sich  als  die  Glie- 
der einer  unteren  Gruppe  diejenigen  heraus,  die  t^ich  nur  dadurch 
IM  einander  untenscheiden,  Anns  ihre  Ebenen  /',  in  verschiede- 
nen Entfernungen  von  einem  im  Kaunie  festen  Punide  liegen. 
Wie  aus  den  Betrachtungen  der  vorigen  Nummer  ersichtlich,  wer- 
den die  einer  bestimmten  Lage  des  asymptotischen  Kegele  ent- 
i>preebeoden  Flächen  />','  sämmtlich  einander  ähnlich,  ähnlich 
liegeud  und  concentrisch  sein.  Die  FlÄchen  besitzen  mithin  auch 
dieselben  Cardinalpunkte.  Keine  Fläche  der  Gruppe  schneidet 
täne  zweite,  n'omit  zusammenhängt,  dass  eine  von  ihnen  sich 
dnrch  ^le  Bedingung  bestimmt,  dass  sie  einen  bestimmten  Punkt 
tnfbefame.  In  der  That,  es  braucht  zur  Bestimmung  einer  der 
ffUeheu  in  ihrer  allgemeinen  Gleichungsform 


^H^n 


K^+t^K^  +  vK^+n 


bfBcieiffeu  IL  nur  ein  bcstininitur  Werth  beigelegt  zu  wer- 
ddreb  die  angegebene  Bedingung  geschi^t. 

*  Die  soeben  betrachteten  Gruppen  ordnen  sieb  zu  einer  höbe- 
ren  zusammen,  in  deren  allgenieiner  Gleichung  nur  mehr  die 
Function  ATj-f-u/f,  bestimmt  ist,  während  eich  die  Ebene  Fi  voo 
Fläche  in  Fläcne  ändert  Die  Flächen  F^',  welche  einer  bestimm* 
Im  Lage  des  Kegels  K^  entsprechen,  besltsen  denselben  Asym- 
plotenCegel ;  ihre  Axen  sind  folglich  parallel  und  haben  ein  con- 
itantes  Verhältniss.  Da  in  der  aRgemeinen  Gleichung  der  Gruppe 
(iw  willkflrliche  CoefScienten  auftreten,  so  kann  eine  ihrer  Flä- 
dien  der  Bedingung  unterworfen  werden,  dass  sie  durch  eine» 
beliebig;  angenommenen  Punkt  gehe  und  einen  zweiten  zum  Car- 
dinalpunkte habe  oder  im  Besonderen,  dass  sie  einen  Punkt  als 
nehrfachen  aufnehme.  Wird  dieser  Punkt  ?..  B,  auf  der  Fläche 
ff  angenommen,  die  eich,  wie  auch  die  Oerter  fi  und  /^  der  vori- 
gen Nummer  volUtändig  bestimmt  und  fOr  die  ganze  Gruppe  die- 
Mibe  iet,  so  zerfällt  der  Berühruiigekegel  des  mehrfachen  Punk- 
tes in  zwei  Ebenen   u.  s.  f. 

Die  Abtheilung  der  Flüchen  dritten  Grades,  welche  densel- 
ben asymptotischen  Kegel  Kg  besitzen ,  uipfasst  sämmtliche  Grup- 
pen der  letzterwähnten  Art.  Während  sich  zwei  Flächen  einer 
dieser  Gruppen  in  ebenen  Curven  schneiden,  ist  der  Durchschnitt 
tweier  Flächen  dieser  Abtheilung  im  Allgemeinen  auf  einer  Fläche 


I 
I 


— Hwi'Om^B»'  yttaw»,    wt»  eich  wis  j«r  Cftnibtnriictti  «iwlei 

ihrer  Gleichungen  ergibt.  Eine  Fläche  dieser  Abtheiluii^  kann  10  Be- 
diosangen  des  ersten  Grades  unterworft^n  iverden.  tiülthe  sind 
K.  It.  in  dieser  involvirt:  iu  einem  Punkte  einen  beliehi»  ange- 
nommenen Kegel  zweiten  Grades  als  Berührungsitäche  zu  besitzen, 
Werfen  wir  einen  Blick  auf  die  Gleichungen  der  Flächen  F^,  F,', 
'Vi  welche  die  Cnrdinalpunkte  einer  Fläche  dritten  Grades  lielern, 
so  leuchtet  ein,  dass  ilie  den  verschiedenen  Flächen  unserer  Ab- 
theilung entsprechenden  Flächen  F^'  denselben  Asymptoten  •Kegel 
besitzen;  die  Axes  dieser  Flächen  sind  mithin  parallel  und  haben 
dasselbe  Verhältniss.  Die  FISchen  F,',  welche  einer  der  vorher 
erwähnten  Gruppe  angeboren,  sind  conccntrisch,  ähnlich  liegend 
und  ähnlich.  Allen  FlScfaen  einer  Gruitpe  der  zuerst  angefilbrten 
Art  kommt  nur  eine  einzige  Fläche  F^'  ku.  Dasselbe,  was  von 
t  wordeOf     gilt  auch   von    den  beiden  anderen  Flächen 


F^'   gesagt  wo: 
Fi'  und  Fa'". 


5J     Stellt    V„  die    allgemeine  ganze    Function   des  n- Grades 
mit  drei  Veränderlichen  ohne  constantes  Glied  dar,  so  tritt  :      " 
Stelle  der    ursprünglichen   Gleichung  Fg  =  0   einer  Flache' 
Grades,    wenn  der  Anl'angspunkt  der  Coordinaten  in  einen  ] 
P  der  Fläche  verlegt  wird,   die  folgende: 

Im  Allgemeinen  wird  nun  die  Function  Fj  nicht  in  «wei  Fac. 
des  ersten  Grades  zerßillt  werden  können  und  auch  nicht  hotql 
sein.    Die  Gleichung  ^ 

AFa=ftA'a  +  ^Äi=0 


stellt  daher  eine  krumme  Fläche  des  zweiten  Grades  dar,  'i 
Kegel  Däche  jeduch  ausi;enommen ,  deren  Singularität  den  V 
P  aufninirot-     Es  repräsentirt  aUdann  offenbar  die  Gleichung;' 

eine  Ebene,  welche  sowohl  die  Fläche  Fj,  als  auch  die  1 
Fs  in  zweiter  Ordnung  beröhrt,  d.  b.  so,  daes  eine  in  JPi 
P  gezogene  Gerade  fj  und  F3  in  je  zwei  mit  P  zasamu 
lenden  Punkten  schneidet.  Der  Punkt  P  ist  mithin  ein  I 
eewiihnlicber  Krümmung.  Die  Fläche  F^  hat  ersichtlich  1 
Michtung  einer  jeden  ihrer  durch  P  gebenden  Tangenten  n. 
'  drei  mit  P  znsammenl'allend<>  Punkte  gemein;  sie  osCnlirt  il 
die  letztere  Flüche  in  P,  und  ihre  KrüramungsverhSItnias 
diesem  Punltte  gehen  uns  ein  Bild  von  denen  der  FIScIH 
ebendaselbst. 

In   Bezug    auf  ein   in  der   Ebene  AT,    gelegenes  Coord 
System  seien 

p=0.     g^O,     r=0 


v'der  drei  Uentden ,  In  welchen  K^  von  Jener  Ebene 


dgeachnitten  nird, 


die  der  Durchschnitte  vnti  K.^  und  A*,.    Die  Curve  dritten  Grades, 
elcher   }\    von   der  Tangential- Ebene  Ä,    geschnitten    wird, 
bat  dann  elue  Gletchuiif;  von  der  Fnrm: 

Uieraus  ersehen  wir,  dass  jener  Schnitt  in  P  einen  Doppelpunkt 
seigt,  dessen  Tangenten  die  Gerad«n  $  und  t  sind,  in  welchen 
die  Osculatiensfläche  V^  von  ihrer  Tangen tiat-Ebeue  A'i  geschnit- 
ten wird. 

Die  Asymptnten  des  Schnittes  laufen  mit  den  Geraden  ;},  y 
und  T  parallel.  Der  singulare  Punkt  P  der  Curre  D  vr'iiA  nun 
«fitlich  ein  eigentlicher  Doppelpunkt  (Durchschnitt  zweier  reellen 
Aeete),  trenn  V^  oder  dessen  asymptotischer  K^el  A'-  in  zwei 
reellen,  sich  schneidenden  Geraden  von  A,  getroffen,  d.  i.  also, 
wenn  V^  eine  (vindschieJti  Fl;iehe  zweiten  Grades,  ein  hyperbo- 
Vi«ches  Hyperlinluid  ndcr  Paiaboloid  »ird.  Die  Fläche  V^  ist  aU- 
dann  ebenlalls  in  /-*  iioncav-convex.  Die  Tangenten  Ihrer  Uaupt- 
schnitte    halbiren    die   von    den   Tangenten    des    Doppelpunktes 

Seblldeten  Winkel.  Der  Sinn  der  Krtimniunir  kehrt  sich  in  den 
urch  eben  diese  Tangenten  gehenden  Schnitten  um;  diese  be- 
Biteeti    nänitich  in    P  einen   Wendungspunkt,    wie  daraus  hervor- 

feht,  dass  die  Geraden  x  und  l,  nelcbe  ganz  In  Kg  liegen,  die 
Mche  Kg  in  drei  mit  /'  xui^ammen  lall  enden  Punkten  schneiden. 

Es  werde  zweitens    V^  von  J?,     in    zwei    zirsammeHfaltenden 
Corden  berührt,    da  denn    V^   ein  Conus  oder  Cylinder  ist.     Die 
r^  D  erlangt  in  P  eine  Siiitze,    deren  Tangenten  mit  der  ge- 
— nerührungfilinie  von  V^  und  K^  zusammenfallen.  Der  Dannt- 
der   kleinsten    Krümmung    steht    auf   den   Tangenten    der 
" ultrecht,    während    der  zweite  Hauptschnitt  durch  diese 
in  P  eine  Indexion  nurweist.  Das  Krümmungsmaass  der 
Vienschwindet  in  diesem  Falle  fär  den  Punkt  P. 

Jen  endlich   die  beiden  Geraden  s  und  l  iniaglnSr,   geht 

C~  in  ein  Elllpsold  oder  ein  elliptisches  Hyperboloid  oder 
tid  über,  so  wird  die  Fläche  in  /*  concav  cnnc^V  oder  con-, 
W-Convex.  Ihr  Durchschnitt  D  mit  der  Tangential-Ebene  erlangt 
ii  P  einen  isolirlen ,  elliptischen  Punkt.  Die  Axen  des  letzteren 
geben  die  Richtungen  der  grüssten  und  kleinsten  Krümmung  au. 

Alis  den  im  I.  Abschnitte  mitgetheilten  Bemerkungen  fiber 
die  Krümmung  der  Flächen  zweiten  Grades  folgt,  dass  die  Krflm- 
imingshalbmesser  der  Nonnalschnitte  in  P  den  Quadraten  der  mit 
iliren  Tangenten  parallelen  Durchmesser  eines  Kegelschnittes 
proportional  sind,    dessen  Asymptoten  ckie  Geraden  s  und  t  sind. 


'  Voq  den  beiden  letzterwähnten  Geraden  kann  die  <Juc  'wMlP  ' 
ea  kiinnen  beide  der  ganzen  Länge  nach  mit  der  Fläche  zasam- 
nieofallen.  Im  ersten  Falle  besteht  jeder  durch  die  in  der  Fläche 
liegende  Gerade  gehender  Schnitt,  und  ^oniit  auch  die  Curve  D 
aus  dem  Complex  jener  Geraden  und  eines  durch  P  gehendeN 
Kegel echnitted.  Im  letzten  Falle  besteht  D  aus  den  beiden  iie- 
raden,  die  durch  P  gehen  und  auf  der  Fläche  liegen,  und  einet 
dritten  geraden  Linie,  welche  mit  einem  der  Durchschnitte  voa 
A'g  und  Kl  parallel  ist  (die  beiden  anderen  Durchschnitte  faJteu 
in  die  angeregten  Geraden). 

Wie  wir  gesehen  haben,  oeculirt  die  Fläche  F^  nach  Irgend 
einer  Richtung  hin  die  Flüche  V,  im  Punkte  P  dreipunktig.  Nach 
den  durch  die  Geraden  p,  q  and  r  bestimmten  Richtungen  jedocb 
fallen  vier  Durch  Schnitts  punkte  von  V3  und  V-i  mit  /'zusammen. 
Wenn  die  Tangential-Ehene  A'i  nicht  bloss  jene  drei  Geraden  mit 
dem  asymptotischen  Kegel  Ag  gemein  hat,  sondern  ganz  in  die- 
sen fällt  (die  Fläche  A3  besteht  dann  aus  dem  Systeme  von  K^ 
und  einem  Kegel  zweiten  Grades),  so  wird  V^  nach  jeder  Riet 
tung  hin  von  V^  in  P  vierpunkt!^  osculirt.  Unter  hesonderoi 
Voraussetzungen,  die  leicht  zu  verfolgen  sind,  kann  die  Osculft- 
tion  der  Flächen   Fj  und   Fa  bis  zur  sechsten  Ordnung  ansteigeo. 

So  oft  P  ein  Nabelpunkt  der  Fläche  Fa  ist,  ist  er  ancb 
'  ein  solcher  für  F3,  und  umgekehrt.  P  tritt  dann  in  dem  Schnitte 
I  der  Tangential -Ebene  als  Kreispunkt  auf.  Wie  bei  Flächen  zniä.- 
ten  Grades,  wo  es  sphärische,  sphäroidische  und  ellipsoidiftchfl 
Nahelpuiikte  gibt,  kiinnen  diese  auch  hier  sehr  versi'hiedeuer 
Natur  sein.  'Indem  wir  die  genauere  Betrachtung  derselben  einer 
spSleren  Untersuchung  Torbehallen,  wollen  wir  hier  nur  beme^ 
ken,  dass  sich  die  Flächen  F,  und  F3  auch  in  einem  Nabel- 
punkte im  Allgemeinen  nach  den  drei  oben  angegebenen  Rieb- 
hingen  hin  vjerpunkti^  osculiren.  Im  Besonderen  kann  dieses 
Dacn  jeder  Richtung  hin  eintreten,  sowie  die  Oaculatioii  auch  Us 
zur  sechsten  Ordnung  ansteigen  kann. 

6)    Wenn  die  Function  V^  der  vorigen  Nummer,   ohne  ein 
homogene  Function  des  zweiten  Grades  zu  werden,    sich  in  zw« 
j   Facturen  ersten  Grades  auflost,  so  erlangt  die  Gleichung  der  FIScfav 
diese  Gestalt: 


Die  Gleichung 


Ai.Fi=0 


ine  Äi 


stellt  das  System  z»eier  Ebenen  dar,  von  denen  die  eine  „, 
durch  den  Punkt/*  geht,  während  dies  die  zweite,  i^|,  nicht  thuL 
Letztere  kann  auch  ins  unendliche  rücken,  da  denn  an  die  Stell« 
von  F,  eine  Cnnstante  trill.  Zieht  man  in  der  Ebene  A'|  durch 
P  eine  gerade  Linie,  so  schneidet  diese  die  Fläche  in  ihren  drei 
Durchschnitten  mit    Aj,  »also    in  drei  mit  P  zusammenfallendn 


M 


_  _ ..,  ._  oflcitiul  rolgllefa  die  Fliehe,  and  etn  dardf  A«  Ge- 
rade gehender  Schintt  besitzt  in  P  einen  Inflesionspunkt.  Die 
idrei  gefallen  Linien  jedoch,  in  denen  der  asyni|>tDtisclie  Kegel 
\Jti  von  A't  getrofleii  nitd,  liegen  ganz  in  der  Fläche  V^.  Die 
Ebene  Ki  ist  hiernach  eine  ÜeculaKons  Ebene  von  V^  in  P,  und 
füe  echoeidet  diese  FIftche  in  drei  durch  /-*  gehenden  geraden 
liinien.  Diese  Linien  kiinnen  einmal  alle  reell  sein,  und  alsdann 
entweder  eine  die  andere  schneiden  oder  zwei  vnn  ihnen  oder 
endlich  alle  zusammen  fallen.  Zireitens  aber  kann  auch  ein  Paar 
derselben  imaginär  werden.  Mindestens  eine  von  ihnen  bleibt  je- 
idoch  in  jedem  Falle  reell.  Da  die  Kn'immungsliiilbnjeRser  bei  der 
hier  betrachteten  Natur  des  Punktes /^  sämmtlieb  unendlich  gross 
siodt  so  kann  von  eiMero  Vergleiche  der  Krüinmiing  mit  dereiner 
Fläche  zneiten  Grades  nicht  die  Rede  sein.  Es  ist  aber  klar, 
dass  die  Punkte  der  Fläche  nach  den  verschiedenen  Richtungen 
yäa  von  P  an  sich  ungleich  hoch  bei  derselben  in  der  Richtung 
!vo[i  Ki  gemessenen  Entfernnng  von  P  über  die  Osculatinns- 
3^bene  Ki  erheben.  Wir  erhalten  nun  ein  vidlstandigeres  Bild 
der  hierdurch  bedingten  Krümmung,  wenn  wir  die  Aufeinander- 
folge derjenigen  Punkte  der  Ebene  Ki  bestimmen,  Tür  welche  das 
.Product  der  nach  dem  Perpendikel  auf  Ki  gemessenen  drei  Ab- 
stände von  der  Fläche  V^  einer  constanten  unendlich  kleinen 
Grüsse  e^  gleichkommt.  Sind  aber  wiederum  p,  q,  r  die  drei  Ge- 
laden, in  welchen  die  Fläche  von  der  O^culiitions-Ebene  ge- 
.schnitten  wird,  sn  ist  die  Aufeinanderlolge  der  fraglichen  Punkte 
'dnrcb  die  zwei  folgenden  Gleichungen   durgestellt: 

Die  eine  Curvc  bezieht  sich  auf  Punkte  der  Fläche,  welche 
oberhalb,  die  andere  auf  solche,  welche  unterhalb  der  Ebene  Ki 
liegen;  den  Uebergang  bilden  die  auf  ATj  gelegenen  Punkte  .der 
Geraden  p,  q  mid  r.  Die  Curven  If  sind  zwei  cunfuglrte  Li- 
nien dritten  Grades  einer  einfachen  Art,  nämlich  solche,  deren 
Asymptoten  p,  q,  r  durch  denselben  Punkt  P  gehen  und  deren 
Grundlinie  in's  Unendliche  gerückt  ist.  I>ie  Krümmung  der  Fläche 
'ttaeb  irgend  einer  durch  Pgebenden  Richtung  messen  wir  durch 
den  recinroken  Werth  der  Länge  des  in  jene  Richtunj!  fallenden 
lieitstrahles  der  Curven.  Wenn  nun  erstlich  die  drei  Geraden  p, 
9t  T  reell  sind  und  eine  die  beiden  andern  schneidet,  so  Gndet 
längs  derselben  ein  einfaches  Schneiden  der  Flächen  Fg  und  A\ 
atalt.  Wei;en  der  Gestalt  der  Curven  W,  die  in  diesem  Falle 
ans  drei  tiyperbelartigen  Zweigen  bestehen,  siehe  Plücker's 
„System  der  analytischen  Geometrie"  Taf.  HL  F^.  XVII.  Fal- 
len zwei  Durchschnitte  p  und  g  der  Osculalions-Ebene  und  der 
Fläche  zusammen ,  so  wird  letztere  von  ersterer  längs  jener  Ge- 
traden  berührt,  gleichzeitig  aber  auch  in  dem  Durchschnitte  t 
ehifach  geschnitten.  Die  erwähnte  Berührungslinie  wird  oeculi- 
rende  Asymptote  der  Curven  W,  welche  hier 'aus  zwei  hyperbel- 
artigen  Zweigen  bestehen.  S.  a.  a.  O.  Taf.  VL  Fig.  LIV.  Wenn 
endlich  p,  q  und  r  zusammenfallen,  so  wird  die  Fläche  V.  längs 
der  ganzen  Geraden,  in  die  jene  fallen,  gleichzeitig  geschnitten 
und  berührt;  diese  Gerade  wird  eine  InQexions- Linie  der  Fläche. 


Die  Cnrven  W  werden  gerade  Linien  nnd  laufen  mit  der 
Linie,  zu  beiden  Seiten  von  ihr  ;>leich  weit  abetehend,  paialld. 
Eh  können  endlich  zwei  der  Ueraden  p,  t/,  r  imaginär  nerdak. 
jede  der  Curven  W,  die  alsdann  eine  reelle  Asymptnte  mit  eioetn 
aul'  ihr  gelegeneu  Asymptoten-Punkte  besitzen,  besteht  aus  einen 
einzigen  Aste;  dieser  liegt  gaiiK  auf  der  einen  Seite  der  reellen 
Asymptote  und  weist  znei  Wendungspiinkte  auf.  Die  Fläche  F) 
wird  von  der  b^bene  V^  längs  dieser  Asymptote  einfach  geschnil' 
ien  mit  Ausnahme  des  Punktes  P,  in  dem  sie  osculirt  wird. 


7)  Der  Punkt  P  einer  Flüche  dritten  Grades  ist  ein  ■ 
wenn  die  Gleichung  der  letzteren  die  tiestalt 


F3  =  fia+f*Arj-0 


ielfociifr 


ert^ 


annimmt,  sobald  man  den  Coordinaten -AnTangspunkt  in  P  rei 
Die  in  derß.  Nummer  eingeftihrte  Function  V^  hat  sieh  dann  vtü 
eine  homogene  Function  des  zweiten  Grades  zurückgezogen.  Die 
-I^latur  des  vielfachen  Punktes  bestimmt  sich  durch  den  Charakter 
des  in  der  Gleichung  unmitetlbar  in  £videnz  tretenden  BerÜhruiigs- 
Kegels  f>2.  Die  Seiten  und  Tangential- Fbenen  des  letxleren 
schneiden  und  berühren  gleichzeitig  die  Fläche  im  Punkte  /'.  Der 
fierührunes-Ke{^el  K^  und  der  asymptotische  Kegel  K^  schneldcu 
sich  im  Aügemeinen  in  sechs  durch  den  mchrruchen  Punkt  gehenden 
Geraden,  diepuurweiseimaginlir  und  soniiCaucbpuurneisercelln'enlen 
können.  Alle  diese  Geraden  liegen  auch  au I' der  Fläche  f\.  Im 
Allgemeinen  gebt  die  letztere  von  der  einen  Seite  des  Kegele 
A'a  2ur  anderen,  indem  sie  beim  Unbergange  diesen  längs  einet 
der  erwähnten  Geraden  schneidet.  Eine  klarere  Vorstellung  von 
der  Beschaffenheit  des  Punktes  P  gewinnen  wir  durch  folgendet 
Mittel.  Wir  denken  uns  in  P  diejenigen  Krümmung«hall)u)eeaer 
der  Fläche  construirt,  welche  auf  den  einzelnen  Seiten  des  Be- 
rühr ungs-Kegels  senkrecht  stehen.  Der  Ürt  derselben  ist  der  Sop' 
pleuient- Kegel  des  Berührungs-Kegels  und  ihre  Enden  bilden  em 
auf  diesem  gelegene  Curre,  tur  welche  die  Seiten  des  Supplc- 
ment-Kegels,  welche  auf  den  der  Fläche  und  dem  Berübruns^* 
Kegel  gemeinsamen  Geraden  senkrecht  stehen,  als  Asymptoten 
auftreten.  Wir  wickeln  ferner  den  Supplement -Kegel  mit  seitur 
Curve  auf  einer  Ebene  ab  und  erhalten  so  ia  der  abgewickeUcii 
Figur  ein  Bild  von  der  Krümmung  der  Fläche  im  singulären 
Punkte.  Diese  Bemerkung  ist  f(ir  die  dcscriiitive  Geometrie  nickt 
ohne    Interesse.     "'  ^■-  -  '      '  '    ■        ■ 

singulSren  Punkti 
näher  betrachten. 


rollen    nun    die  verschiedenen    Arten  dt« 
,  wie  sie  hei  Flächen  dritten  Grades  außretM, 


a)  Es  sei  erstUch  der  Berährunga  -  Kegel  ein  eigentllobA 
Conus.  Seine  Geslalt  giebt  eine  erste  Vorsteßnng  ton  ilerFISdie 
in  der  Nähe  des  Punktes  P.  die  Ebene  eines  Schnittes  5  (reffe 
den  Kegel  in  den  beiden  Gernden  s  und  (  sowie  den  asyraptoti- 
sehen  Kegel  in  den  Geraden  p,  q  und  t.  AUdann  hat  "■  — 
chung  des  Schnittes  diese  Gestalt: 


Ä'^pyr-l-fuf^O- 


asymptofr 
t  die^M 
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Siod  die  beiden  Geraden  s  und  ^  reell,  so  erlangt  S  im  Punkte  P  einen 
eieentlichen  Doppelpunkt.  Wird  K2  von  der  Ebene  des  Schnittes  be- 
runrt,  so  wird  P  ein  Uückkehrpunkt  der  Curve  S.  Er  wird  endlich  ein 
isolirter,  der  CurveiS  zugeordneter  Punkt,  wenn  Ka  von.  «S  nur  In  seiner 
Spitze  getroflfen  wird.  Dieser  Punkt  ist  im  Afigemeinen  ein  ellip- 
tischer; er  wird  ein  Kreispunkt ,  wenn  die  Ebene  des  Schnittes 
den  Kreisschnitten  des  ßertihrungskegels  parallel  wird.  In  allen 
diesen  Fällen  sind  s  und  t  die  Tangenten  des  singulären  Punk- 
tes der  Curve  und  ihre  Asymptoten  laufen  mit  p,  q  und  r  parallel. 

Schneidet  der  ßerfihrungs- Kegel  die  Fläche  in  eincfr  der  Ge- 
raden Pj  q,  r,  z.  B.  in  r,  so  zerlällt  jeder  durch  diese  gelegte 
Schnitt '  in  eben  diese  Gerade  und  einen  Kegelschnitt ,  welcher 
den  singulären  Punkt  durchsetzt«  und  dessen  Asymptoten  mit  p 
und  9  parallel  sind. 

Ist  auch  noch  die  Gerade  q  beiden  Flächen  gemein,  so  trifft 
eine  durch  jene  gelegte  Ebene  die  Fläche  noch  in  einer  dritten 
Geraden,  die  mit  11  parallel  ist  Wir  enthalten  uns  der  weiteren 
Specification  der  hier  noch  möglichen  Fälle. 

Gin  einfaches  Beispiel  der  soeben  betrachteten  Singularität 
biietet  die  Fläche  dar,  welche  von  der  Curve.  deren  Gleichung  die 
folgende  ist: 

(z+  l)([2-l]Ha^)+(z--l)=:0 

bei  ^iner  Rotation  um  die  z-Axe  erzeugt  wird.  In  Betreff  der 
Gestalt  jener  Curve  vergl.  Pläcker 's  System  (Taf.  IV.  Fig.XXIX). 
Di»  Gleichnng  der  erwähnten  Fläche  wird: 

Der  singulare  Punkt  liegt  im  Anfangspunkte  der  Coordlnaten; 
sein  Beruhrungs- Kegel  ist«  wie  auch  von  vorneherein  zu  erwarten, 
ein  Rotations -Kegel,  dessen  Axe  mit  der  Rotations  -  Axe  zqsam* 
menföllt.  Im  mehrfachen  Punkte  hängt  an  einer  zugespitzten 
Schale  ein  tropfenförmiger  ebenfalls  zugespitzter  pnd  in  sich  ab- 
geschlossener Theil  der  Fläche. 

//)Wenn  K^  ein  imaginärer  Kegel  wird,  so  geht  P  in  einen 
i8olirten,  der  Fläche  zugeordneten  Punkt  über.  Er  wird  für  jeden 
durch  ihn  gelegten  Schnitt  ein  isolirter  Punkt,  der  im  Allgemei- 
nen elliptisch  und  demjenigen  Punkte  gleich  ist,  in  welchem  der 
ellipsoiaische  Punkt,  als  welchen  man  den  imaginären  Kegel  an- 
sprechen kann,  vom  Schnitte  getroffen  wird.  Ist  die  letztere  ei- 
nem Kreisschnitte  des  eirmsoidischen  Punktes  parallel,  so  wird 
dieser  für  den  Schnitt  ein  Kreispunkt. 

Als  Beispiel  für  diese  Singularität  föhren  wir  die  Fläche  ai|, 
welche  durch  eine  Rotation  um  die  z-Axe  von  der  Curve,  deren. 
Gleichung 


lum  Durchmesser  deis  Aequators  »ie 


^h 


'ßeechiiebcii  wird.    Diese  Flüclie  hat  die  Gteiclnin^ 

Ilir  Einsiedler  liegt  im  Arifangspuiilite  der  Co ordi Daten ') 
kann  als  eio  verachwindetides  Rotatlous-Elliusoid  betrachtet  < 
den,  dessen   mit  der   i-Axe  zusammenfallende  Rutations-Axe  sieb 

I    verhält.      AI■see^ 
isolirten  Punkte   weist  die   Fläche'  noch  eine  schüdfiirinige 
Schale  mit  einem  Inflexions-Kreise  auf,  liir  die  eine  Ebene,  welche 
auf  der  !-Axe   senkrecht  steht   und  um  die  doppelte  '  '  '      "' 
heit  vom  Anfangspunkte  entfernt  ist. 

c)  Wenn  die  Function  Kg  in  zwei  reelle  Factoren  des  ersten 
Grades  zerfallt,  so  unterscheiden  vrir  erstens  deH  Fall,  wo  beiie 
Factoren  reell  und  verschieden  sind.  Alsdann  besteht  der  Be- 
rühr ungs-Kegel  aus  zwei  reellen,  sich  schneidenden  Lbenen.  Eine 
jede  Too  ihnen  trifft  die  Flüche  in  drei  geraden  Linien,  von 
denen  mindestens  eine  reell  ist.  Eine  durch  eine  dieser  Geraden 
gelegte  Ebene  schneidet  die  Fläche  ausser 
raden  noch  in  einem  Kegelschnitte,  welcher  durch  den  Punkt  P 
geht,  und  nimmt  die  Ebene  noch  einen  der  drei  Durch  schnitte  der 
zweiten  Berührunf;s- Ebene  auf,  sd  trifft  sie  die  Fläche  noch  in 
einer  dritten  geraden  Linie,  welche  dem  Durchschnitte  der  Ebene 
und  des  asymptotischen  Kei;e!s  parallel  ist.  Jeder  andere  Schnitt, 
dessen  Ebene  mit  der  K&nte  der  Berührunss- Ebenen  nur  einen 
Punkt  gemein  bat,  besteht  aus  einer  Cutve  dritten  Grades,  die  in 
diesem  Punkte  einen  eigentlichen  Doppelpunkt  besitzt.  Eiue 
Ebene  aber  endlich,  welche  durch  die  Kante  gebt,  schneidet  die 
Fläche  in  einer  Curve,  fär  die  P  ein  Rrickkehr|mnkt  ist.  FOr 
keinen  Schnitt,  in  dessen  Ebene  P  Hegt,  kann  dieser  Punkt  eio 
üoiirter  werden.  Es  i^t  leicht,  in  jedem  der  aufgeführten  Fälle, 
die  Tangenten  des  Doppelpunktes,  so  wie  die  Asymptoten  und 
die  Gleichung  des  Schnittes  anzugeben.  Ferner  auch  halten  wir 
es  fär  überQiissig  die  Modilicationen  anzugeben,  welche  eintreten, 
wenn  von  den  Durchschnitten  der  Berührungs -Ebenen  zwei  oder 
alle  drei  gusumraenfullen,  wenn  die  Kante  jener  Ebenen  ganx  Ib 
die  Fläche  zu  liegen  kommt  u.  s.  w. 


Als  Beispiel  einer  Singularität  dieser  Art  führen    wir   dje  d« 
sonderbar  gestaltenen  Fläche  an,  welche  durch  folgende  Gleict 
repräsentrt  .wird: 


Der  singulare  Punkt  derselben  liegt   im  Anfangspunkte  der  < 
dinaten.     Der  asymptotische  Kegel   besteht  aus  drei  mit  der  Xjf   ' 
Ebene  zusammenfallenden  Ebenen,  während  die  Beruhrungs-Ebe- 
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nen  die  beiden  anderen  Coordinaten- Ebenen  sind.  Ebenen,  die 
auf  der  z- Axe  senkrecht  stehen,  schneiden  die  Fläche  in  gleich- 
seitigen Hyperbeln,  deren  Asymptoten  mit  den  beiden  anderen 
Axen  parallel  sind,  nnd  Ebenen,  die  auf  einer  von  den  letzteren 
senkrecht  stehen,  liefern  als  Schnitte  kubische  Parabeln,  deren 
Wendungspunkte  auf  der  Axe  liegen ;  die  Tangenten  dieser  Punkte 
sind  der  z-Axe  parallel.  Die  drei  Durchschnitts  -  Linien  der  Be- 
rfihrungs- Ebenen  fallen  zusammen,  und  zwar  die  einen  in  die 
r- Axe,  die  anderen  in  die  ^- Axe;  diese  sind  folglich  Inflexions- 
Linien  der  Fläche.  Eine  Ebene,  welche  die  2- Axe  im  Anfangs- 
punkt trifft,  liefert  als  Schnitt  eine  Curve  dritten  Grades,  die  in 
jenem  einen  eigentlichen  Doppelpunkt  aufwejst;  diese  artet,  wenn 
die  Ebene  mit  der  0:1/ -Ebene  zusammenföllt,  in  das  System  dreier 
Geraden  aus,  von  denen  zwei  mit  der  a:-Axe  und  der  ^-Axe 
zusammenfallen,  die  dritte  aber  im  Unendlichen  liegt.  Der  Schnitt 
einer  durch  die  z- Axe  gelegten  Ebene  ist  eine  Neil'sche  Parabel, 
deren  Axe  eben  jene  Gerade  ist,  und  deren  Rückkehrpunkt  in 
den  mehrfachen  Punkt  fallt. 

iJ)  Sind  die  Factoren,  in  welche  K^  sich  auflösen  lässt,  beide 
imaginär,  so. besteht  die  ßerührungs  Fläche  aus  zwei  imaginären, 
in  reellen  Geraden  sich  schneidenden  Ebenen,  oder,  was  dasselbe  • 
besagt,  aus  dieser  Geraden.  Jeder  Schnitt,  dessen  Ebene  mit 
der  letzteren  nur  den  mehrfachen  Punkt  'semein  hat,  ist  eine 
Corve  dritten  Grades,  welcher  der  Punkt  P  aU  isolirter  Punkt 
zugeordnet  ist.  Im  Allgemeinen  wird  dieser  elliptisch  sein;  in 
den  beiden  Schnitten  jedoch ,  d^en  Ebenen  mit  dem  Kreisschnitte 
des  versehwindenden  elliptischen  Cylinders  parallel  sind,  als  wel- 
cher die  berührende  Gerade  angesprochen  werden  kann,  wird  er 
eiD  Kreispunkt.  SämmtUche  Schnitte,  deren  Ebenen  durch  die 
Kante  der  beiden  imaginären  ßerührungs -Ebenen  gehen,  erlangen 
im  Allgemeinen  in  P  eine  Spitze.  Die  Flache  selbst  zeigt  also 
in  P  eine  Spitze.  Eine  Singularität  dieser  Art  Ouden  wir  z.  B. 
an  der  Fläche,  welche  beschrieben  wird,  wenn  die  Neirsehe  Pa- 
rabel um  ihre  Axe  gedreht  wird.  Ihr  Rückkehrpunkt  wird  die 
Spitze  der  Fläche,  ihre  Axe  die  berührende  Gerade. 

e)  Es  kann  endlich  Al^  in  zwei  reelle  und  gleiche  Factoren 
desperaten  Grades  zerfallen,  da  denn  die  ßerührungs- Fläche  aus 
Bvrei  zusammenfallenden  Ebenen  besteht.  Von  ihren  sechs  Durch- 
schnitten mit  der  Fläche  fallen  je  zwei  zusammen.  Eine  durch 
eiren  solchen  Durchschnitt  gelegte  Ebene  schneidet  die  Fläche 
im  Allgemeinen  ausser  in  jenem  noch  in  einem  Kegelschnitte, 
welcher  diese  Gerade  im  singulären  Punkte  berührt.  Jeder  an- 
dere durch  den  singulären  Punkt  gehende  Schnitt  ist  eine  Curve 
dritten  Grades,  fär  die  jener  ein  Rückkehrpunkt  ist;  die  zusanimen- 
bllenden  Tangenten  des  letzteren  sind  die  Durchschnittslinien  der 
Berflhrungs-  und  der  Schnitt-Ebene.     Die  Gleichung 

gebOrt  einer  Fläche  an,  für  die  der  Coordinaten  -  Anfangspunkt  ein 
mehrfacher  Punkt  der  beschriebenen   Art  ist.      Die  Berühr — 

Theil  Wll.  ^ 


3J4 

Ebenen  l'ftllen   mit  der  xy-  Ebene  zusanmien ,   welche  die  FlBclw 


0,  a:  +  .v=()J  scliD»i' 
sclineirlen  die  Fliehe 
deren  Ruciikehrpnnkt 
der  a:y- Ebene  lieiit 
on  denen  eine  unenil- 
Ebene  zasani' 


L 


■  und  ^-Axe  und  der  Geradi 
det     Ebenen,  nelche  durch  die  i-Axe  gehe 
im    Allgemeinen    in    Neil'schen    Parabeln 
iu    dein    Anfangspunkte,  und  deren  Axe 
Diese  Parabeln  arten  in  drei  Gerade  aus, 
lieh  ueit  liegt,  die  beiden  an<1eren  aber  i 

luenf^en,  sobald  die  Schnitt -Ebene  durch  eine  der  drei  Daher 
»neegebenen  Geraden  geht  Ebenen,  die  auf  der  i  -  Axe  seokrecbl 
stehen,  entsprechen  Schnitt«,  deren  Gleichung 

xy  (■r+//)  =  const*. 
ist,  Sie  bestehen  aus.  drei  hyperhetartigen  Aesten,  deren  Asymp- 
toten durch  die  i- Axe  geben' und  mit  den  erwähnten  drei  Gers' 
den  parallel  lauren.  Die  Fläche,  welche  in  Bezog  auf  die  xy 
Ebene  symmetrisch  ist,  ist  aus  drei  mit  ihren  Spitzen  zusammen- 
laufenden  ke^el artigen  Theilen  zusammengesetzt,  welche  bezüglich 
tn  dem  ersten,  dritten  und  fünften  der  sechs  von  den  drei  Ebenen 

=0,  y=0,  ^+y=0 
gebildeten  Rünme  liegen.     Von  diesen  Eb< 
je  zwei  der  ke^lartigen    Theile   längs   ihi 
der  .-r«' Ebene. 

Die  Natur  des  Punktes  P  einer  Fläche  dritten  Grades  steht 
*  wie  leicht  einzusehen,  in  engem  Zusammenhange  mit  seiner  Lage 
gegen  Hie  früher  an&eregten  Oerter  /'\,  /■,,  f^  und  /j,  deren  Glei- 
chungen sich  ohne  Weiteres  aus  der  Fläche  ableiten  lassen.  Eia 
Ponkt  z.  B,,  welcher  der  Fläche  \MA  /s  gemein  ist,  erlangt,  wenn 
er  gewShnllcher  Krümmung  ijit,  als  Ösculations-Fläcbe'  eine  solche, 
*  deren  asymptotischer  Kegel  aus  zwei  Ebenen  besteht.  Die  net- 
teren VerhHltnisee  der  letzterea  Fläche  bestimmen  sich  aus  det 
Lage  des  Punktes  gegen  die  Flächen  /,,  f■^,  If\. 

Wir  schliessen  mit  folgenden  leicht  zu  begründenden  Beme^ 
klingen.  Eine  Fläche  dritten  Gmdes  weist  im  Allgemeinen  nar 
einen  singulären  Punkt  auf,  nie  aus  dem  Umstände  folgt,  da» 
eine  solche  Fläche  im  Allgemeinen  von  einer  Geraden  nur  in  itv 
Punkten  geschnitten  werden  kann.  Besitzt  eine  Fläche  drittes 
Grades  zwei  singulare  Punkte,  so  lie|:t  nothwendig  die  Vetbio- 
dungslinie  der  letzteren  ganz  in  der  Fläche,  und  entweder  yi\A  ^ 
diese  Linie  eine  Dotipelllnie  oder  es  besteht  die  Fläche  aus  den 
Öomplex  einer  dureh  die  Verbindungslinie  gehenden  Ebene  und 
einer  Fläche  zweiten  Grades.  In  dem  ersten  Falle  kann  die 
Fläche  eine  eigentliche  Fläche  dritten  Grades  sein ,  und  dann  ist 
Iceine  zweite  l>op|)elllnie  vorhanden.  Existirt  eine  zweite  Doppel- 
linie, so  trifft  diese  nothwendig  die  erste,  und  die  Fläche  besteht 
BUS  einer  dnrch  beide  Gerade  gehenden  Ebene  und  einer  ebenfalU 
durch  die  Gerade  gehenden  Flache  zweiten  Grades.  Wenn  endlidl 
drei  Doppellinien  vnrhanden  sind,  so  müssen  sich  diese  nolhven^ 
in  demselben  Punkte  schneiden  und  die  Fläche  bestebt  aus  den 
Systeme  der  drei  Ebenen,  welche  sich  durch  Je  zwei  der  drei 
geraden  Linien  legen  lassen.  Keine  eigentliche  Fläche  dritte^ 
Grades  besitzt  eine  dreifache  Linie ,  ebensowenig  eine 
Ebene. 
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Miscellen. 


lieber  das   reguläre   Sie'beneck. 
Von  dem  Heraasgeber. 

Eid  gutes  geometrisches  Beispiel^  fär  die  Lehre  von  denGlei- 
cbängeii  des  dritten  Grades  scheint  mir  die  Constractioo  des  re- 
gulären Siebenecks  in  den  Kreis  darzubieten,  welches  wohl  ße- 
rffcksiebtigung  bei  dem  mathematischen  |  Elementar -Unterrichte 
verdienen  dürfte.  Ich  entlehne  dasselbe  dem  Wesentlichen  nach 
ans  Paulli  Frisii  Opel'um  Tomus  Primus.  Algebram  et 
Geometriam  analyticam  continens.  Mediolani.  1782.  4. 
p.  177.  Jedoch  bemerkt  der  Verfasser  selbst  an  diesem  Orte: 
„Descriptio  heptagoni  ad  resolutionem  aeqnationis  tertii  ^radus 
redacitur.  Quoa  cum  etiam  ex  praecedentibus  possit  colligi  prae- 
•tabit  modo  reductionem  illam  exponere,  quam  Cl.  Agnes ia 
•ecuta  est  in  ProbL  IV.  Cap.  IV.  Instit.'*  In  der  Vorrede 
so  seinem  Wetke  p.  8.  sagt  er  aber  über  diese  berühmte  itaiieni- 
•ebe  Dame:  »«Prodiit  e  Manfredii  schola  Ramirus  Rampinellius 
Brixiensis,  ^ui  profundioris  Algebrae  studia  apud  nos  detulit,  et 
Rainpinellio  praeeunte  Oomina  Maria  Cajetana  Agnesia 
Anaiyticas  Institutiones  edidit  anno  1746,  .opus  nitidissimum^  in- 
geniosissifflum ,  et  maximum  certe  opus^  quod  hactenus  ex  fae- 
mfaiae  alicuius  calamo  prodierif  Nun  wir  woHen  die  berühmte 
Agnesi  selbst  hören,  wie  sie  zur  Beschreibung  des  regulären 
Siebenecks  in  den  Kreis  gelangt  Was  wir  noch  etwa  selbst 
binxa  gethan  haben»  würde  einer  Dame  gegenüber  ungalant  sein 
m  bemerken. 

Wir  werden  unsere  Betrachtung  an  die  ohne  erforderliche 
weitere  Erläuterung  för  sich  Terständliche  Figur  Taf.  H.  Fig.  5. 
anacbliessen.    Den  Halbmesser  des  gegebenen  Kreises  bezeicb- 
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nen  wir  durch  r,   die  Linie  OH,    d.  h.  die  Entfernung  der 
des  Siebenecks   von   dem   Mittelpunkte   des    gegebenen   Ki 
durch  Xy  welches  a  wir  also  im  Folgenden  als  die  unbekannte  G 
betrachten  werden.    Dass,  wenn  x  gefunden^    immer  auch 
die  Seite  des  regulären  Siebenecks  erhalten  werden  kann, 
steht  sich  von  selbst. 

I.  Wir  suchen  zuerst  die  Linie  AE  durch  die  unbek 
Grösse  x  auszudrücken.  Offenbar  steht  CK  auf  AE  sent 
und  es  ist  ^ 

AE  =  2.AK, 

Augenscheinlich  ist  aber 


Also 


AO:LO=zAC:AK, 


woraus 


.^     LO.AC       LO.AC 
^^^     AO      = — T 

Suchen  wir  nun  AC  und  LO.    Offenbar  ist 

iiABLco£iDOH, 


also 


d.  i. 


DO:  OH=zAB:AL=DE:AL, 


r:x  =  2\rr^-^a:^:AL, 


woraus 


ALr=^^''--\       AC^^.ALr.'^^"-'-^' 


Ferner  ist  in  denselben  ähnlichen  Dreiecken 

DO:DH=AB:BL=DE:BL, 


d.  i. 


r :  Vi^^x^  =  2Vr2-a;a  :  BL , 


woraus 


fii,=2fr!r£!) 


•  S97 


T  T 

taireu  wir  die  gefundenen  Ausdrücke  von  AC  und  LO  in 
)en  gefundenen  Ausdruck 

.-,     LO.AC       ^  f 

r 

lalten  wir 


Jit  = 


r» 


.  Wir  suchen  ferner  die  Linie  AD  durch  die  unbekannte 
e  a;  auszudrücken.  Das  Dreieck  MON  hat  oflfenbar  an  der 
MN  gleiche  Winkel  NMO  und  MNO,   also  ist 

)lglich 

AO\Ahr=zMO\MJS, 

s 

,^^^     AB.  MO      ±MOVt^^^ 
AO  r 

weil  oflfenbar  BL=^LM  ist: 

MO^BO-  ßM=B0-2.BL, 

nach  I. 

MOzur =  — ;: 

ist  nach  dem  Vorhergehenden 

!r  ist 


also 

DL    Wdl  nan  offenlMur 

ADssiAE 

ist,    so   ergiebt  sieh   ans  L  «nd  II.  sir  Bsstimiiiang  tou  jp  ik 
deldiang 

«  I 

d.  i.  die  Gteichaog 

qnd  hieraus  nritteist  gehöriger  Eotwid^ehuig  die  (rleUmog 

.  ►    ■■ 

Ceber  diese  Gleichling  bemerkt  P.  Frist  a.a.O.  tadeMit».  fMV! 
(aeqnatio)  apud  Aenesiam  inverso  secaodi  et  qnarti  termini  mm 
leeitur*'  was  freilich  der  galante  Italiener  {mmerbin  hStte  mitSw 
scDweigen  übergehen  können.  • 


Um  nun  die  Gleichung 

ar» — 4ra:«— *•»;»  + r» = 0 
oder 

aufzulösen ,  wollen  wir  aus  derselben  zuerst  das  zweite  Glied  weg- 
schaffen ,  wenn  dies  auch  nach  dem ,  was  frClher  in  diesem  Ar- 
chive über  die  cubischen  Gleichungen  bemerkt  worden  ist,  gerade 
nicht  unbedingt  nöthig  wäre.  Zu  dem  Ende  setzen  wir  in  bekann- 
ter Weise  i 


a:  =  ti+ ^r. 


und  erhalten  hierdurch  leicht: 


3ff0 


i.\. 


--2"'« 

tt»- 

7 
"12 

r»tt  +  ; 

216'  -"• 

Vergleichen  wir  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung 

tt* — au — 6=0, 

80  ist 


7                       7 

Mgüch 

.<„.     .343                       49 
27"  "11664"^  •     **  —46656'  ' 

Wtil  bieroMh 

^Ä«'>*' 

bt,  80  hat  die  Gleichung 


«•-^rt^  +  ^Jgr'rrO 


bei  sämmtlich  unter  einander  ungleiche  reelle  Wurzeln,  zwei 
^tive  und  eine  positive*),  und  es  fragt  sich  nun,  welche  die- 
>er  drei  reellen  Wurzeln  im  vorliegenden  Falle  genommen  wer- 
fen muss,  was  sich  letcht  etwa  auf  folgende  Art  entscheiden  lässt 

FSr  das  reguläre  Sechseck  im  Kreise  ist  bekanntlich 


0H=^  r^^lr^  =^rV^3, 


50    offenbar    OH^^r.    Folglich  ist  um  so  mehr  für  das  regu- 
'e  Siebeneck 


*)     M.  s.  z.  B.  Archiv.   Thl.  VI.   S.  7. 


11 
OB>^r,  d,  i.  ar>  gr; 

und  wegen  der  aus  dem  Obigen  bekannten  Gleichung 

rauss  also   jedenfalls   u  positiv  sein,    woraus  sich  ergiebt,    d 
man  für  u  immer  die  eine  positive  Wurzel  der  Gleichung 

nehmen  muss,  welche  dieselbe  überhaupt  bat.    Ist  aber  aufdi 
Weise  u  gefunden,  so  ist 

und  die  Seite  des  regulären  Siebenecks  dann  auch  leicht  zu  finc 
Weil  die  Gleichung 

zu   dem  sogenannten   irreduciblen    Falle   der  cubischen  Gleicli 
gen  gehört,  und  sich  daher  bei   dem  gegenwärtigen  Zustande 
Analysis  bipss  mit  Hülfe  der  goniometrischen  Functionen  und 
ren  Tafeln  auflösen  lässt,     so   hat   freilich  die  oliige  Bestimm 
der   Seite    des    regulären   Siebenecks    einen    eigentlichen  wiss 
schaftlichen  Werth  gar  nicht,  da  man  ja  trigonometrisch  die  t 
ten  aller  regulären  Vielecke  im  Kreise  bekanntlieh  sehr  leicht 
andere  Weise  berechnen  kann.    Als    ein    üebungsbeispiel   in 
Lehre  von   den    cubischen  Gleichungen    für  Anfänger  scheint 
indess  die  obige  Methode  der  Agnesi  immerhin  recht  zweckn 
sig  zu  sein,    und  verdiente  daher  wohl   an  diesem  Orte  gelegt 
lieh  mitgetheilt  zu  werden.     Als   etwas  Anderes  wünsche  ich  • 
Obige  auch  durchaus  nicht  betrachtet  zu  sehen. 
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Heber  die  Snifemungsilrter  geradlini- 

ger  Dreiecke. 

Von 

dem    Heraus  gel)er. 


In  etneni  kfirzlich  erschienenen  Scbulprogramm :  Die  Ent- 
•rsungsörter  geradliniger  Dreiecke.  Eine  geonietri- 
«he  Abhandlung  von  G.  F.  A.  Jacobi,  Professor  in 
^forta.  Naumburg.  1851.»  hat  Herr  Professor  €.  F.  A.  Ja- 
o.bi  in  Schul -Pf  orta  die  sogenannten  Entfernungsürter  gerad- 
■iger  Dreiecke  einer  sehr  ausführlichen  geometrischen  Betrach- 
uig  unterworfen.  Man  versteht  unter  den  EntfernungsOrtern 
eradiiniger  Dreiecke  die  geometrischen  Oerter  derjenigen 
'ankte  in  der  Ebene  eines  geradlinigen  Dreiecks»  für  welche  die 
ilgebraiscbe)  Summe  ihrer  Entfernungen  von  den  drei  Seiten  des 
Nräecks  eine  constante  Grüsise  ist.  Denselben  Gegenstand  hat 
leb  schon  Herr  Timmermänns  in  einer:  Probl^mes  et  thä- 
i^mes  sur  les  polygones  et  sur  les  polyddres  über- 
chriebenen  Abhandlung»  die  man  in  den  Annales  de  Math^- 
latiques  pures  et  appliques»  ouvrage  periodique» 
edig^  par  M.  J.  D.  Gergonne.  T.  XVIII.  p.217.(Nismes. 
828.)  findet»  kurz  betrachtet»  und  Herr  Professor  Jacobi  hat, 
ie  er  auch  selbst  säet»  seinen  Aiislauf  von  den  von  Herrn 
Zimmermanns  gefundenen  Sätzen  genommen.  So  gern  ich 
ach  anerkenne»  dass  namentlich  in  dem  genannten  Scbulprogramm 
Qrch  sinnreiche  Combinationen  viele  bemerkenswerthe  geometri- 
^he  Relationen  aufgefunden  worden  sind»  so  muss  ich  doch  auf 
er  anderen  Seite  gestehen»  dass  es  mir  scheint»  man  erhalte 
urch  die  bisherigen  Behandlungen  doch  keine  recht  deutliche  und 
estimmte  Einsicht  in  die  eigentliche  Natur  dieses  an  sich  in  der 
hat  buchst  einfachen  und  leichten  Gegenstandes.  Ich  will  mir  da- 
Qr  erlauben »  in  diesem  Aufsatze  kurz  zu  zeigen ,  wie  man  nach 

rkcii  xra.  25 


«»2 

meiner  Aosicht  denselben  behandeln  moaet  wenn  man  vH  wyBrfgw 
Zflgen  sogleich  zu  TSUiger  Klarheit  über  seine  eigeatiiehe  Ziant 
kommen  wUL  Indem  IgIi.  nnn  bemerke,  dass  ich  im  Folgendoi 
die  Entfemonju;  eines  Punktes  von  einer  Seite  des  TorÜ^endcii 
Dreiecks  jederzeit  als  positiv  oder  als^  negativ  betrachten  werde, 
jenachdem  dieselbe»  von  der  in  Rede  stehenden  Seite  an  |[ereeh- 
net,  nach  dem  inneren  Räume  des  'Dreiecks  oder  nach  ausserhalb 
hin  liegt,  lässt  sich'  die  Aufgabe,  auf  deren  AnflOsong  es  hier  an- 
kommt, in  folgender  Weise  aussprechen: 


An  f gabt* 

Den  geometrischen  Ort  derj6nlti|i|^§ffc.t^^49  ffvi 
dän,  fflr  welchedie  Summe  ihrer  Encfernongen  ^on  dea 
drei  Seiten  eines  gegebenen  geradlinigen  Dreiecks 
eine  constante  Gr'Oisse  Ist.  ' 

Um  diese  Aufgabe  sogleich  in  völliger  Allgmn^h^' anfat- 
ISsen,  wollen  wir  das  gegebene  Dreieck  durch  ABlQ  beaeidiiMf 
A  und  C  seien*  die  inneren  Winkel  desselben  an  den  gleichoini' 

§en  Spitzen,   B  sei  der  Aussenwinkel  desselben  an  der  drlttm 
ipitze;  die  Seiten  werden  wie  gewShnüch  durch  o,  6,  e  bezeichDet 

Wir  wollen  nun  die  drei  Seiten  des  Drdecfcs  als  die  positifM 
Theile  der  efrsten  Axeu  dreier  rechtwiokliger  Coordinatensystenfl^ 
und  die  positiven  Theile  der  zweiten  Axen  dter*  betrefcnden-  8^ 
steme  immer  nach  dem  inneren  Räume  des  gegebenen  Dieisflu 
hin  annehmen.  Der  positive  Theil  der  ersten'  Axe  des  ersfim 
Systems  sei  also  AB,  und  A  sei  der  Anfangspunkt  dieses  Sy- 
stems; die  Coordinaten  in  diesem  Systeme  wollen  wir  durch  ^« 
ye  bezeichnen.  Der  positive  Theil  der  ersten  Axe  des  zweite» 
Systems  sei  BC^  und  B  sei  der  Anfangspunkt  dieses  Systeoui; 
die  Coordinaten  in  diesem  Systeme  mHgen  durch  Xa^ya  bezeieli- 
net  werden.  Der  positive  Theil  der  ersten  Axe  des  dritten  Systems  sei 
ACy  und  A  sei  der  Anfangspunkt  dieses  Systems;  die  Coordioft- 
ten  in  diesem  Systeme  wollen  wir  durch  Xh,  yh  bezeidinen.  DIee 
vorausgesetzt,  liefern  uns,  wenn  die  Goordipaten  üPa$  ya%  Xh,  9i» 
Xtf  Vc  sich  jetzt  sämmtlich  auf  denselben  Punkt  in  der  Ebene  de« 
gegebenen  Dreiecks  beziehen,  die  allgemein  bekannten  Formet 
der  Coordinatenverwandlung  sogleich  die  folgenden  ganz  allgemein 
göltigen  Gleichungen: 


1) 

und 
2) 


iWc^c+Xa  cosB — yaSinB, 
lyc=       XaSinB  +  yaCosB 


tXc  =        Xh  cos^  +  yh  sin^ , 
?^c==         Xh^WiA  — yh^^^A\ 


wobei  man  sich  zu  erinnern  hat,   wie  nach  den  vorher  g^ebenen 
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Bestimmungen  die  positiven  y  genommen  werden  sollen,  tiw 
vorstehenden  Gleichungen  ergiebt  sich: 

arcsinJ?— ycCOSÄ=csinJB— ya , 
XcSiVkA — ycGQsA^=^yh\ 

also 

ya^=cs\nB — X(ß\uB'\-XeCosB  ^ 
yb=^  XcSinA — ^ccos^, 

yc=  yc; 

folglich 

ya  +  y*+yd= csinJ?  +  a:c(sin^— sinJ9)  +yc(l — co8-4  +  cosB), 

Soll  nun  die  Summe  ya-i-!/b-i-yc,  d.  h.  eben  die  Summe  der  Ent- 
fernungen des  Punktes,  auf  welchen  sich  alle  Coordinaten  im  Vor- 
hergehenden beziehen,  von  den  drei  Seiten  des  gegebenen  Dreiecks, 
eine  gegebene  constante  Grösse  sein,  die  wir  durch  k  bezeichnen 
wollen,  so  muss 

ya-i^Vh+yc^k, 

also  nach  dem  Vorhergehenden 

3)       ^^cs\nB'^-Xe(8inA-'siuB)  +yc(l — cosJ+  cosJB) 

«tfai»  d.  li.  der  in  Rede  stehende  Punkt >  den  wir  durch  (xc  ye) 
bsseichneq  können ,  muss  in  der  durch  diese  Gleichung  in  dem 
Systeme  der  Xe^  Vc  cbarakterisSrten  geraden  Linie  liesen,  u|id 
imige  Gleichung  ist  also  die  Gleichung  des  gesuchten  Orts  in  so 
'cemeiner  Form,  wie  man  nur  wünschen  kann.    Auf  diese  höchst 

iche  Weise  ist  aber  nach  meiner  Meinung  in   der  .  That  die 

«Mize  Sache  in  ihrem  wesentlichen  Theile  erledigt,  und  alle  übrige 
Zuäiat  macht  im  Ganzen  gar  keine  Schwierigkeit  mehr.  Ich  will  mir 
iaiess  erlauben,  doch  noch  einige  Schritte  weiter  zu  gehen,  ohne 
diesem  Aufsätze ,  der  Einfachheit  des  Gegenstandes  wegen,  jeme 
gr&ssere  Ausdehnung  geben  zu  dürfen. 

Bringt  man  die  Gleichung  3)  auf  die  Form 

^         sin^ — sin^ k — csin.B 

4)    yc-  -  i_cos^  +coeÄ^*'  ■*■  l— cosJ+cosÄ' 


oder,  weil 


sin  ^— si \\B  -^  -  2  sin  ^  {A—B)  cos  g M + Ä), 
cosil— cosÄ=— 2sin  jAA—B)  sin  ^{A^B) 


*iv 


ist,  auf  die  Form 


.5)  y,: 


2co.J(^  +  B)»iii,jC 
l-2,iii!(^  +  «).in^C 


-■2.in!(.<  +  fi). 


I  dieser  Gleichung  iler  CoeflicieDl 


1— 2Bin-M  +  ß)sin-C 

TOD  Xc  von  der  constanten  Griisse  k  ganz  unabhSngi<{  ist,  daa« 
fSr  alle  Werthe  dieser  Congtanten  die  Entfeniungsrirter  des  ger 
gebenen  Dreiecke  unter  einander  parallel  sind. 

Herr  Timmermanns  und  nach  ihm  Herr  Professi^r  Jacob! 
lehren  folgende  Construction  eines  Entrernu'ngsorts ,  und  nameot- 
lich  bat  der  Letztere  auch  nur  vorzugsireise  diesen  EntrernuiiBS- 
ort  betrachtet:  Auf  {eder  der  beiden  Seiten  AC  und  ßC  du 
Dreiecks  ABC  schneide  man  respective  von  den  Punkten  A  und 
B  aus  ein  der  Seite  AB  gleiches  Stück  ab,  und  ziehe  durch  die 
Endpunkte  der  abgeschnittenen  Stücke  eine  gerade  Linie,  weiche 
ein  Entl'ernungsort  sein  wird.  Wir  nollen  diesen  Entfernungsort 
jetzt  etwas  genauer  betrachten. 

Die  Endpunkte  der  auf  den  Seiten  AC  und  BC  abgeschnille- 
nen,  der  Linie  AB  gleichen  Stücke  werden  im  Systeme  der  Xt. 
yc  durch  die  folgenden  Coordinaten  bestimmt: 

Rcos,^,  csmA  und  c(l -|-co8£),  csinA 

Also  ist  die  Gleichung  der  durch  die  Endpunkte  der  abgesch 
Den  Stücke  gezogenen  geraden  Linie: 


oder,  wie  man  leicht  findet: 


sin^J— 5in(Ä— ^) 
''  l— cos,4  +  co8Ä  *^' 


\ 


IftS 


gleichen  wir  nun  diese  Gleichung  mit  der  allgemeineD  Glei- 
ig  4)  der  EntferDungsörter,  so  erhalten  wir  zur  Bestimmung 
k  die  Gleichung 

k — CBinB  =  c(sin^— sin  C)> 


7)  Ä=  c(sin2l  +  sinJB— sin  C) , 

/ 

;hes  also  för  den  von  Herrn  Timmermanns  und  Herrn 
'•  Jacobi  vorzugsweise  betrachteten  Entfernungsort  der  Werth 
Constanten  k  ist 

Man  kann  die  vorhergehende  Construction  in  Bezug  auf  jede 
drei  Seiten  des  Dreiecks  ABC  ausföhren.  Bezeichnet  man 
in  Rücksicht  auf  die  Seiten  a,  b,  c  die  Constanten  der  durch 
vorhergehende  Construction  sich  ergebenden  Entfemungsörter 
h  ka,  khy  ke\  so  ist 

A:a=  a  (sin  JB  +  sinC^sinil) , 
A:6=6(sinC-f-sin^— 5in£f) ,, 
A:o=c(sinii  -f  sinJS— sinC) ; 


8)  ^  t  ^  +~  =  sin ^  +  sin»  +  sinC 


sin  J  +  sinÄ= 2sin(^+Ä)cos  ^{A-B) 
=:2sin|(4  +  Z?)cos^C, 
sinC=2sin    Ccos«C; 


»inj  +  sinß  +  sinC=:2|siii2(.I+ß)+ sliijj  CIoos^  C 

oder,  wenn  man  jetzt  B  den  entsprechenden  inneren  Winkel   d< 
Dreiecks  /ffiC  bezeicbnen  lüsst. 


stn/J-|-sinß+sin(,':=4co8^^coSäßco8ä  C, 


Aus  den  Gleichungen  1)  und  2)  folgt  auch: 
101  je  H-^'a  cosß — yosinB= 3:4Cosj4  +  :fftsmA , 


Xa^mB  -k^  yaCOsB= 


'mA~ybCO»Ä. 


sinß  sinJ 

Dies,  in  die  erste  der  Gleichungen  10)  gesetzt,  giebt: 


^       sinß  siiiJ        ' 


folglich 


yaSinA-^yiiSinB  +5cSin(ß— J)  =c8ini4sinß. 
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II) 


ya^lnA  +jfhB\nB  +  ye^nC=ca\tiAamB. 


Bezeichnet  man  aber  die  drei  den  Seiten  a,  b,  c  entsprechenden 
Ruhen  des  Dreiecks  ABC  durch  ha,  h,  hc;  so  ist  ' 

ha^^csinB,    hö^=:c8inA. 

Nan  ist  he^=bs\nA  und 

6:c=:sin£:8inC,  b=c  .  ^; 

sin  €7 


Äo  =  C 


sin^sin^ 
sinC 


Wtti  nuB  nach  11) 


csin  JB  ~^  csioil     csin^^sinfi 


ist,  so  ist 
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A«     Ae     Ac 


bt  aber  ^  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  ABC,  so  ist 


2A 


Aa  = 9     hb  = 


J^A     A_?^. 


o 


6"' 


Äc= 


also  nach  12): 
13) 


«ya+%4+Cyc=2A. 


Im  gleichseitigen  Dreiecke  ist  a=zbz=zc,  also 


d.  i. 


14) 


ya+yi,+yc=^h. 


wenn    wir    in  diesem  Falle   die  Höhe   des  Dreiecks  durch  h  he 
aeichnen. 


Ffir  /fc=0  rat  nach  4)  die<  Gleichang  des  Entfemtnigsorts : 

I       Für  £=Cäi[ifi  ist  nach  4}  die  Gleichung  desEatferDungsorts: 
8in^— sin/f 

und  dieser  Eiitlernungeort  geht  also  durch  .4.  Ueberfaaupt  wird 
es  drei  durch  die  dreiSpitzen  des  Drei  ecksgeheade  EDtfemungsürter 
eeben,  über  die  sich  auch  mancherlei  Betrachtungen  anstellen 
lassen  würden. 

Ich  nill  indess  diese  Sache  jetzt  nicht  weiter  ausspinoen, 
glaube  aber,  datis  eine  ähnliche  Methode  nie  die  obige,  bei  wel- 
cher man  die  bekannten  allgemeinen  Formeln  der  Coürdinatenver- 
Wandlung  zu  Hi'i He  nimmt,  sich  aucb  hei  der  Ent Wickelung  der  Theorie 
der  Entlernungsürter  des  Tetraeders  in  Auwendung  bringen  lassen 
dürfte,  worüber  ich  vielleicht  bei  einer  anderen  Gelegenheit  spl- 
terhin  den  Lesern  des  Archivs  einige  Mittheiluogen  macE« 
werde.  Das  Yorhefj^ebende  bitte  ich  übrigens  nur  als  eine  bufie 
Slfizze  zu  betrachten,  die  noch  weiterer  Ausrührung  bedarf,  und 
soll  es  mir  lieb  sein,  wenn  ein  anderer  als  ich  nach  der  im  Obi- 
gen vorgezeichneten  Methode  mittelst  der  bekannten  allgemeiaat 
Formeln  zur  Co ordinaten Verwandlung  die  Entfernangsörtet  deg 
Tetraeders  betrachtet,  was,  bei  einiger  analytischen  Fertigkeit,  wi« 
ich  wenigstens  glaube,  einer  besonderen  Schwierigkeit  nich  anter- 
Hegen  wird. 
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lemerKmig   über  das  Zeichnen  von 

Krystallen  u.  s.  w. 

Von 

Herr.  Doctor  Julius  Hartmann, 

Gymnasiallehrer  an  Rioteln. 


Eine  filr  stereometrische  KOrper»  Krystalle  n.  s.  w.  sehr  se- 
Ulige  ProjectioDsart  ist  die  sogenannte  tsographisehe»  bei 
«elcher  z.  B.  das  Auge  in  unendlicher  Entfernung  Ton  der  ver- 
Sealen  Tafel  so  tsteht,  dass  das  Bild  einer  15  Theile  langen  zur 
Fafislspnr  senkrecht  stehenden  Linie  Im  Horizontalpian,  als  die  5 
Theile  lange  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  mit  der 
Eathete=:4  (in  der  Tafelspur)  und  der  zweiten  Kathete =3  er- 
scbeint.*) 

« 

Dadurch  werden    im  Bilde  alle   Dimensionen   parallel   zur 

Tafel  In  natürlicher  Grosse   und  Lage':  senkrecht  zur  Tafel 

1  3 

iDq  der  wirklichen  Länge^  unter  dem  Winkel  arctg=T(=:3ß^52^ 

12^  gegen  die  Horizontale  dargestellt. 

Zur  Entwerfung  eines  Gegenstandes  mit  den  Punkten  JK,  N, 
0...  zeichnet  man  nun  bekanntlich  die  Horizontalprojection  oiit 
den  entsprecheoden  Puncten  m,  n,  o,..,  föllt  von  diesen  Punkten 
Senkrechte  auf  die Tafelspur^  die  diese  in  ii,v,  o  treffen^. zieht  von 

letztereren  Punkten  und  unter  dem  Winkel  arctgj  mit  der  Tafel- 


*)    Die   Tangente  des  Erhebongswiukels  de«   Aoges  (des  Winkels^ 
de^  eine  durchs  Auge  and  die  Tafeispor  gehende  Ebene  mit  dem  Hori- 


«»ntalplan  macht)  = -. 

Tangente    der  Drehung  ==ri* 

Id 


macht    diese     =~    von  i 
tnn,  nv  u.  8.  w.  wodurch  man  die  Punkte  vi',  n',  o'  erhält,    usd  ] 
zieht  endlich  durch  diese  Punkte  zur  Tafeigpur  scnicreclite  Linien, 
auf  die  man  von  m',  n',  o'  aus  die  ivahre  Hühs    der  Punkte  M, 
JS,  O  über  dem  Horizontalulan  aul'ltagt,  um  die  Punkte  JU',  Ti',  0' 
den  Bildes  zu  gewinaen. 

Um  die  Linien  ftm',  vii' ....  in  richtiger  Lage  nod  Läiige  ta 
erhalten,  zeichnet  man  wobl  zur  Seite  ein  Dreieck  ABC  mit  den 
Seiten  AB=i  (in  der  UorizontaUinie)  BC=3  und  AC=5,  die 
i4D=]5      eenkiecht     zu     BA     nnd      zieht     DC.      —     n-odurdi 


Winkel  C-4ö=90+arctgJ;     CDA^U^WW 
wird    —   um   jene    Linien    durcb  I  irallelziehen   mit  AC  > 


richtigen  Lage,  durcb 
Punkten!,  w,  o,  R«zng( 
Statt  dieses  Dreieck  i 
wohl   eines   '''cieckige' 


W 


ihrer 

llelo  n  t  DC,   durch    die  betreffende 

cbtigei  Länge  beeren zt  zu  erhalten. — 

oU  zeiciiuen,    bedient    man  sich  auch 

ftchens  mit  den  Winkeln  30"  52'  12* 

ilement  zu  CDA)  das  man  au 

intalen  (Tarelspur)    liegenden 

cn  'inkel  der  Lage,  mit  letzteren 

lie..  I  alten. 


.  Diese  rein  Betcboende  Methode  hat  unter  Umständen  einiges 
Ctiangenehme,  z.  B.  dae«  mait  ein  grOeseres  Blatt  anwenden  muas, 
fils  Eur  Zeichnung.selbsl  nothwendig  wäre,  weil  die  ganze  HorizBO' 
talprojectitin  auch  darunter  stehen  muss,  an  deren  Platze  man 
vielleicht  eine  andere  Fii-ur  lieber  hätte;  —  dann  wird  die  Zeieb- 
nung  durch  die  Menge  Linien,  die  man  wohl  hier  noch  wieder 
wegwischt,  mehr  oder  weniger  verdürben,  —  und  endlich  muss 
die  Znischenzeichnung  mit  i^rosser  Sorgfalt  ausgeführt  werden, 
wenn  das  Bild  einigermüssen  genan  werden  soll.  , 

Zur  Vermeidung  dieser  Uebelstände  habe  ich  mich  mit 
Vortheil  einer  gemischten  Methode  bedient,  nach  welcher  ich,  statt 
der  vorbereitenden  Zeichnung,  durch  die  sicherere  Rechnung  die 
rechtwinkligen  Coordinateti  des  Bildes  ermittelte,  und  diese  dano 
anftrug. 

Nimmt  man  nämlich  die  Taielspur  zur  Absciseenaxe  und  neniil 

die  Aljscifisen  der  Punkte  m,  n a 

die  Ordin^ilen     -  -  -     - b 

'      die  Höhe  der  Punkte  M,  N ...  über   dem  HoHzontalpbn  A 

die  Abscisseti  der  Bilder  itf',  ff'. x 

die  Ordinaten  -        -  y 

so  ist,  wie  leicht  zu  sehen : 
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1) 


xsaia+^b 


«) 


+8* 


^  8ii)4  die  Coor^i Datenzahlen  a,  6>  h,  a,  ^  nach  eiDom  tauvend- 
leiHgen  Maa^^stab  in   den  meisten  Fällen  faOehsteos    dreizifirig 

Soll,  Linien  und  ZehotellinieD)  und  rechnet  man  statt  g- 6    nur 
^,  (d.  h.%  hthne  die  \ehte  läteiU)^  statt  -^b  aber  etwa 

1 


10*  +  sCioO^ 


tk  ^rd  dtö  ffiffit<6  tl^hnuVig  liScbst  einfach  und  kann  ohti6   die 
I^Hngäte  Mähe  m  IfC^pIfe  j^emachi  werden."^ 

:  Um  jfyfk  jbcmx  einfoche«  Beispiel  anzußibjren,  sei  eiu  Wfirfel 

mOPOLWiOiPi  -Von   deü  Seite   229  (d.  k  2  Zoll»   2  Linien, 

Zehntellinien)  zu  projiciren,  dessen  Grundfläche  MNOP  pataMel 

.um  Horizontalplan  in  einer  Hohe  =  147,  und  dessen  Vorderfläche 

VNNiJUi  parallel  zur  Tafel  sei ; 

so  bat  man: 


Punkt 

ä 

6 

M 

2. 
10* 

3(10*) 

Punkt 

X 

y 

m 

0 

114 

»47 

«M 

7.6 

M' 

030 

170 

n 

225 

114 

147 

22.8 

7.6 

N' 

255 

170 

o 

2^  3.39 

147 

67.8 

22.6 

0' 

315 

215 

P 

0 

339  147 

.67.8 

22.6 

P- 

090 

215 

n»! 

0 

114 

372 

22.8 

7.6 

M' 

030 

395 

"i 

225 

114 

372 

22.8 

7.6 

N' 

255 

395 

Oj 

225 

339 

372 

67.8 

22.6 

0' 

315 

440 

Pi 

0 

339 

372 

67.8 

22.6 

P- 

090 

440 

*)    Zuweilen  wählt  man,  (z.  B.  weil  Punkte  im  Bilde  sonst  zu  nahe 
KmamnienfiEillen)  statt  der  obigen  Zahl  15,  die  Zahl  20;  dann  wird 

5 


^u  ebenso  leicht  zu  rechnen  ist. 
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Zum  Auftragen  dieser  berechneten  rechtwinklieen  Coordioa* 
ten  bediene  ich  mich  der  zwei  Lineale,  des  gewöhnlichen  und  d^ 
rechtwinkligen ,  deren  ersteres  an  einer  langen  Seite ,  dasDreied 
an  der  erösseren  Kathete  einen  in  Zoll  und  Linien  getheUten 
Maassstä  hat.  Um  die  Zehntellinien  abzumessen,  ist  an  der 
kleinen  Kathete  des  Dreiecks  ein  Nonius  aufgetragen,  ebenso 
verschiebt  sich  an  der  ffrösseren  Kathete  ein  besonderes  Plättchea 
mit  Nonius  und  eine  Oeffnung,  durch  welche  gerade  die  Spitie 
einer  Copirnadel  geht 

Befestigt  man  das  lange  Lineal  auf  dem  Zeichnenblatte  gehörig^ 
verschiebt  m^t  der  linken  Hand  Dreieck;  und  Plättchen  bis  n 
den  verlangten  Punkten  und  sticht  mit  der  rechten  Hand  die  Na* 
del  durch ,  so  erhält  man  die  Punkte  des  Bildes  sehr  schnelli 
sauber  und  genau,  ohne  fremde  Hülfslinien  u.  s.  w. 

Das  Anbringen  von  lUaassstab  und  Nonius  an  den  beiden  Li- 
nealen, die  man  doch  beim  Reisszeug  haben  muss^   leistet  übrif 
gens  noch  bei  vielen  anderen  Arbeiten  gute  Dienste,  unter  aDdera  j 
z.  B.  kann  man  eine  gezeichnete  Figur  durch  Aussmessen  ihm\ 
rechtwinkligen  Coordinaten  und  nachheriges  Auftragen  genau  co*: 
piren  u.  s.  w.    Auch  ersetzt  ein  solcher  Maassstab  mit  seinen 
Nonius  vollkommen  ^nen  tausendtheiligen,  der  also  dadurch  esl' 
behrlich  wird.  ^ 


1 

4 
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Kiniipe  Bemerkunipen  ttber  das 
i^eradUniip^  ürefeck. 

Von  dem 

^andid.  der  Mathematik  Herrn  Bernh.  Mullmann, 

Lehrer  am  Gymnasiam  zu  Oanabrück. 


Ich  schicke  einige  bekannte  Sätze  voraas,  welche  imFolgen- 
BD  angewendet  weraen. 

1)  Ist  im  Dreieck  ABC  (Taf.  IV.  Fig.  5.)  die  Seite  AB  in 
^balbirt  und  DE  parallel  mit  BC  gezogen ,  so  ist 

AEssCE,    DE=^. 

lenn  zieht  man  aus  E  mit  AB  die  Parallele  EF,  so  ist  EF 
^D=AD  als  Parallelen  zwischen  Parallelen  und,  nach  Annahme, 
?Vinkel  FJE:C= Winkel  BAC,  Winkel  £CF=  Winkel  AED  nach 
)oiistruction  und  Annahme;  mithin  \CEF^^ADE,  folglich 

4E=CE,  CF—DE=BF  oder  DE=^ ,  q.  e.  d. 

Zusatz.  Wird -im  Trapez  ABCD  (Taf.  IV.  Fig.  6.)  des- 
^n  parallele  Seiten  ^lA,  CU  sein  mOgen,  durch  den  Halbirungs- 
»unkt  E  von  BC  mit  AB  und  CD  eine  Parallele  gez^en,  so 
ll^ht  dieselbe  durch  den  Halbirungspunkt  der  Seite  AD,  Denn 
i^ht  man  AC^  so  halbirt  EF  die  Linie  ACy  also  auch  die  Seite  AD, 

2)  Verbindet  man  (Taf.  IV.  Fig.  5.)  die  Mitte  D  von  AB 
it  der  Mitte  E  von  AC^  so  ist  diese  Verbindungslinie  der  Seite 
*C  parallel  und  die  Hälfte  derselben. 
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8.  2. 

i)  Sind  im  mitzwinkligen  Dreieck  ABC  (Taf.  IV.  FiS;!!.) 
die  Hohen  AD,  BE,  CF  gezogen  und  die  Fusspankfe  D,  Sund 
F  derselben  mit  einander  verbanden,  so  ist  (nacii  §.  1.  5)} 

Winkel  ABC  =  Winkel  AEP.      Winkel  ABC=  Winkel  CED, 

folglich 

Winkel  AEF  =  Winkel  CED, 

mithin 

Winkel  BEF  =  Winkel  BED; 

ebenso 

Winkel  ADE=Winkel  ADF ,    Winkel  CFZ>= Winkel  CFE. 

I 

Die  Höhen  des  Dreiecks  JBC  balbiren  die  Winkel  des  Dm- 
ecks  DEF  und  müssen  sich  daher  (nach  §.  1.  7))  in  einem  Pimkte 
O  schneiden. 

Sind  im  stumpfwinkligen  Dreieck  ABC  (Taf.  IV.  Fig.  12.)  die 
Höhen  AD,  BE,  CF  gezogen,  so  müssen  sich  doch  zwei  der* 
selben,  z.  B.  die  aus  den  spitzen  Winkeln  gefällten  Höhen  AB 
und  CFf  in  einem  Punkte  O  schneiden  und  sie  bilden  das  spitz- 
winklige Dreieck  AOC,  in  welchem  AF  und  CD  zwei  Höben 
sind.  Dann  mu^<s  nach  Oben  das  aus  O  auf  AC  gefällte  Loth 
durch  den  Punkt  B  gehen  und  mit  der  Höhe  BE  zusammenfal- 
len. Beim  stumpfwinkligen  Dreieck  scbneiden  sich  daher  gleich- 
falls die  drei  Höhen   in  einem  Punkte. 

Verbindet  man  auch  hier  die  Fusspunkte  Z>,  £,  F,  so  wer- 
den, wie  sich  leicht  ergiebt,  die  Winkel  des  Dreiecks />£F  durch 
EO,  AF,  CD  halbirt. 

Im  rechtwinkligen  Dreieck  schneiden  sich  auch  die  Höben  in 
einem  Punkte  und  es  geht  alsdann  das  Dreieck />£JF  in  das  Lotb 
über,  welches  aus  dem  rechten  Winkel  auf  die  Hypotenuse  ge- 
fällt ist. 

2)  Vergleicht  man  die  hier  hergeleiteten  Sätze  mit  §.  1.  7)., 
so  erhellet  sofort  die  Richtigkeit  der  folgenden  Sätze: 

Die  drei  Spitzen  eines  spitzwinkligen  Dreiecks  sind  die  Mit- 
telpunkte der  dem  neuen  Dreiecke ,  welches  durch  die  Verbindung 
der  Fusspunkte  seiner  Höhen  entsteht,  angeschriebenen  Kreise 
nnd  der  Durchschnitt  der  Höhen  ist  der  Mittelpunkt  des  dem 
neuen  Dreiecke  eingeschriebenen  Kreises. 
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Die  Spitze  eines  stumpfwinkligen  Dreieelss>  welche  den  Schei- 
tel des  stumpfen  Winkel  bildet,  ist  der  l\littelpunkt  des  dem  neuen 
Dreiecke 9  welches  durch  die  Verbindung  der  Fusspunkte  seiner 
Hohen  entsteht,  eingeschriebenen  Kreises  und  der  Durchschnitt 
der  Höhen  und  die  beiden  anderen  Spitzen  fc»ind  die  Mittelpunkte 
der  dem  neuen  Dreiecke  angeschriebenen  Kreise. 


Es  seien  im  Dreieck  ABC  (Taf.  V.)  die  Winkel  2a:, 
2y,  22  bei  A^  B ^  C  halbirt,  die  halbireuden  Linien  über  ihren 
Durchschnitt  O  hinaus  bis  zu  den  Mittelpunkten  0| ,  O^,  O3  der 
angeschriebenen  Kreise  verlängert  und  aus  O,  0| ,  O^,  O3  die 
Lothe  Oil/,,  OMjt,  OM^,  O^Ni,  O^N.^,  O^N^,  O^Pi,  OoPa, 
O^P^y  O3Ä1,  0^&t9  O^S^'  auf  die  Seiten  des  Dreiecks  gefällt, 
so  ist,  wenn  wir  die  Seiten  des  Dreiecks  a,  6,  c  nennen,  wie 
sich  auf  der  Stelle  ergiebt : 

i\    ATv         ATM      AN^^AN^      a  +  6+c      ^ 

4)  AN^  =  AN^^ ^2 =    ■     2        '  ^*^' 

5)  CNi=zCN2=- — -Y^ 6= — -o —  =  BMi,  etc. 

t   6)    ÄA.=ÄiV,=2±*±£_e=^-i?=tW,,  etc. 

«;    /fi'i  =      2       »      c^-^i  — — 2 —  ' 

8)  BSi—CPi,  etc. 

Das  10  der  Mitte  F|  der  Linie  £C  errichtete  Lotb  geht  also 

aach  durch  die  Mitte  der  Linie  Pi  Si ,    qiithin  (§.  1.  Zus.  L)  durch 

die  Mitte  E^  der  Linie  0^0^.    Zugleich  seht  dieses  Loth  durch 

den  Mittelpunkt  O4   des    um    das  DreiecK  ABC   beschriebenen 

£rei«e8,    balbirt   den   unterhalb  BC  liegenden  Bogen  desselben 

imd  muss  desshalb  mit  der  Linie  A  0| ,  welche  gleichfalls  diesen 

Bogen  balbirt,  auf  dem  Kreise  in  Z>|  zusammentreffen.  DslDiAE^ 

ein  rechter  Winkel  ist,   so  muss  auch  (§.  1.,  4  Zus.)  £3  auf  der 

TbeirXVn.  26 


Peripherie  des  am  ^BC  bescbri ebenen  Ifreiae«  R^eo.    Htn  ist, 
wenn  man  BDi ,   BE^  zieht, 

Winkel  OBDi=y^x,    BDiOT^2x; 
mithift 

Winltel  D^BO,  =:R— (y+3:),     Winkel  C0,0,=2fi— 2i; 
also 

Winkel  jBO,Oi=2R-  [R— (;5,+a:)+2R— 2tJ=R-(y+;t). 

Ea   sind   daher   B/),0   und    BD,0,   gleichschenblige    Dreiedtv 
mitbin 

0Di  =  BDt  =  O'D,. 

Ferner  ist  (%.  1.,  4.) 

Ebenso  erhellt,  dass  der  Kreis  duri:b  die  Mitten  £, ,  £,,  0,,  A 
der  Linien  0,0.^,  OiO^,  OO^,  OO3   geht, 

Nennen  vir  nun  die  Radien  der  um.  in  und  an  das  Dreieck 
ABC  aus    O4,  O,  O],  O^,  Og  hescbriehenen  Kreise.  A, 
f-t>  r's)  eo  folgt  auf  der  jStelle 

10)    r^  +  r3=0.iPi  +  03S,=2EaFt, 


11)    n+T-a  +  ra-r^ifi. 

Subtrabirt  man  (9)  foh  (10),  so  ergicbt  sich  die  GleicbuDg 

'■a  +  '-8-(ri-r)  =  2(E,F,-/>iF,). 

Nnn  ist,  wenn  man  das  vom  Mittelpunkte  O4  auf  die  Seiten  ge- 
ßillte  Lotb  positiv  oder  nesativ  nimmt,  je  nachdem  es  von  Innea 
oder  von  Aussen  auf  die  Seiten  fällt, 

fijF,  — Afi  =0tOx^  0^h\  —  Dl f,  =  2Ö4ri , 

mithin 


12)     0,F,=jf/a|-'-3-(r,-r)) 
und  ebenso,    iveriii  mau  die  Lolhe  0^F^,0^i'3  eieht: 
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13)  04f,=J(r,+r,-(r,-r)). 

14)  04f8  =  j(r,+r,-(r,-r)). 
lu8  diesen  'drei  Gleichungen  folgt 

15)     O^Fi+O^F^OiPt  =  J(ri  +r4+r,  +  3r)=Ä  +r , 

6)    04F,+04F,-04F8  =  |(4r8-(r,  +r,+r.-r))=r3-Ä; 

ibenso 

17)  OiFj  +  OiF,  -  O^P, = r»-  Ä, 

1 8)  OiFa  +  O4F3  —  O4F1  =rj  —  ß . 

Auf  die  leichteste  Weise  ergeben  sich,  wenn   wir  den  Inhalt 
es  Dreiecks  mit  A  bezeichnen,  die  bekannten  Formeln 

19)    r=-?r....    '<*^    '•i  =  ÄX-^' 
'  a+o+c  '      6-f  c — a 

Nun  ist  Dreieck  BOMi  ooDreieck  ßOiNi ,  mithin 

BMi :  ilfi  0=iVi  Ol :  BNi 
der  (Gleichung  1)  und  6)): 

o-f  c—  6      a-{-b—c 


benso 


^4)    iTa  — j » 

» 

Ferner  ist  Dreieck  AOiN^coDreieck AO^P^,  mitbin 

^AN^:OiN^=O^P^:AP^ 

)der  (Gleichung  4)  und  6)); 

a+6+c  a-j-b — c 
o —  tri  ^r^:  —  g — * 


26* 


(■■-m-t)(»+t-t). 


27)      '■ii'. 


28)     ,,r,: 


■      (»  +  i  +  c)(n+c-t) 


_(°  +  H-f)(Hf-«) 


Aus  (tQ)  und  (20)  folgt 


"■-(»H-6+rt(S+t-«)' 


mithin  nach  (23) ; 


4A'  (.+..— 6)  (n+t-o) 

(o+4+c)(6  +  c-o)-  4 

(a+Hc)(t+t-n)(a4-e-t)(n+t-c) 


29)     il=Jv[(o+«+c)(6+c-o)(o+«-i)(o+*-c)l 
Au«  (J9),  (20),  (21),  (22)  folgt 

«n>  16A* .- 

^'^    ""^'^»  -  (a+6+c)(fi+c-a)(a+c-*)(a+6-«)-^ 
Aus  (19)  und  (20)  forgt : 

r:r,=6+c— a:a+6+c 


r, — r:r=2a:6-fc — a. 


a 


ist,  so  ist  aocli 
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33)    r.-r=f-,    34)    r,-r=^^^, 

35)    r3-r=«^3,     36)     ''a--^,. 
Aus  (20)  und  (21)  folgt 

Ti +/'jj:rj  =2c:  a  +  c— 6, 

37)  \+'-«~^i:^TrÄ=-^-';^ 

oder  auch  (Gleichung  30)); 


^ 

38)    r,+r,=^. 

und  ebenso 

1 

39) 

-x-K3-*X''    ^)    '.+'•»-*#' 

41) 

'•«+r.-2^».    42)    r,+r,-«^. 

Aus  (31),  (33),  (35)  folgt 

43)     (r,_r)(r,-,)(r3-r)  =  ?*£?^^»=  ^£,-»=:4Är»  (§1..  8). 

Aus  (31),  (37) ,  (39)  folgt 

44)     ('•i-r)(r,+ra)(r,+r3)=4firia; 

I 

aus  (iÖ),  (37),  (4J) 

45),  (/•a-'-)(ra+ri)(ra+r8)=4Är2«; 
aus  (35),  (39),  (41)  . 

46)    ('•j-r)(r3+r,)(r3+ra)=4Är,'; 
ans  (3?).  (39),  (41)  folgt 

47)  (rt+r,)(r,+r,)(r,+r,)==^*£^^.-.i^Q!V^  , 

aus  (31),  (33),  (37)  folgt 


18) 

■r)(';-h('ii-ri)= 

4»-^?, ' 

^R(a+t-c)' 

aus 

(31), 

(35).  (39) 

49) 

(',- 

T)(r,-r)ir,+r,)^ 

o4c(r,,r,)' 
'       A' 

=  «(«- 

-»  +  e 

au.-t 

(33), 

(35),  (41)  folgt 

.10) 
1 

('a- 

■'■)('-,-')('s+'-.)  = 
31)  und  (42)  folgt 

atc(rv,)' 

4ßrrarB 

=  ß(— 

0+4+, 

Au.  ( 

A« 

' 

5i)          (r,- 

■'■)('-i  +  r.)  = 

:(,a. 

„u. 

(33) 
(35) 

uod  (40)  folgt 

52)  (r,- 
uod  (38)  folgt 

53)  (r,  - 

-'JC-it'.) 

Diese 

abgeleitet 

!   drei    letzton  Formeln    kUnm 
MerdeiJ.    Es  ist  nämlicl) 

EU   aucli    m 

1.(9) 

und  ( 

('i-'-)('»+'-.)=4fl'F'.£,f;  = 

=  BC  =  ,i', 

etc. 

Ans  (31)  und  (41)  folgt 


i  -  »■  +  r»  +  »-i  =  X  f'"»  ^'»^»J ' 


nun  ist 

(U) 

^-'■  +  '-s+'.=4Ä, 

niitliin 

4ftA=o{'n  +v.) 

oder 

54) 

'•'■i+Va=ic; 

ebenso 

aus 

(33) 

58) 

(39) 

'■'"a+r,'-a  =  ac; 

aus  (35; 

1  um 

1(37) 
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AusX^i)*  i^V»  (ß^)  ei'g>el>t  sich  durch  Addition 
Aus  m.  (20).  (21),  (22)  folgt 


58) 


60) 


61) 


?^=«  +  6  +  c. 


59)  ^=b  +  c^a. 


2A 
2A 


=  a+c  — A, 


=0  +  6  — c; 


mithin 


wiBo 


oder 


und  bieraas 


»•l  ^  »•«  ''^  »^I      ^^      '• 


62) 


i  +  i  +  l=? 


63) 


1 


i 


oder 


oder 


64) 


11        ] 


r      r. 


8 


'•i^a 


rrt'^rr*:^' 


rr.  r 


J'3  __ 
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rc«' 


HH 

r        ~,      r,      r,       ^^^^^^H 

oder 

^m^H 

— ™^=^-^« 

fülglkl, 

' 

66)        #^ 

■  f^+  ^  +  ^=  2(',',+',r',+V,)-2r(r,+r,+r, 

1 
■ 

=o'  +  «'  +  c»  (Gl-  57».       '^J 

1                   Ferner  Ut 

(11)                                                        ^^ 

[ 

'■i+'-,  +  /-,-r  =  4fi. 

'■i"+V+V+'H-.!('-,'-B-K,i-,+r.r,)-2'('i+rs+'-,)=l6«», 

mithin  (LBch  5 

17))                                                                              , 

87) 

'i*  +  '■a*  1-  rsä  +  rä  +  fi^  |-6«-f  c==ltiff2 

Ea  ist  nir 

joden  lieliebifen  Wertli  voi,  A.  B,  C,  ß 

(A+B+C+Df 

i=^'+Z!>+f?+BH3^'(B+C+fl)+3B«(^+C+I 
+3t''(J+-fi  +  ü)+3ü'(/)+ß+C) 

+  6^BCD(i+i+i+i) 

=  -2(4'+B'+C+i'') +3(/<H^ß»+  C+0')(^+£+C+i 
+  6^fiCfl(^  +  i  +  -i  +  i). 

^•+B'+0+0>=|[-(4+B+C+fl)' 

H  3(^'  +  BH  C+C^) (i(+B+C+D) 


+  6^BCO( 

Seilt 

eistlieh 

4  = 

=»■1 

,    B=rs, 

C-. 

eo 

ergiebt 

sieb 

3S5 


3 


=i  [-64Ä» + 3(16Ä*-«a-6«-c»).4ß} 

= 64Ä3 — 6/2(0"+ 4Hc*)  5 
xn  ferner 

I 

A=z^.  B=^,   C—-,    />=— ^: 

f^i  »^a  >•»  »^ 

ri8  +  ra»+V^r3-2L      V»-!      '"ä      »'s      »•/ 

•UR  VIR 


ist  (nach  11)) 

ri«+r»*+r,»=(4ß+r)»- ^', 

(nach  62)) 

^ = ri«V+rt'V+'-2%*+2(r,  +ra+r3)rj  rar, ; 


»V  +'i«V+'-a%*  =(^'-  (4Ä+i)r))'-  ((4ß+/)r)a , 


=  (^-r(4«+r)rY~8A»; 

HUB  ist  al^r  (nftch  97)) 

oder  auch 

A*..    A*  j,  A*  .    A*   .    A*   .     A* 


.  ■*. ..      'i  / 


NvD,  ict  ■    .    !  . 

foigDeh 

= 256i2*  -  32(a*+ AHc*)Ä* 
+ ö +4A''; 


ferner 


(^"  +  r7»  +  ^^  +  ^y=<'**+*'+**)' 


oder 


.,,  A*  ■  A*  ,  A*     A*     (aH6Hc»)'  ,  , , , 
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(.  4. 

Ich  betrachte  jetzt  die  Figur  anf  Taf.  Vi.  Dieselbe  weicht  von 
der  Fig.  auf  Taf.  V.  nur  darin  ab,  dass  einige  nicht  mehr  gebrauchte 
Linien  weggelassen  und  einige  später  näher  zu  bestimmende  Li- 
lien hinzugefagt  sind.  Es  sind  AOi,  BO^,  CO^  die  Höhen  des 
}retecks  OiO^O^;  AO^,  BO^y  CO  die  Höhen  des  Dreiecks 
OO1O9.  Die  Gerade,  welche  />,  mit  £«  verbindet,  geht  durch 
%,  Zieht  man  nun  00±  und  verlängert  diese  Gerade,  bis  sie 
lafi  in  £2  auf  O1O3  errichtete  Loth  in  O5  trifft,  so  ist 

Dr.  OO^D^  ^  Dr.  O5O4JE,. 

lithin 

der,  da  OZ>a=OsJ92  ist,  09/>2#^6^s*  folglich,  wenn  man 
)^0^  zieht, 

O^Ot^:^D^E^,    Oa05=2ß. 

^raus  folgt  nun  auf  die  leichteste  Weise,  dass  O«  der  Mittel- 
onkt  und  2R  der  Radius  des  um  das  Dreieck  OiO^O^  beschrte- 
enen  Kreises  ist 

Auf  dieselbe  Weise  wird  sich  er^ben,  dass,  wenn  man  O^O^ 
eht  und  diese  Gerade  um  ihre  eigene  Grosse  verlängert,  der 
sdpnnkt  alsdann  der  Mittelpunkt  und  2R  der  Radius  des  um 
^OiOa  beschriel>enen  Kreises  ist  Ebenso  verhält  es  sich  rilck- 
chtlich  des  Punktes  O^  und  des  Dreiecks  'OO^O^  und  rfick- 
chtlich  des  Punktes  0%  und  des  Dreiecks  OOiO^. 

Da  BJE^  auf  JC  senkrecht  steht,  so  steht  auch  die  ihr  Pa- 
Jiele  0^1)^  BufAC  senkrecht  DieLothe  also,  welche  von  Oi, 
^fi,  O3  resp.  auf  i^C,  AC,  AB  d.  b.  die  Lothe,  welche  ans  den 
pitzen  des  Dreiecks  OiO^O^  auf  die  Verbindungslinien  der 
nsspankte  der  Höhen  geulllt  werden ,  welche  zu  den  die  iedes- 
alige  Spitze  biidenden  Seiten  gehören ,  schneiden  «ich  im  Mittel- 
inkte  dies  um  OiO^O^  bescbneiienen  Kreises. 

Der  aus  dem  Mittelpunkte  des  um  das  Dreieck  OOiO^  be* 
briebenen  Kreises  nach  O,  gezogene  Radius  ist  parallel  DiE^, 
B  nun  B^E^  auf  BC  senkrecht  steht,  so  muss  auch  der  ge- 
mnte  Radius  diese  Eigenschaft  haben  und  wir  erhalten  auch  liOr 
18  Dreieck  O  Ol  O«  den  im  vorigen  Absätze  ausgesprochenen 
itz. 

DassdlM  Resultat  ergiel»t  sich  offenbar  flir  die  Dreiecke 
OiO,  und  OO^O^, 
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Schneidet  die  O«  und  E^  verbindende  Gerade  OO^  in  0^, 
fi(f  ist»  wie  sich  aus  $.1.  3)  auf  der  Steile  ersieht,  OOf^z=:2Os0p. 
Hieraus  folgt ,  dass  sich  die  Geraden,  welche  Oi,  E^)  O^*  Et 
und  ()•,  El  verbinden,  in  einem  Punkte  Oq  auf  der  Geraden  OO5 
schneiden. 

Dasselbe  Resultat   ergiebt  sich   anf  dieselbe  Weise  filr  die 

Dreiecke  00^0^,   OO^O^  und  OO^Oz. 

« 

Ich  fasse  die  hier  gefundenen  Resultate  kurz  zusammeo: 

1.  Die  Mittelpunkte  der  um  das  Dreieck  O'O^O^  and  iq 
und  um  das  Dreieck  ABC  beschriebenen  Kreise  liegen  in  einer 
geraden  Linie. 

2.  Der  Mittelpunkt  des  um  das  Dreieck  ABC  beschriebene! 
Kreises  ist  vom  Mittelpunkte  des  in  dasselbe  beschriebenen  Krei- 
ses so  weit  entfernt  wie  vom  Mittelpunkte  des  um  das  Dreieck 
O1O2O3  beschriebenen  Kreises. 

3.  Der  *Radius  des  um  das  Dreieck  ABC  beschriebenen 
Kreises  ist  fialb  so  gross  wie  der  Radius  des  um  das  Dreieck 
OiOgOs  beschriebenen  Kreises.    ^  ^ 

4.  Der  Mittelpunkt  eines  an  das  Dreieck  ABC  angeschri»' 
benen  Kreises,  der  Mittelpunkt  des  um  das  Dreieck  ABC  be*  ^ 
scbriebenen  und  der  Mittelpunkt  des  Kreises,  welcher  um  dat'^ 
von  dem  Mittelpunkte  des  ein  und  den  Mittelpunkten  der  bei- 
den anderen  an  geschriebenen  Kreise  gebildete  Dreieck  be- 
schrieben wird,  liegen  in  einer  geraden  Linie  und  der  zweite 
Punkt  liegt  in  der  Mitte  der  beiden  anderen. 

Der  Radius  des  letzteren  Kreises  ist  wiederum  das  Doppelte 
von  dem  Radius  des  um  das  ursprüngliche'Dreieck  beschrieoenea 
Kreises. 

5.  Das  Loth ,  welches  von  einem  Mittelpunkte  der  vier  durcli 
die  Mittelpunkte  der  ein-^und  angeschriebenen  Kreise  gebildeten 
Dreiecke  auf  eine  der  Seiten  gefällt  wird,  ist  halb  so  gross  wie 
die  Verbindungslinie  zweier  dieser  Punkte,  durch  welche  die 
Seite,  auf  die  das  Loth  gefällt  ist,  nicht  geht. 

6.  Die  drei  Geraden  OiE^ ,  O^E^,  O^Ei  schneiden  sich  in 
einem  Punkte  Oq  auf  der  Geraden  OO5   und  es  ist 

die  Linie  OO5  also  in  O4  und  Og  harmonisch  getheilt.     Ein  ähn- 
liches  Resultat    eigiebt  sich  für   die  Dreiecke  OOiO^,    OOiO^, 

7.  Der  um  ein  Dreieck  beschriebene  Kreis  halbirt  a:e  sechs 
Geraden,  welche  die  vier  Mittelpunkte  der  demselben  ein-  und 
angeschriebenen  Kreise  verbinden. 
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$.  6. 

leb  will  jetzt  die  im  dritten  und  vierten  Paragraphen  gefun- 
denen Resultate  anwenden  zur  Herleitung  von  GrOssenbeziehun- 
gen  in  den  Dreiecken  ^IBC,  O^O^Os,  OÖiO^,  00^0^,  OO^O^. 

Im  Anfange  des  dritten  Paragraphen  habe  ich  gezeigt,  dass 

ist    Hieraus  ergiebt'  sich  leicht 

nd  ebenso  folgt 

2)        00^=iR{r^--r)\ 

Da  ferner 

I  bt,  »o  folgt 

4)     0,0,*=4JS£,«=4£sFi.£,fl,=4Ä(ra  +  r,); 
'  «kowo  ist 

5)  OjO,«=4Ä(r,+r,), 

6)  0,Oa»=4ß(r,+r,). 
Non  Ut 

folglich 

7)   ^O.OOi=.2(4Ä(r,4^)-4Ä(r,-r)_4Ä(r,-r))=4Är, 

«Imiiso 

8)    BO.OO,=iRr, 
-    9)    CO.OOt=ARr. 

4 

Ferner  ist 


10}    AO,.OOi^AO.00i  +  00,«^4Ar+4A(r,'-r)=4I&t ; 


11)     BO^.OO^—ARri, 
Vi)    C03.00^  =  4Rrs. 
Da  A0.00t=iR>-  ist,  sn  folgt 

4W{f,— r)      r,— r 
mithin  (g.  3.,  43)) 

,3,    ^o.=  '-a--";^r^"-'-^'=l,.-r)(r.-,)-. 
etieaso 

U)    BO"  =  (r,-r)(r,-i-), 

(8)    CO»=(r,-r)(r,— r). 
Aus  A0,.00t=iRr,  folgt 


folglich 


16)  ^0,>=h+rjfr,+r,); 

17)  fiO,«=(r,+r,)(r,+r,), 

18)  CO,'=(r.+r,)(r,+r,). 


19)     BO,"  =  00,«-eO«=(i-,+r,+r-.-i-)(ri-r)-(r,-i-)(r,- 

»(i-i-i-X'i+r.)! 
ebenso 

20)  CO,'  =  (r,-r)(r,+r,),- 

21)  ^0,i'  =  (r,-r)(r,+r,), 

22)  CO,'  =  (r,-r)(r,+r,), 

23)  -<0,»=(r,-r)(r,+r,), 

24)  iO,"=(,-,— -jK+rJ. 


^1 

Die  Formeln  13),  ......24)  laMen  jAteh  noeb  in  dner  anderen 

m  darstelleo.    Es  ist 


;lich 

25)  AO^=bc-iRr  (§  3.  II), 54)); 
nso  ist  . 

26)  iB02=ac-4Är, 

27)  C0«=a6  — 4ßr; 
ler 

28)     ^Oi«=(ri+i^,)(r,+r5)  =  rar8+r,(ri+r,+ra) 

29)  B02^=ac+iRr2f 

30)  C032=a6+4Är3, 

31)  JBOi«=— ac+4Äri, 

32)  COi«=-a6+4Äri, 

33)  240a2=— 6c  +  4ßra, 

34)  COJ^=-'ab  +  iRr2, 

35)  ^08«=— 6c  +  4ßr8, 

36)  Ä082=-ac  +  4ßr3. 

ist 

B  Oi«+Ä03«=— 2ac+4Ä(ri'+r3) =— 2ac+(i?0i  +JB08)«, 

;lich 

37)  BO^.BO^z=zac, 

mso 

38)  CO,  .  CO^^ab, 

39)  ^Oa./408=6c. 
8  (1) ,  (2)  uod  (3)  folgt 

()i«OOa2  008«=64Ä8(ri— r)(ra— r)(r8-.r)=:256Ä*r«  (§  a  4»)), 
glich 


■1' ,  .       .iO,' 

i 

oo, 

.00,.00,=l6fi"j; 

n 

1 

1 

aus  (5),  (4),  (31  folgt 

m 

o,o,'.o,o,-'.oo^'= 

:4B(;,+/,).4K(r,-trs 

,)-4ß(r,- 

-r)= 

:^ 

(nacb  S  3.  40)), 

41) 

o^o 

a.OaOa.OOs^lUfi^rj 

ebenso  (o\gi  aui 

»(4), 

(6),  (2)  mit  Hillle  des  §  3. 

42) 

OlO; 

,OBO..OO,=  16«'r, 

m.  (6).  (5),  (1) 

43) 

o,o, 

,.O,O,.OO,  =  10KSr, 

Ferner  Ut  nach 

(13), 

(14),  (15) 

Afy.llO''.COI'=lr 

,-'»,-f)'('-i->r-= 

;(4/?r')« 

(§3, 

.  43)), 

44) 

AO.BO.C(>=iRr'-. 

ebenso  folfjt  auj 

!(23), 

(24),  (18)  mit  Hüire  lies  dritten  Paraj^iap! 

45) 

^0,. 

ßO,.COj=4Kr,', 

ans  (21).  (82), 

(17) 

^m 

46) 

^0.,. 

CU,KU,=inrt'. 

41 

i" 

■ 

1  (W),  (20),  (10) 

.  47)    BO,.CO,.AU,  =4Er, 
Aus  (4),  (5),  (6)  folgt 

0,0,".0,0,«.020s==e4ß'(-, 


JC-.+'iX's+f.) 

64ft*(a+öfc)a   (vergl.  §  3.  47)) , 


48)  0,Oa.O,03.0aOj=8K«(n+He); 
ebenso  folgt  aus  (1),  (2),  (0) 

49)  00,.00,.0,O,=8ßä(o+S— c), 
au.  (1),  (3),  (5) 

50)  00,.0O,.0,0,=8fi'(n-4+i), 
aus  (2),  (3),  (4) 

51)  O0,.00,.O,O,=8fi»(-o+6+c). 
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jCuh  (16),  (17),  (18)  folgt 

^Oi«.ÄOa«.CO,«=(ri+r:j)«(r,+r3)«(r,fr,)2. 

I 

folglieh 

52)  /10i.ßOa.COs=(ri+ra)(r,  fri)(ra+r3)=ß(a+A+c)2  (§.3. 47)), 

ebenso  au6  (21),  (19),  (15)  und  §.3.  48) 

53)  ^02.ÄOi.CO  =  (ra--r)(ri— r)^ri+ra)=li?(a+6-c)«; 
aus  (20),  (23),  (14)  und  §.  3.  49)        . 

54)  COi,il03.i50=(ri-.r)(r3-r)(ri+r8)  =  Ä(a-Hc)«; 
aus  (24),  (22),  (13)  und  §.  3.  50) 

55)  B0^.C02.A  O  =  {r^-^r)  (1-3— r)  (r^+r^)  =  ß(-a+*+c)«. 
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§.6. 

Es  ist  von  Interesse  noch  folgende  Relationen  zu  bemerken: 

1)  0,0,HO,08HOa03'»=8ß(ri+ra+rs)=8ß(4ß+r)(§5.4),5),6)), 

2)  OOi»+ 00a"+  Ol  Oa«=8Ä(r,+ra- r)=8ß(4Ä-r3), 

3)  00i«+  003»+  O,  03«=8ß(ri+r3-r)=8ß(4Ä-ra), 
■*)  OOa«+008HOa03a=8ß(r2+r3-r)-8ß(4ß— ri),  j  | 
8)  OOi4+00,HOO,«=4ß(ri+ra+''3-3r)=4ß(4ß-2r), 
«)  Ol  03HOa08*+  003«=4ß(r,+ra-r+3r3)=4ß(4ß+2r3), 

7)  Ol  Oa»+OaO,«+  OOa't=4ß(r,+fg-r-f3ra)=4ß(4ß+2r2), 

8)  Ol  OaH-Oi  03HOO,«=4Ä(r3+r3-r+3r,)=4ß(4ß+2ri) . 

Der  Inhalt  des  Dreiecks  OiOa03  ist  gleich 

OiOa.  Ol  03.0,03 
8ß  ' 

mithin  (§  5.  48)) 

9)     AO,  Oa03  =  5^^^!^  =  ß(a+6+c) ; 

•lienso  (§  5.  49)) 
Theil  XTII.  27 


lö)  Äöö|ö,=S(ii+4-*),  (SSTHl): 

II)    A00,0,=«(<1— 4+').     ({5.  Bl)); 
U)    AOO,0,  =  Ä(— «+i+c). 


ii;,Mi.BO=S»,.»0  +  «iI/,.J(,0, 

folglicli  (§3.  1);  S5.  14);  {3.21)): 
4(a+c-t)'i-\ 


.'»,»,= 


4A'V 


(r,  -')  (f.-')  ~r,«(r,-r)  (r,-r)  ' 
445« 


"'a'^C''!  — '•)(ri— r)' 
-r,'(rj-r)(r,-r)' 
C4A'^° 


{ia,tr,.M,M,.M,iJ,y=-, rr— 


••■)'l.'i—r)'l.r,—r)-' 


1    »    I    ■    »"  •— r,tsn(r,— r)(r,-r)(r,— r)' 
folglich  (nach  §  3.  43)) 


,Vi-4er"~    Ä  • 


Da  nun  der  Radius  des  um  ^ifiM^Mg  beschriebenen  Kreises 
ist,  so  folgt 


A;»,w.».=^.f;=4., 


A»i»««,XAO,0,0,  =  :jg^.fi(o+6+d)=j(<i+6+c)a, 
folglich 
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13)    A*i^aüf»XA0i0s08=A". 
Zieht  man  iV,iV2,  J!V,iV,,  NiN^,  so  ist 


ithin 


(O 


A^,^2^8-/^(^_,.^_ß)~2Ä•''^ 


glich 


14)    A^l^a^^.A00a03=A*. 


Auf  dieselbe   Weise   ^rird  sich   ergeben,   wenn  man    PiP^, 
P3;  /^Pa  und  S1S2»  SiS^,  S^S^  zieht,  dass 

15)  ^PiPtPa'^OOiOa=ä^, 

I  " 

16)  AÄi-Si-Ss-AOOiOarsA« 
Es  ist  auch 

2T* 


da   der  Tnfialt  deT~ÜreieekG  MiM^M^  etc.  i^eidi  dem  I 
ducte  aus  eiiicni  constanten  Factor  j,.,    unJ  Jem  Radius  des  eil- 
ceschrieltenen    oder  der    ancescbrielieueii  Kreiso    ist,     so  n-erdti 
bier  noch    manche  SUtze   aus   den  Ki^enj^chatten   der  (jriissei)  Ti 
>'i>  ''s-  fs  abgeleitet  werden  küiinen.     Es    ist  z.  B. 

/AV  A* 


^i^nl^!\I^^I^.l\^^l\^^.AO^.Iio^co^=^r^.u(^^^=f^:^^, 


AiVl^a^3  "^  A'-'./Ai'*/''  A-\Ä2Sj~    A''A'"a'"3  J 

Aus  (9),  (tO),  (11),    (12)  lassen  sich  nach  einige  beraerkevl 
tverthe  KesultHte  herleiten.     Es  ist  nach  diesen  litetebungen 


•  AOOaOj 


2ßr__^_  +  _Ä__  .  „A A_-| 

=»'i+'"a+'"a— '■=4Ä, 
A        .        A  A  A  g 

rernet 

AO,OaOs.AOO,Oa.AOO,03.AOOaO,  =  16ß*A',  elc. 
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$.7. 

Denken  wir  uns  (Taf.  VI.)  den  Radius  AOj^  gezogen,   so  ist 
^AO^Di  gleichschenklig,  mithin  ($.  1.  9)) 

R^=OO^HAO.OD^=iOO^^+2Rr  (§.  5.  7)), 
folglich 

1)  00^^=R(Rr^2r), 
Attthin  auch 

2)  OO^a=4fi(ß-2r). 

i   Denken  wir  uns  gleichfalls  0«04 gezogen,  »o  ist,  weil  im  Dreieck 
'.  00^  Oft  die  Linie  O1O4  die  Seite  OO5  halbirt, 

0012+01052=201042+2004* 


oder 


:• 


2O1 04a=4ß(rr— r)+4Ä2— 2Ä(Ä-2r)', 
3)     Oi04«=Ä(Ä+2ri). 

Da  nun  aus  dem  Anfange  des  vierten  Paragraphen  erhellt,  dass 
O1O4  die  Hälfte  der  Linie  ist,  welche  Oi,  den  Durchschnitts« 
Bonkt  der  Hohen  des  Dreiecks  OO^O^,  mit  dem  Mittelpunkte 
des  um  dasselbe  beschriebenen  Kreises  verbindet;  so  folgt»  dass 
}i9L8  Quadrat  dieser  letztern  Linie  gleich  4ß(^/2+2/'i)  ist. 

Es  ist  femer 

5)     0^0^^^R(R+2r^). 
ich  hier  tässt  sich  dieselbe  Bemerkung  machen. 
Addirt  man  die  Gleichungen  (1),  (3),  (4),  (5),  so  ergiebtsick 

004«+  0, 04«+  O2O42+  0^04«=  ß(4Ä+2(ri+ra+r3-r)) 

=  12/2«. 
(2)  folgt 

7)     O  O52 = 4Ä(9Ä  -  2(4Ä + r) ) 

=36ßa-(Oi QaHOi  O^HO^O^^)    (§.  6.  1)) . 


3§8 

Es  ist  mithin  das  Quadrat  der  Linie,  welche  den,  Darchschnit 
der  Hohen  des  Dreiecks  OiO^O^  mit  dem  Mittelpunkte  des  uro 
schriebenen  Kreises  verbindet,  gleich  dem  Quadrate  des  dreifa 
chen  Radius,  weniger  der  Summe  der  Quadrate  der  Seiten. 

Aus  (3)  folgt 

40i  04«=  4ß(9Ä— 2(4ß-r,) ) , 
mithin  (§.  6.  4)} 

8)    40i04«=36Ä2— (OOaHOOsHOaOj«). 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  das  Quadrat  der  Linie,  welche  .djei 
Durchschnittspunkt  der  Höhen  des  Dreiecks  OO^O^  niit  den 
Mittelpunkte  des  um  dasselbe  beschriebenen  Kreises  verbindet; 
gleich  dem  dreifachen  Quadrate  des  Halbmessers,  weniger  den 
Quadraten  der  Seiten  ist.  Der  in  der  Gleichung  (7)  für  das  Dreii 
eck  O1O2O3  ausgedruckte  Satz  gilt  also  auch  lur  die  Drete^ 
OOiO^,  OOiO^,  OO^Ot,.  ^ 

Es  lässt   sich  OO^  noch  auf  eine  andere  Weise  darstelleB 

Es  ist  nach  (§.  6.  5)) 

OOi«+OOaHOOs«=:4Ä(4Ä-.2r)=12Ä«+4Ä(ß-2r), 

mithin  (2) 

Ferner  ist  (§.  6,  8)) : 

OOjHÖi  O^^^Oj^  0^^-AR(4R+2ri)  =  12  R^+iRiR+2r^) ; 
mithin  (3) 

10)      OOiHOi02HOi03«-3(2ß)2=40i042. 

Diese  Gleichung  giebt  für  das  Dreieck  OiO^O^  denselben  Sat«, 
dgn  die  Gieichung(9)  für  das  Dreieck  0,02 O3  pebt,  und  die  ana- 
logen Sätze  sind  bei  den  Dreiecken  OOiO^  und  OO1O3  zu  be- 
merken. 

Nach  §.  6.  5)  ist: 

00i^+  00^^+  00^^=  4ß(4ß-2r) , 

nach  (6)  und  (1):  ^ 


S89 

Aeholiche  Sätze  ergeben  sich  für  60^0^^,  60^0^,  60^0^^. 
Es  ist>  wie  sich  leicht  ergiebt» 

»Iglich 

I 

«bis 

=  5  (Ol  Oa«+ Ol  Oj»  +  0,OjS) 

ich  ist 

=  ^0052  =  3005«. 
AelHiKche  Sätze   ergebe»   sich    fiir    die    Dreiecke    00i02^ 

Bemerkung.  Die  letzten  Sätze  werden  leicht  abgeleitet  wer- 
ßn  können,  wenn  man  berücksichtigt ,  dass  O«  der  Punkt  der 
ittleren  Entfernung  für  Oi,  O^,  Q3.  ist  und  die  Lehrsätze  über 
esen  Punkt  in  Anwendung  bringt. 


In  diesem  Paragraphen  will  ich  einige  bekannte  trigonn 
Irische  HclatiDnen  herleiten,  weil  sie  siili  mit  grosser  Leid 
keit  aus  dem  Frühem   ergehen. 

Die  Winkel  des  Oreiecks  0^0.^0^  sind  y+i,  x+:,  x-\if  i 
90— a;,  V0-7J,  9U~i.    Es  i«t  mithin 

/f(Ja*=Oi  02«.sin'^(.V+  -) 

Oller  (S.  B.,  I7,ü)) 

(r,+r,)(ra+r3)=4ft(r,+rj)sin'(2/+:)=4ß(r.+r-,)e»s*;r. 


cos^^sin^(a:  +  ;)=  — 


Hieraus  folgt  leicht 


5)       Bitfii/  —  -^=^- 


7)      (giw:_~  =  -^,     vuis"*— -^   ■ 
[Dies  ergiebt  sich  auch  leicht  auf  andere  Weise.    Es  isl 
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r= o tgsar. 


ich 


CN     *  A        rra  .  Tita       A 

8)    tgsy=  — =^,     cotg82^  =  -^  =  _, 

die  leichteste  Weise  erhellt  ferner»  dass 


a 


10)      81022?=  2^ 

11)     sin2y  =  5^ 


VI)     sin22=^ 


2U 

Auch  ist,  da 


13)  0082:.='^' '^'•»^+''^, 

,5)     C0S2Z  ='-^i^U^^ 
I  (1),  (2),  (5)  folgt. 

,fix  a+b+c        A 

lo)      cosa;cos^coäz= — gTg — =  rg"? 

•  (4),  (5),  (6)  folgt 


r 

siitxüin^yshi: 

^^|;fc=r>g-xtj 

■ 

li' 

aua  (1), 

(2)  und  (6J    folgt 

IS) 

cos^ccoi^^äin: 

~V  L        64e> 

^]  = 

»■3  . 

=  4ß' 

etjeiiEu  1 

Hst 

^_       l») 

»*rco8»ins=A. 

■               20) 

COSTCO  s:  81 

— äe- 

Am  (1) 

,  (5)  und  (ü) 

folgt 

1                 21) 

cosjcsiii/ysii 

il  r(>-a+i-.)tr,-r)(r. 

=..] 

-"^P- 

A 

-  4Kr,  ■ 

ebenso  1 

;rgiebt  sieb 

22) 

egsysina^sint 

„  +  C-6 

-Iftr,' 

'23)  co«t6in;rsin^  = 


"  4Är,  ■ 


Aus  (10),  (U),  (12)  und  (16)  folge 


ebeaso  ergiebl  sich 


9.6)  siii2:i;+sin2i  —  610231=  — ^ — =4siii:rsiii:co»^, 
27)  sin^  +  sin2i  —  sin2ir  =  — öß"  =4sinyäin:eos* , 
Aus  (IS),  (14),  (15),  (17),  (18),  (19),  (20)  Iftlgt; 
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28)     co82ar+co822^+co82j  =  ?ii^^^^i^  =  l  +  g 


=  —  1  +  "^  = — l  +4cos.TCOsy»ins, 


30)  cosir + cos2z  —  coH2y = — 1  +  4co8a7Cos2:sin^ , 

3 1)  cos2^ + cos2z — cos2;r  =:  —  l-f  4cos^coszsina? . 
AusJT),  (8),   (9)  folgt: 


w 


r  4iRr     r^ 

32)  tgsa:+tgsy +tg82=:  ^  in+r^+r^)  =  —  +^ , 

ff       I'  f^     v^B f*   f*  y\ 

33)  tgsx  +  tgs^f  -  cotgsz  =  -^ ^ -^~  =  —  ^-5- , 

34)  tgsa:  +tgsz  —  cotgsy  = -^ *^  =  —  ^ , 

35)  tgsy-|-tgsz^cotg6:r=''^+"2^-"-^=  -  ^^ 

36)  tgsa:— 'Cotgsy— cotgsz  =  -r  (»• — »"3— r^) 

37)  tgsy— cotgsx— cotgS2  =  ^  —  ^-^, 

o«  '•3*     4ßr« 

38)  tgsz-— cotgs;r— cotgsy  =-^ ^  > 

39)  cotgsa:+cotgsy+cotgsz=  T  f  F "'"  r  "*"  r")  "^  r^ ' 

-40)  tg&r  tgs^  tgs»  =  — ^^S — =^. 

-41)  tgsa:tg8ycotgsz=— ^8-  =  r 


i 

■ 

4^^^^^H 

m 

43)     tgsytgsicnt!?8.r=^,                     ^^^^^^| 

\ 

44)  lg.Molg.^ofg,i=^,                             ^^H 

45)  tg.jcofg».TCOtg.i=  S- ,                            'l^H 

46)  lgsicotg8:ceotgsy  =  v"  • 

47)  cotgs.Tuotg8jcofgs:=^.                           ^^ 

R 

48) 

d   .               «   X       .         11..       I     l# 1 1^^- 

tgsa;tt£;s// ttssr      ^.(,3j:t.„8„c„si  ^  'S^^'S^'y'SS'j 

iÖ)    tgsr  +  tgsj  —  cntgsi  =  —  Igs^rtgsycofgsi . 

50)    tgsar  +  tgsi  — cotg8y=— tgsa-tgsicotgsj, 

51)    tgsjf  +  tgsi  —  cotgsa:=— tgsytgsscotgsj:. 

m 

52)                   tgBjr  -  cotgB^— co^Hi 

\x 

■•■-"■ 

ift3)                    tgsj—  cnlgsa:— cotgBS 

^ 

54)                   f  "s:  —  colge:c  —  cotgey 

_  Igs:  cotgsj:cofgsi/      ^-ogysin^siüi' 

55) 

colgsd:  +  colgsy +cotgs:  —  colgs.r  eotgsy  cotgsi . 

5.9. 

Da  nacji  dem  zweiten  Paragraphen  die  drei  Spitzen  eines  epiti- 
TTinkltgen  Dreiecks  die  Mittelpunkte  der  drei  angeschriebenen  Kreise 
desjenigen  Dreiecks  sind ,  welches  durch  die  X'erbindting  der  Fu»»- 
punkte  der  Höhen  entsteht  und  derDurcbschnittderllnhen  derMitteW 
punkt  des  demselben  eingescbnebenen  Kreisen  ist,  s»  n-ird  jedes 
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)itzvrinklige  Dreieck  zn  diesem  neoen  Dreiecke  in  demselben 
erhältnisse  stehen,  in  welchem  .das  Dreieck  O1OUQ3  so  dem 
reieck  AßC  steht.  Es  emebt  sich  aus  demselben  Paragraphen, 
%SB  jedes  stnmpfwinklige  Dreieck  zu  dem  Dreiecke ,  dessen  Sei« 
(n  die  Fusspunkte  seiner  Höhen  verbinden,  in  demselben  Yer- 
lltnisse  steht,  wie  die  Dreiecke  0(\0^y  OO^Os,  OO^O^  zum 
reiecke  ABC.  Viele  der  Sätze  nun,  welche  oben  ftir  Mittel- 
Hikte  der  ein-  und  angeschriebenen  Kreise  und  ihrer  Verbin- 
ingslinien  entwickelt  worden  sind ,  werden  jetzt  in  einer  andern 
orra  dargestellt  werden  k{>nnen.  80  fähren  z.  B.  die  im  vierten 
aragraphen  entwickelten  Sätze  auf  der  Stelle  zu  folgenden 
ätzen : 

1)  Das  StQck  der  Hohe  eines  spitz-  oder  stumpfwinkligen 
reiecks,  welches  zwischen  der  Spitze  und  dem  Durchschnitte 
it  den  anderen  Hohen  liegt,  ist  doppelt  so  gross  wie  das  Loth, 
clches  aus  dem  Mittelpunkte  des  umschriebenen  Kreises  auf  die 
ir  Höhe  gehörende  Grundlinie  geföllt  ist. 

2)  Der  Schwerpunkt  eines  spitz  -  oder  stumpfwinkligen  Drei- 
:ks9  der  Mittelpunkt  des  um  dasselbe  beschriebenen  Kreises 
id  der  Durchschnitt  seiner  Höhen  liegen  in  einer  geraden  Linie, 
id  es  ist  der  Schwerpunkt  vom  Durchschnittspunkte  der  Höhen 
>ppelt  so  weit  entfernt  als  vom  Mittelpunkte  aes  umschriebenen 
reis  es. 

3)  Die  Getade ,  welche  den  Halbirungspunkt  einer  Seite  eines 
»itz-  oder  stumpfwinkligen  Dreiecks  mit  dem  Halbirungspunkte 
38  oberen  Abschnittes  der  auf  sie  geßillten  Höhe  verbindet,  ist 
eich  dem  Radius  des  um  dasselbe  beschriebenen  Kreises. 

4)  Diese  Gerade  geht  durch  den  Halbirungspunkt  der  Linie, 
eiche  den  Durchschnitt  der  Höhen  mit  dem  Mittelpunkte  des 
nschriebenen  Kreises  verbindet. 

5)  Der  aus  diesem  Halbirungspunkte  mit  dem  halben  Radius 
BS  dem  Dreiecke  umschriebenen  Kreises  beschriebene  Kreis  geht 
Dreh  den.Fusspunkt  der  Höhen,  den  Mittelpunkt  der  Seiten  und 
er  oberen  Abschnitte  der  Höhen. 

S  Zieht  man  in  einem  spitz-  oder  stumpfwinkligen  Dreieck 
[*hen  bis  zu  ihrem  Durctischnittspunkle,  so  entstehen  drei 
leüe  Dreiecke,  welche  eine  Seite  und  zwei  der  Höhenabschnitte 
>u  Seiten  haben.  Verbindet  man  die '  resp.  Durchschnitte  der 
luhen  dieser  Dreiecke  mit' ihren  resp.  Mittelpunkten,  so  halbiren 
ich  die  vier  dadurch  entstandenen  Geraden  und  jede  derselben 
ird  durch  den  Halbirungspunkt  und  durch  den  Schwerpunkt  des 
r  ilir  gehörenden  Dreiecks   harmonisch  getheilt«   — 

AvM  §.  6.  9),  10),  ]1),  12)  folgt: 

7)    Der  Inhalt  eines  spitzwinkligen  Dreiecks  ist  gleich  dem 
1  «3cte  aus  dem    halben   Radius  des  umschriebenen  Kreises  in 
»umme  der  Geraden,    welche  die  Fusspunkte  der  Höhen  des 
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■ersteren  Verbinden.  Der  Inhalt  eines  atunipfn-infcligeii' I  _  .__ 
'  ist  gleich  dem  Producte  aus  Hern  hallien  Railius  und  der  Diff»- 
ren»,  welclie  entsteht,  wenn  man  von  iler  Summa  der  Linin, 
die  den  Kussminkt  des  ans  dem  stumpfen  Win)<el  °:elallten  Lolh« 
mit  den  beiden  anderen  Fnss punkten  verbindet,  die  dritte  mS^ 
liehe  Verbindungslinie  abzieht. 

Beim  rechtivinkligen  Dreieck  verschivindet  das  Dreieck,  wel- 
ches beim  spit«-  und  stuniiiftvinkligen  Dreiecke  durch  die  Ver> 
biiiduni;  der  Kusspimkte  der  Hühen  entsteht  und  es  werden  anf 
dasselbe  [lie  Beireise  fiir  1),  2).  3),. ..5), -7) nicht  mehr  onsjewendet 
werden  Icrmnen.  Dennoch  gellen  auch  hier,  wie  sich  auf  die 
leichteste  Weise  direct  ergiebt,  die  in  diesen  Absätzen  ausge- 
sproctienen  Sätze.  Von  Nrn.  6.  gilt  beim  recbtninkli<;en  Dreieck 
nntitriich  nur  die  zuletzt  ausgesprochene  Behauptung  einer  hör- 
tnouiscben  Theilung. 

,d  g.  3.  15),  IG),  17),  18)  ergicbt  sich  Folgendes: 

Im  spitzwinkligen  Dreieck  ist  die  Summe  der  oberen 
Abschnitte  der  Hüben  gleich  der  Snmme  der  Dnr 
in  und  um  das  Dreieck' beschriebenen  Kreises  und  die  Differenz 
zwischen  der  Summe  zweier  obern  Abschnitte  und  dem  dritten 
gleich  der  Differenz  zwischen  den  Durchmessern  des  der  Spitze 
aus  welchem  die  letztere  Hohe  gefällt  ist,  gegenüberliegenden  8U- 
gescbrl ebenen  Kreises  nrid  des  nmscbriebeuen  Kreises.  Im 
stumpfwinkligen  Dreieck  ist  die  Summe  der  oberen  Ab- 
schnitte der  Hrihen  gleich  der  Differenz  der  Durchmesser  des  dem 

:  stumpfen     Winkel     gegenBherliegenden    angeschriebenen    Kreises 

und  des  umscbriebenen  Kreises;  die  Differenz  zwischen  Art 
Summe  der  oberen  Abschnitte  der  ans  den  spitzen  Winkeln  ge- 
teilten  Hohen  und  dem  oberen  Abschnitte  der  aus  dem  stumpfen 
Winkel  gefiilllen  Höhe  gleich  der  Summe  der  Durchmesser  des 
in  und  um  das  Dreieck  beschriebenen  Kreises;  die  Differenz  zwi- 
schen dem  oberen  AbscbniCto  einer  aus  einem  spitzen  Winke! 
gefällten  Hithe  und  den  beiden  anderen  oberen  Abschnitten  eleicb 
der  Differenz  zwischen  dem  Durchmesser  des  dem  spltr.en  Wmkeb 
aus  welchem  der  abgezogene  obere  Abschnitt  gefällt  ist,  gegen- 
überliegen den  angeschriebenen  Kreises  und  dem  Unrchmesser  des 
umschriebenen  Kreises.  Im  rechtwinkli  een  Dreieck  ist  die 
Summe  der  beiden  Catheten  gleich  der  Hypotenuse  und  dfiS 
Durchmesser  des  eingeschriebenen  Kreises;  dieDifferenz  zwiscbe« 

||  zwei   Catheten    gleich    der   Differenz  zwischen    dem  Durchmesser 

tdes  die  erstere  Cathete  selbst  berührenden  angeschriebenen  Krei- 
ses und  der  Hypotenuse. 
[ 
Dreie 
mit  /i 
: 


ivenn  man  die  oberen  Abschnitte  der  Ruhen  eines 
Dreiecks  mit  /ii./'j,  h^,  den  Radius  des  umschriebenen  Kreises 
mit  ßund  den  Inhalt  mit  A  bezeichnet  und  den  oberen  Abschnitt 

n  stumpfen  Winkel  gerillten  Hübe  negativ  nimmt. 


407 

t 

A=jy  [(Ä|+A4+//3~2ß)(Ai  f  Aa-Ä3+2fi)(/ii-«/ia+A3+2l?^ 

X(— Ai  +  Äa+*3+2ß)]. 

^     8)    Ans  §.  7),  8),  9),  10)  ergiebt  sieb  folgender  Satz: 

Das  Quadrat  der  Geraden^  welcbe  den  Durcbscbnitt  der  Ho- 
Ben  eines  spitz-  oder  stumpfwinkligen  Dreiecics  mit  dem  Mittel- 
punkte des  uni  dasselbe  beschriebenen  Kreises  verbindet,  ist  gleich 
der  Diflferenz  «wischen  dem  Quadrate  aes  dreifachen  Radius  und 
der  Summe  der  Quadrate  der  Seiten  oder  auch  gleich  der  Diffe- 
renz zwischen  der  Summe  der  Quadrate  der  oberen  Höhen- 
abschnitte  und  dem  dreifachen  Quadrate  des  Radios. 

Der  Satz  gilt  auch,  wie  sogleich  erheilt ,  beim  rechtwinkligen 
l>rei«cke. 


§.  10. 

Ist  das  Dreieck ^ Ä(7 (Taf.  V.)  he\A  rechtwinklig,  so  werden 
BÜlgemeinen  Relationen  zum  Theil  buchst  einfach  werden. 

A-l-#»       fr 

Es  ergiebt  sich  sehr  leicbt  direct  — ^^ — =r;  folglich  ist  ($.3. 
24),  25),  28)) 

a4-b—c  «+c — ö  a+6+c 

Femer*  ist  K = ^  •    Da 

ist,  so  folgt 

Femer  erhellt  auf  der  Stelle 
.      Ti— r=a,    r^^rz=a=-'Cy    r^  —  rzna  —  b,    r^ -{■  r^  — a  •\  b , 

'   oder 


■ 

r-i-, +r,+r.  =  0. 

■ 

r+',+rj+r,  =  o+ft  +  c^2;,,    r,  ^-r,^  r,_i-=2o. 

■ 

'•  +  '-,+',-^=2c,    r  +  r, +r,_r,  =  2«; 

^. 

5.  3.  07),  00),  08),  09),  70),  71) 

'■i^  +  V  +  '3*fr*=Hß2=:a«  +  Ä»  +  ca. 

b 

,fl+  ^  +^+  ^=8«-'=»'  +1H»«, 

■ 

'•.■  +  V  +  '.'-'''=2a', 

B 

^-^■-;t--f^=^' 

m 

>-.*  +  V  +  Vt'''=2f.H-JV, 

m 

^f+^+^'+^i'=2"'  +  li'. 

^Wl. 

^^^^^^^^^^MkB 

tH^^^^^^^^^^^^^^^ 
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üin  Satz  fiber  Mnäre  Formen  Yon  Ibe- 
ifebigrem  Orade  und  Anwendung:  des- 
selben auf  biquadratische  Formen. 


Von 


,.  Herrn  Dr..  F.  Arndt , 

Lehrer   am  Gymnaaium  %u  Straltand. 


Es  sei 

« 

/•(o?,  y) = aar»  +  bx^-^y  +  cx^-^y^  +  ....  +  hx^^^  +  (y" 

e.ine  ganze  homogene  Funktion  des  nten  Grades  mit 
swei  Variabein  a*5  y.  Bezeichnet  man  die  n  Wurzeln 
der  Gleichung 

9 

/e2«  +  6z«--*  +  C2»-2^. +  Är  +  /=:0 

mit  coS  <o^9....io(*),  das  Produkt  der  Quadrate  der  Diffe- 
renzen dieser  Wurzeln^  paarweise  verbunden,  mit  P, 
so  ist  die  Grosse  ^^a^-^P  fär  alle  mit  der  Form 
Kx,  p)  aeqnivalente^Formen  constant. 

Um  dies  za  erweisen ^  stelle   man.  f{x,  y)   als    Produkt  von 
n  linearen  Faktoren  dar,  nämlich 

f(^9  y)  =  a(x—G)'y)(x--G>"y),...iX'-a)(^)y). 

Transformirt  man  mn  f(x,  y)  mittelst  der  Substitution 

x,^aX  +  ßY,y=:YX^dY; 
Theil  ILVII.  38 
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80  komint 

f{SiX\  ß  r,  yjr+a  F) = a'  (X-  Ä'  F)  (A— Ä»  F)...(X-Ä(-)  F), 
lodern  wir  zur  Abkürzung 

a'=if(a,  y),  Ä  =^?^=^ 

gesetzt  babeD.    £s  findet  sieh  feroer,  «J — ^^=c  gesetzt. 


Ä--a'=: 


/-.\  > 


(a — a>y)(a — m'y) 


folglich,  wenn  P*  in  Bezug  aof  die  Wurzeln  Si\  .$2^. ..&(>;  eine 
ähnliehe  Bedeutung  hat,  wie  P  in  Bezog  aul  die  Wurzeln  n', 
e^',..,  »W,  und  toaiiL  noch  il'ssa'*»-*/^  ini^t. 

Sind  nun 

f{x,y\f(aX\ßY,  yi:  +  «F)=/i(;if,  F) 

aequivalente  Formen,  so  ist  bekanntlich  e'=1,  folglich  in  dieses 
Falle  A'  =  A>  ^v,  z.  b.  w. 

Das  Produkt  P  iässt  sich  als  symmetrische  Funktion  der 
Wurzein  co',  co'^, ...  o}('*)  rational  ausdrücken  durch  die  CoeflicienteB 
der  Gleichung 

/*(2)  =  02"  +  62«-i  +  ....+ A:z+  /=  0, 

daher  enthält  die  Gleichung  A'  =  A  eine  Bedingung,  welche  zwi- 
schen den  Coefficienten  zweier  binären  Formen  statt  finden  niuss, 
wenn  sie  aequivalent  sein  sollen.  Wir  können  die  Grösse  A  also 
die  Determinante  der  binären  Form  f(x,  y)  nennen. 

Da  es  bei  der  Untersuchung  der  Aequivalenz  zweier  Formen 
immer  zuerst  auf  die  Bestimmung  der  Determinante  ankommt,  so 
mögen  die  verschiedenen  Wege,  das  Produkt  P  zu  bestinimeii, 
hier  kurz  angedeutet  werden. 

P.  Man  kann  mit  Hiilfe   der  Potenzsummen   der  Wurzeln  (o', 
0)", ...  o>(")  der  Gleichung 

fx=:ax''-\-bx^-^-{- +/=0 

die  vollständige  Gleichung,  deren  Wurzeln  die  Quadratdifferenzen 
von  w',  a>",...(acn)  sind,  erhalten,  folglich  auch  das  Produkt /'(La- 
grange Räso  lution  des  equations  numeriques  Chap.  !)■ 
Die  Rechnung  ist  aber  schon  für  7i=4  sehr  weitläufig. 
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2®.  Eine  andere  Methode  stützt  sieh  auf  die  Theorie  der 
symmetrischen  Funktionen«  Bildet  man  nämlich  die  Gleichung  vom 
»— l)ten  Grade 

>Xz=:  aX^-\+  (ax  +  6)  JC"-a  +  (oo?«  +  bx  +  c)*-»+..     " 

•ezeichnet  deren  Determioante  mit  ^^,  und  dividirt  mit  fx  in 
ie  Grosse  {f(x)\*li%  beide  Funktionen  nach  absteigenden  Poten- 
eo  von  X  geordnet,  so  bleibt  ein  von  x  unabhängiger  Rest  Übrige 
Reicher  die  Determinante  der  Funktion  f  sein  wird.  (Grjunert's 
iupplementezu  Kidgels^Wörterbuch.  Art.  Gleichung). 

Bestimmen  wir  nach  dieser  Methode  die  Determinante  der 
nbischeu  und  biquadratischen  Formen. 

Die  Gleichung  sei 

lan  findet 

ö= (ojr  +  6)2— 4a(aa;«  f  6a:  +  c) , 

'(^)l*A^=-27a*a:«— 54a»6a:»— 27(o262+2o»c)a:«+3(a68— 18a«6c)a:3 
+  (46*— I8a6a£?— 27a«c«)j:2+2(268c— 9a6c*)a;-|-  c*f6«— 4ac), 

'tr)l*A^=(-27a»ar3— 27a«6ar2— 27a2ca:+463-18a6c+27a2£/)A+A. 
[1] ....  A  =  62c2-27a2d*-4ac3.-4<Z63  +  ISabcd .  . 
Die  Gleichung  sei  femer 

fx  =  ax*+öx^+cx^  +  dx+ez=:0. 

sin  findet 

j^)}«^o  -  .-256a«a;i«— 768a«6a:^^  -  (IGSa^e+lQSa^b^x^^ 

*-  (768a  W+  1536a*6c  +  256a363)ar«, 

-  (I728fl46rf  +  896o*c»+624ä»62c  +27a>6*)  o:» 

+(— lö36ii*cd-l  162o»6^— 1024fl»6c« 

N 

+  288a26«c— 54a6«)a:7 

+  (_768a*cP-1920a»6cd-5l2a  V— 192aVd 

+  160£i«6ac«+  90(i6*c-276«)a:« 

+  (— 1152a«6iP-1024a»c2d-96a«6«cc/ 

-  256a«6c3-54a6*rf  +  288a6»c«-546*c)ar* 

29* 


f  (— 913aStrrf«-378oafi»rfa 

f  148rti»c»— 54A'>rf^a76«f''W 
+  3r>8aö=c»rf— lßa*(i*| 

—  lefjc»— 27ft*(/''-18ft3c2(Z  +  4ftM)j:a 

4  (-27fl''d-'+18QÄt.«— 4ac'(r'+6»c5d«-46ärf»). 


Dividirt  man    nun  mit  f.r   i 
Quotient 


lirüsse  hinein,    so  fcomint  A 


a?*" 


-2560*3:8— 5l2aV*a:'^-(31>,ytc  +  i06a36*)^« 

— (3l2aM  +512a3*c)jrS-(704a*W 
+  3a4/(3c«~I44a2i2,  -  )a:<-(512a5crf+192a5A»d 

+  128a'*c''-]44a6»c+27i 
^'^6u»i.c)j:i'— (256a3rfä  +  Kt2n«ActZ+128n«e»-l44o6«c2 

+  274*rf-256B3(fe)a:-(I44a'^rf»-6862(ra_80QArtl 
+  16ac* +  lSL'cd~4b»c'^-V2Sa^c^e  +  I44«iace-27fi«c 

und  der  lileibende  Rest  ist 

\  +256«%'— I'J2fl*Ärfe3~80flic*rfe— Coi>(i^ 

j  +  16Hc*e  -27i«fia  +  18o6c(Zs  +  lUa^ciJPe—iac'tP 
{  — 27fl»rf*+ISi»c(/<  +  144ai2(.e3_443c3e, 

Man  sieht,   dass  diese  IMethode    ebenfalls   viel  Aufwand  i"" 
Rechnung;  erfordett. 

3°.  Es  ist 
folglich  .,■  1  *(.a»Ü,',T,.-, 
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dflr  Wtrdi»  vrelcheii  —yf — -71  för  a?=:co'  erhält»  mitbin 

wo/*  die  Ableitung  bezeicboet.  Bestimmt  man  das  Produkt  der 
DiteFBcbiede  der  Wurzeln  ca',  00'^...,  von  to''  auf  ähnliche  Art»  u. 
«.  w.,  80  ei^ebt  sich  durch  Multipiicatiou 

Beraiis  folgt:  Eliroinirt  man  jr  zwischen  den  beiden  Gleichungen 
fK=sO,  f*x — :=0»  so  dass  die  resultirende  Gleichung  in  z  vom 
«ten  Gerade  >vird,  nämlich 

weiche  Gleichung  die  Wurzeln 

y»en  muss»  so  ist 


I  =  (-l)-r  ((ö')./'((o'')..../'(«<"0. 


alUuL 


A=±a«-«^, 


^  obere  Zeichen  für  n  =  l,  2(mod.  4)   das  untere  für  71  ^==0,  3 
(«od.  4.). 

Iso 

.    leitet    man  aus  diesen    beiden    Gleichungen    leicht    die    fol- 
nde  her: 

n-i  +  2ca*-a  +  3da;"-'  + ...  +  (»— 2)w:«  +  ((«— 1)  A:+2)a?+  m/=  0> 


II  X  strlschca  dieser  Gleichutt»  und  der  vorlier<rehtf 
beide  vom  (n-l)(en  Grade  siiid,  eliiuitiiren.  "* 

Ohnlicben  Eliiuinationsmethoden,  z.  B.  die  Enlcrsi 
ten  Nachtbeil .  dass  die  resiiltireniie    Gleicfauiig 
Grade   wird  als  es  sein  musB.     In   tinscrm  F 
tileichuiig  in  z  immer  vom  nten  Grade  sein,  man   m 
Lcht  nehmen,  die  Tremdartigen   Pactoren  ivegzuschaS» 


el  Tüi 


w=4.     Die  GleichnDgen  : 


Nach  der  Eulersclieu  Methode  !!"■'' 
Zbb-Ünc^f.  bc—(}ad=g,  icc—^l 


man  durch  Elimination  des. 
:A',  /W— 16ße=A",  cd—Sbe= 


und  wenn    man   Tür  f,  g,  h',  h",  i,  k  ihre  Werthe  substituirte,  H 
würde  man  zu  dem  Aosdruck  [2]  von  ^  gelangen. 

4".  Anstatt  die  Elimination  von  x  znischen  fx^=Q,  fx — i 
dirett  zu  bewerkstellieen ,  kann  man  sich  auch  der  Methode 
grüssteu  gemeinschafllichen  Theilers  heilieneii.  Sucht  man  densil' 
Den  zwischen  fx  und  fx—t,  bis  man  zu  einem  von  x  unabhängi- 
gen Rest  gelangt,  und  setzt  diesen  =0,  so  hat  man  die  Gleichnni; 
in  I,  welche  zur  Bestimmung  von  A  dient.  Der  Rest  ß  ist  offen- 
bar eine  Funktion  ron 

a.  b,  c,  ..  i,  k—z,  l. 


=*{«.  *,  c. 

...  i,  k—s,  t). 

A.  abgesehen 

von  einer  Cons taute 

=1^(0.  6,  c. 

...-,*,()! 

und  der  Werth  < 


diese  letztere  Grüsse  würde  aber  als  Rest  bleiben,  \\- _. 

gnlssten  gemeinscbartlichen  Theiler  zwischen  fx  und  fx  sucb» 
(indem  /'.r — i  ans  fx  hervorgeht,  wenn  man  ft — z  statt  k  «f^ 
lolglich  kann  man  \  auch  auf  die  zuletzt  angegebene  Art  Imkü"' 
men  —  Auch  diese  Methode  erlordert  die  Ausscheidung  f»"'' 
artiger  Factomi. 


[ 
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Da  ich  oichttens  Untertachunffen  über  biqaadratiscbe  Formen 
nittheilen  will,  so  toll  hier  to^leicn  ein  all^meifies  Kennzeichen 
mgeseben  werden,  um  Aber  die  Anzahl  der  reellen  und  ima^nä- 
lea  Wuneln  einer,  biqaadratiechen  Gleichunff  zwischen  den  Gren- 
-  MB  -fOD  and  +00  zu  entscheiden.  Für  die  allgemeinste  Glei- 
diang  des  vierten  Grades 

Fx=:ax^+bx^  +  ea:^d:g+e=zO 


i" 


kabe    ich    diese   Bedingungen    noch    nicht  rojistfindig  entwickelt 
gesehen. 

Zur  Lösung  dieser  Aufgabe  ist  weiter  nichts  als  die  Anwen- 
dung des  bekannten  Sturm'schen  Satzes  erforderlich. ,  Die 
Fanktionenreihe,  auf  welche  dieser  Satz  zurückgeht,  und  deren 
Entwickelung  dem  Leser  überlassen  wird,  ist 

F=  ax*  \'b^*  +  ca:^  +  dx  +  e,    F^  =iax^  +  dbx^+2cx  +  d, 
f»=r,  ^o  f=zg(ßbf^ag)^f(cf^2ah"),  ff'==h"(ßöf---8aff)^dff, 

Mao  findet  ferner 

fi==\^^f\{fh'-{-fh"-Xg*){fk—h"h")—\(fi-gh"Y\ 
=  16a*/*|/A'A +2/*"*+  4yA"»—4/r»— 4)5272— A"3] . 

Die  Grussen  f,  d,  h',  h",  t,  k  sind  die  obigen.  Betrachten  wir 
|()i>la  positiv,  so  kuiinen  wir  den  Factor  u  bei  F,  und  den  Factor 
\Jif*  bei  F^  weglassen,  und  erbalten  die  Reibe 

Fl  =4ar»  +  SAa:»  +  2<;a:  +  rf , 

F,=/äs«+2flra;+A", 

F,=(/Ä'  +  fli'-Xg^x + %fi-gh") , 

F4=^. 

Bildet  man  nun  die  Zeichenreihen  für  a?  =  — qo  und  x=:-\-x>^ 
•0  finden  sich  durch  Anwendung  des  Sturm'schen  Satzes  folgende 
Bedingungen: 

A>0,  />0,  /Ä'+/2^"— V>0--^  reelle  Wurzeln 

j      /•     n  1  •"•     iniaginare  Wurzeln 

^.^0 2  reelle,  2  imaginäre  Wurzeln*) 


.'*. 


■^'-    •)  Ut  im  leCitern  Falle  /■<0,  so  muss  auch  /5'+A"— 4^*<0  «rin, 
inst  vörde  die  Zeichenreihe  (-f  x  )   awei  Zeichenwechael  mehr  als  dio 
'  Zeichenreihe  (— 3C)  haben,  was  bekanntlich  nicht  angeht. 


Diane  Residtate  sind  aber  vnn  der  Voraimsetsiin;,  dass  körn 
der  GTüssen  f,  fh'  -\- fk" ~^g^  Ferschwindet,  ahtilin^ig.  Um  eieA 
erweitern,  wollen  ivir  die  .Grössoii  f,  g,  h',  h",  i,  k  durch  die  VVai^ 
zeln  der  Gleichung,  m,  eS,  a",  ta'",  ausdrucken,  um  69  mehr,  i« 
diese  Ausdrücke  uns  iu  der  Fulge  uQtzlich  sein  werden.     Yi: 


d=  — (1(6)0)'»"  +  ... +£&'&/' m"'),  e^^-^aoMä'ta"  ta' 
ist,  80  findet  sieh  durch  Substitution: 


'«"')■ 


r 


+  m«-(o+«,"')+lB«,"(»+B")+«"»'("+»1. 


=p^r4/w; 


•IUI.«  4.l> 


p  =  (o-o')'.  ?=(«-«'■)=.  r=(»-«'T. 


gesetzt  worden  iat.  Indem  wir  nuu  den  Fall  A^O  .^usschltesseD, 
HO  folgt  aus  Vlli.  leicht,  dass  keine  gleiehen  Wurzele  vorkommea 
können.  Sind  alle  Wurzeln  reell,  so  erliellt  aus  I.,  Vil.  und  VID. 
dass  A:  /,  /A'+A"— %"  sämmtlich   >ü  sind,    und    wenn   die« 
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Bedineimgen  fehlen .  so  hat  die  Gleichung  nothwendig  imaginäre 
Wursän.    Daher  kOnnen  ivir  die  Bedingungen  so  ausdrficken: 

7A>0,  f>0,  /Ä'+/Ä"— 4^5r>0....4  reelle  Wurzeln 

li]....{iS.>O.Z^:!iM!^^       4  imaginäre  Wurzeln 

nicht  beide  >0  , 

.^<0 2  reelle«  2  imaginäre  Wurzeln. 

Wir  haben  noch  den  Fall  A=0  zu  betrachten ,  in  ivelchem 
gleiche  Wur-zeln  vorkommen  müssen. 

Ist  Fx=iO  eine  Gleichung  von  beliebigem  Grade  und 

9  Fx= a(x—d)V{x—ß)^{x—yy ... .  F, 

wo  Y  nur  einfache  Factoren  enthält,  so  ist  die  Ableitung 

F'x—  a{x''a)P'\X'-ß)^Kx-'yy'^...  F, , 

wo  Fl  mit  F  keinen  gemeinschafllichen  Factor  hat ;  folglich  das 
grdssto  gemeinschaftliche  Maass  von  Fx  und  Px : 

Mit  Hfilfe  dieses  Satzes  und  der  Formeln  I.  bis  VIII.  gelangt  man 
zu  den  folgenden  Reisultaten,  deren  weitere  Entwickelung  wir 
dem  Leser  überlassen  dürfen: 


■ 

m 

"^H 

^1 

1 

1 

r 

g 

'^1 

II 
1 

■ 

r 

II 

1  ? 

1 

1 

1 

44 

1 

1 

'S" 

e_ 

e^ 

m 

E^ 

.  ^H 

"-^ 

1 

^^^B" 

Y 

+ 

^^^^F' 

"^ 

T 

L 

1!  1 

^* 

^1 

s 

i 

"■ 

r 

1 

-9-1 
if 

o 

4  L  II  ^ 

II    II      ^ 

M 

"'8        1     ^ 

I  s  4v 

=■  =   e"  cj 


1* 


1 
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Wir  schliessen  diese  Abhandlung  n|it  einer  Bemerkung  über 
bi quadratische  Formen. 

Die  Form  sei  ♦ 

Durch  die  Substitution 

verwandelt  sich  F  in  . 

F'z=:a' X^^Ab'X^Y^^c'X^Y^+M'XT^^e'Y^=::{nf,  b\  c\  rf',  e') 

nnd  die  Coefficienten  vonf^  sind  durch  die  folgenden  Gleichungen 
bestimmt: 

[5]  ....  a'=a«*  +  46a»y  +  6ca'Y  +  4<^«y'+«y*, 

d'  =  aa<J«+ b§^{ßy + 3a5) + 3c^  J(ad + ßy)  +  iZd?(a5  fS/Jy)  +ey6». 

Setzt  man 

bb'-ac—f,  bc--adz=i(/,  h'  =  cc-bd,  W'—bd^ae,  A=3A'+A". 

is=zcd---bef  k=zdd — ce, 

and  bezeichnet  die  entsprechende^  Grossen  in  Bezug  auf  die 
Form  F'  mit  /*,  g\  h\  t',  k',  so  ergeben  sich  durch  eine  etwas 
weitläufige  Rechnung  fönf  Gleichungen «  die  aus  den  Gleichungen 
[5]  hervorgehen»  wenn   mai^  ^ff^^ff»  A,  3/^  Qk  statt  a,  b,  c,  a,  e 

und  ^>  -^>  ;a»  eä"'  lä"  ®*^**  *^ >  ^ »  ^  >  » »  «  setzt,  wo  aö— py=f. 
Dies  führt  uns  zu  folgendem  Satze: 

Wenn  die  biquadratische  Form 

F^{a,  b,  c,  d,  e) 

in  die  biquadratische  Form 

rz=z{a\  V,  c',  d\  cO 

durch  die  Substitution  a,  |3,  y^  d  übergeht,  so  verwandelt  sich 
durch  die  nämliche  Substitution  die  Form 

a>=(6/;  3^,  A,  3i,  6A) 
in  die  Form 


r- 
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Sind  F,  JP  aequivalent,  so  ist  €^=],  niithio  werden  dano  auch 
die  biquadratischen  Formen 

(6/;  3^,  A,  3i,  6A);    (6^  3^^',  A',  3i',  6*) 

aequivalent  sein,  folglich  einerlei  Determinante  haben. 

Die  Form 

<^  ==(«/,  3^,  ^  3i,  6A) 

wollen  wir  die  Correspondante  vpn  F  nennen.    Ebensa  giebt  es 
eine  Correspondante  von  0(W),  ei  he  von  ^(X)  etc. 

In  der  Theorie  der  kubischen  Formen  wird  die  Correspondante 

S^/harakteristik  genannt)  um  einen  Grad  niedricer^  und  dnrch  diesen 
mstand  könnte  die  Untersuchung  in  das  Gebiet  der  quadratischen 
Formen  gezogen  werden.  Ob  es  in  der  Theorie  der  biquadratischen  For- 
men eine  quadratische  Correspondante  giebt,  diese  Frage  werden 
wir  in  einem  der  nächsten  Hefte  erledigen.  Ich  bemerke  noch, 
dass  man  durch  Elimination  von  a,  ß^  y,  d  aus  den  Gleichungen 
[5],  verbunden  mit  (ad — ßy)^=zi,  zu  der  Bedingung  4^^'  geführt 
werden  würde,  wo  ^,  ^'  die  Determinanten  von  F,  F*  bezeichnen« 
Diese  Elimination  i^rde  aber  doch  äusserst  schwierig  sein,  wenn 
wir  den  Werth  von  ^'  nicht  schon  kennten.  Man  sieht,  dass 
künstliche  Betrachtungen  in  schwierigem  Disciplinen  durchaus  ao 
ihrem  Orte  sind. 
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Heber  angrenäherf  e  IVorzel' 

aussäehnni^. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

an  der  polytechnischen  Schule  zu  Carltruhe. 


•Das  Folgeode  ist  durch  einen  kurzen  Aufsata  lo  den  Nou- 
illes  Annales  von  Terquem  und  Gerono,  der  von  E. 
ionnet  herrührt,  hervorgerufen.  Man  vergleiche  damit  auch 
18 y  was  Schulz  V.  Strassnitzki  in  seinem  vortrefflichen 
andbuch  der  besondern  und  allgemeinen  Arithmetik 
Vien.  Gerold.  1848.)  sagt. 

Sei  d  die  Gränze  des  Fehlers,  der  an  einer  Zahl  a  begangen 

m 

'Orden  9  welches  ist  eine  Gränze  ^es  Fehlers  von  V^? 

Sei  a  ein  angenäherter  Werth  von  a,  grosser  als  a,  aber  so, 
lass  der  Fehler  weniger  als  8  sei.    Sei  ferner  e  der  Fehler,  den 

m 

Dan  begeht,     wenn  man  a  statt  a  setzt  in  V^,  so  ist  also,  wenn 

m  m 


a\s  der  Neiiiier.  also 

X  diireli  3 

^SH^I^fllH^ 

•  < 

■i.  li. 

j 

»<- 

a 

"                        < 

w 

Ut    ß            uigenäfaertef   Wertfa  mn  «, 
<lii8s  d          eller  unter  d  sei,  ßo  ist  elien 

lein(^^  als  o,  jedoch  so. 

n 

Man  sieht  ans        nn^          i 

im  a 

eine 

DeziniatKabl>IUl, 

""''     '=llr-                  M 

} 

A.  h.  um  die  nite  1         sl 
ttuf  eine  DeEiinulein         der  n 
Werth  zukcnen,    «^r  der  ^ 
ben  Onlniiiit;  genähert    Uf. 

Dezimalzahl  >  1  zn  erhalten, 
ea  vfrununi;  genaa  ,  (ienO[{t  es  einen 
ahrpi  Zahl  a»f  eine  Einheit  dersel-  J 

Sei  a  eine  ganite  Zahl,    die    mit  12  Ziffein  gesehrJetien  »ird; 
,n  nehme  mindestens  Ziffern  zur  Linken  und  ersetze  alle 


«  +  l_«(m-l}-l 


tr  '  '' 


d.  h,    der  Fehler,    den  man   hegeht,    indem  man  / 
ist  weniger  als  10      ■"      .     Setzt  man  also  in  (2); 


statt  a  setzt, 
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w(iii-l)~l  w-g 

10     "•  ,         ^10«» 

m.lO      "* 

IM— a 

=             ^                   10  "» 
Sobald  fit  ^10,     ist    immer <I;  för  m=2,  3,  ....9  fin- 
det man  diess  ebenfalls,    also  ist  immer,    unter  den  angeföhrten 
Bedingungen:  e<l^  was  unsern  Satz  beweist. 

Um  also  z.  B.  die  Kubiki^nirzel  aus  einer  ganzen  Zahl,  welche 
II  Ziffern  hat,  auszuziehen,  so  dass  der  Fehler  kleiner  als  1  sei, 

genügt  es  die     .  .j     =4  ersten  Ziffern  der  Zahl  zu  kennen;  alle 
übrigen  kann  man  durch  Nullen  ersetzen. 

Sei  z.  B.  die  Aufgabe  gestellt 


3 


ff 

auf  drei  Dezimalen  genau  zu  bereciinen.  Man  hat  also  auch  —  auf 
drei  Dezimalen  zu  berechnen.    Die  Fouriersche  Division  giebt: 

6    I  3,14159  ....  ' 

3    |- 1.909  .... 


30 

_1  1.1  =  1 

2» 

27 


20 

13  1.4  +  9.1=13 


0 


70 

37  1.1  +  9.4  +  0.1=37 

27  1.5+9.1+0.4+9.1=23 


60 
23 

(Man  konnte  bei  dieser  Division  versucht  sein  1  statt  0  zu  setz^, 
man  hfitte  aber  alsdann: 


.5+9.1  +  1.4+0.1  =  18 


l.9+y.5f  1.1 +0.4  +  0.1=55, 

)  dasa  man  die  KoiToklur  nicht  mehr  anbringen  kann.) 

Man  ^ieht  nlsn   die  Kiibik würzet   aus  l,!t(HI  au»,     hu 
alles  unter  Tauseniltel  v  er  nachlässigen  darf. 

)        Das  Schema  sieht  faigendermäs^"  aus: 

■  1,909     ;  ],-24l 


1-  \" 

13  V 

ietr  "■      Liw|-ni  ,  I  » 


TfflT 


3a»=4,32 


3o«=4,32. 

Der  Werth  1,241  ist  Dicht  t 
Sei  eben  so 


I  O.fOl  gefelilt. 


VO,54i 


54» 
43^84 


mit  vier  Deümalen  zu  enchen. 
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'■■ 

- 

54270 

1  43284. 

. 

43 

1  1,2538 

112 

\ 

2 

1.2 

' 

,110 

1 

86 

m 

247 

• 

12 

1.8+2,2 

335     ' 

215 

r 

- 

200 

• 

t 
'• 

30 

1.4  +  2.8  +  6.2 

*     , 

.170 

- 

* 

129 

• 

410 

- 

54 

_    2.4  +  5.8  +  3.2 

356~ 

- 

344 

•■ 

120 

- 

60 

5.4  +  3.8  +  2.8 

i 

60 

• 

• 

V  1.2538    1 

1,1197 

1. 

^ 

/ 

Sa= 

=2, 

2 

5 

\ 

t 

1 

1 1 
i 

43 

* 

Uz 

1  1 

=2,2 

22 

1 

■ 

! 

218- 

- 

A 

217 

•            \ 

2a= 

:2,2 

.     200 

j» 

, 

17 

7    ^    -. 

1 

16 

Sa= 

■Vi 

15 

■ 

,  1 

V 

' 

*o 

iL. 

^27       „ 

• 

1Q7  aiir  «lA«.  n^»:! 

genau. 


•  '^•«1  XVII. 
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XIX. 

Snr  \e»  inte^ales  des  fonctions  cireu- 
laires  du  second  ordre. 

Fat 
Monsiear  Ubbo  H.  Meyer 

de  Groningiic. 


Lca   fonctions    Pi,  Qj,    Ki,   d^terniinecs  |iar  le  i^ysteme  d 
equationa 

p„=o,         fl.~i,  ii,~i, 

sont  ßppelecs  datis  im  aiitrc  nrticie  (T.  XVI.  Nr.  XXXIII.)  ronC' 
'tioD8  circulaires  du  äecond  nrdre  et  Ics  projiriet^s  ])nDci]>ale6  de 
ces  fonctions  y  «ont  dt^pos^es.  Voyons  ä  präsent,  coiumcnt  o 
partient  k  riut^gration  de  ces  fonctions. 

Par  un  procede,  ijue  Legmdre  a '  fall  connaitre  Ic  premiei, 
l'integrafion  par  rapport  ü  .z  dime  fonction  rationelle  de  Pj  eera 
ramenee  aux  integrales 

L'int^gration   de   Pi,    de    lu^me   (]ue    celle   da  Q^  et    Rt,  n\ 
aucune  difScullej  puisqu'on  a 


Au  moyeii    de  ces    lormnl 
rinl^grale  de  la  fonction 


( 
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l~r/»:r' 


en  vertu  de  la  relatton 


,  Mais  ce  n'est  pas  ainsi  par  rapport  anx  deux  aütres  integrales, 
qui  repräsentent '  au  contraire  deux  trancendantes  distinetes.  On 
reconnaitra  ais^ent  la  liaison  intime  entre  ces  deux  transcendan- 
tes  et  entre  les  fonctions  elliptiquf  s  de  la  deuxieme  et  de  la  troi- 
si^me^  espece.  Nous  ne  iious  arreterous  pas  ^  cette  liaison ; 
▼oyons  ptutdty  comment  les  fonnules  fon^anientale^^  de  ces  trans- 
cendantes  se  d^duisent  des  formules  trouv^es  dans  les  No.  XXXUI. 
T.  XVI.  et  HI.  T.  XVII. 


S.  I. 
Sur  les  fonctions  elliptiques  de  la  deuxieme  espece. 

.  Determinons  les  trois  fonctions 

(1)  Fx^=^Fx,Of      Gx^^^  (^x,C9     /rr  =  w-,c 

par  les.  eqoations 


(2) 


i8;tF»=iM,,    8xG»«e**,    8*Ä=t=ft**, 
I    /'=0  Go=0,  iyj=:Ü; 


aiore,,en  obscrvant  qu'entre  les  fonctions  Px,  Qi,  ßjr,il  exkte  les 
relations 

(3)  Q»x  +  /'^=1,    Ä«*  +  c«/»,  =  l, 

on  trouvera 

S^Gs  +  dxFx^l,    dx Hx  + c*dxFx-l . 


et  par  suMe 
(4) 


Gs  +  Fx=x,    Gx^c^Fx=x. 


II  Buffira  donc  de  s'occuper  seolement  de ,  Tune  de  ces   fonctions,    _ 
paisque  deux  ^e  d^duisent  de  la  troisi^me   ä  Taide  des  relations 
{tj.    ChoisissQns  la  fonction  Hx, 

-  ,En  yertu  des  formules  (20),  §.  III.  du  Nr.  XXXIII.  T.  XVI.  on  a 

P^y^^--P^x=:PySxPxPy-x, 

29* 


en  siipposant  y  iiid^pentlante  de  u:.     Au  nioycn  des  rclntions 
on  en  tiro 

puls,  ik  cause  äen  ^quations  (2): 

drHT+^j^BxH;,-C^P^S^PjP^.fy, 


(5)  fl.+v=^^+"v-c«P.P,P,f,. 

De  cette  rormiile  fondameiitale   se  dediiisenf'une  foulü  de  c 
ioquences.     Ainsi,  en  se  rap|ielant  que 


l«,t,  =  ff,+»,-c''- 


(6) 


/ff,+,=ft+fl,- 


0. 


Mais  on  conclut  des  eqnations  (2) 

(7)  H.=  -U-.. 

et  d'ailteurs  on  sait 

donc  il  viendra 


H,+,=H.  +  «,-/f,  +  ü^_ 


A+,=  «,  +  »^tt  +  %^'  • 
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Nous  reviendrons  plos  tard  ä  l'i^valuation  des  valeurs  parti- 
culieres  Hj  et  Ha»    Ajoutons  ici  eocore,  que,  puisqu  oii  a 

pour  tout  nombre  entier  p,  on  aura  aassi 

Ppt  Pffli:  =^9l 

donc  on  turera^de  la  (ormule  (5)' 

^p+ii^Hyt+ÜT, 

d'oü 

et  '  ' 

(9)  JffpT^pHT=pfle, 

ayant  posä,'pour'abr(%er, 

(10)  ^  Hr=Hr,c  =  V=^Vc- 

/ 

\ 

i 

Le  luodule  c  est  toujours  suppose  positif  e,t  inferieur  ä  1. 
Afio  que  cette .  supposition  ne  dinimue  pas  la  gän^ralitöy  U  faut 
Kuootrer,  que  les  autres  cas  se  räduiseut  a  x:elui-ci.  On  pourra  se 
«ei^vir  pour  cela  des  formales  v  - 

I  ■  ' 

^«,— «  =  Äjr>  Äc4P»l=  Qx  3    S^bx,  — —  r  Kx^-j »   Rix^h  —  C  Px^  a  • 

e  b       Q 

Ein  effety  eo  observaiit  que 

dxOäx=aR^ax,      , 

CBD  obtiendra 

I 

1 

b         . 

Hijc,b^i{pC''Hx\a-\rJUa)i 

^  en  vertu  des  formules  (6)  \  les  deux  deniieres  se  redaisent  li 


k  ' 


fl.. 
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^^    u.^=K"'--m' 

Parmi  les  iirojirietes  <le    la   fonctioB  /A  «ne  des   plu«  reniar 
ijuables  consiste  dans  iinü    transrnrmatidirdu   module  analoguei 

flaiis  le  §.  VI-  du  Nr.  XXXIII.  T.  XVI.  Cutte  i-ropriete  sera  tini- 
prUe  ilaiis  les  tennes  suivoats. 

Theoreme  1. 

En    conservant  los   riotations   du  namer 

o    cite,  U  eil 

k  seront  des  constaDtes  däterminees.par  les  eque.tionEl 

Cela  pose,  on  aura  pour  tout  nombre  entie 

n 

6(^U,,,k-~v,  )-^t(tf«-f»;)=|9A(l- 

Demonstration. 

En  v>rtn  du  nunien)  citd  i 


,=.■       '"iE. 


Lorsuu'oii  voudra    ilecnmposer    Ic    second .  tnembrc    cn    fractinn* 

ttartieilea,  on  pnurrait  croire ,  qu'il    Taudrait  coiisiderer    sepnremenl 
e  cas    ou  n  est   pair  et  celui  oü  n    est  impair ,  a    cause  de  !■ 


mois  avec  peu  d'utteritinn  on  s'assureru,  i|uedansruii  et  l'aulrc  c 
l'eipiatioii  prec^dentc  poarra  «trc  mise  sous  la  furnic 


( 
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1     » 


ayant  posä,  pour  abreger, 
(13)  «=<?+%*, 


n 


^orvu  qae  ilfp  et  iVp  soient  d^termines  par  les  equation^ 
dans  lesquelles  e  =:  Or    De  plus,  eö  se  rappelani,  qu'on  a 


ÖD=pjb,     -ÖT^sn, 


n 


d'oü 


et  par  saite       ^  , 

A  1 

il  rösnltera'  ' 


Ära  f«--i-fl   i€!«n^£±?(* 


Or  OD  a 


t* 


/»«+«— /»«=rtS«  P*«  +  2^«P*«+ 2:38»«  i*'«+ ••  > 

I 

'^    HumeJA  viendra,  h  cause  de  e^^: 


I  / 


/ 


laä 


e^  na 

l'«„S««/«a  =  2 /*»a— 4(1+0")^*=  +  6c2/«a, 

il  resullora 

En  substituant  ces  valeurs  de  Wp  «t  iVp,   on  nbtlciidra 

(14)      *"ej,t—  /B+  IM'  1  +  Jisfla^i  lpi^,—piijWi      

et  il  ne  reste  qiie   la    d^terminntion   de  if/  et  N-     11  sufbra   |toi 
cela  de  rcmarquer,  qu'en  vertu  de»  equalions 

Oll  aura  d'abord 


On    d^terminera  jH  encore    d'une    autre!    maniere.     En    cffel,  s 
dang  la  foimule  (14)  on  fait  a;=i),  il  viendra 


'>='"^-^^lA- '""•)■ 
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en  posant 


p=n,  ■  p=fi  p=n       I 

(■^)  \        p=n     I  p=n         1  v=^n 

p=:J  r    o       p=l'^^*P  P=^         n  • 


On  aura  par  consäquent 

(16)  .        A«^M=V-A=^<»+"'>3-<»+-').     ' 
et  par  soite  la  forniulei  (14)  se  röduira  ä 

(17)  ^k*P*9xjk 

-tv    nx.»f>    ■  ''^|P'«(l-g''^«)+A8«(P«QaÄ,) 
-(i  -A)  +  c  /*,  +  ^£^  (/»^/»,)«  - 

De  l'antre  cotä,  en  faisjant 

(18)       *>'=^i'0-^:)=SO-S)' 

OD  trouvera 


8x/3B=-5  -5 


2p=l  P^a-P^x' 

l 

puls 

fl>j»N_     1  »^  (P'.-P'»)8^^  /»xf  (8x/»,)«. 

^•® — 'ipfi — (p^:=^pw — r~' 

et;  comme  on  a  '   ^ 

0,i«,)»=4/»,-4(l +c«)  P*;t  +  4cap«,, 

8»,/M,  =a— 4  (1+C«)  P2;c  +  6c«P*,  / 

'^^•*«idra 

Jt(P*«-/»*)ö**^«+ (8x/^*)«l 
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— P»i  +  2(1  ^  c»)  /«x  — 3c«/«j 
u  aani  pa     coDBequent 


^ 


3a.flD=-     -y,    c»(^=-/«»)  + 


P*„{  1  -C^P*.)  +  P^^a(PaQJia)l 


(P»a-/»x)* 


I,  en  Byaitt  ^ord  aux  ^quations  (15), 
,    Ed  comparant  cette  ^quatiun  ä  la  forniule  (17)  on  coDclut 


|iuis,  en  vcitu  des  äqualions  (2), 

(10)  eHe,,k-«fJx=ßH*—n)x+d^JD. 

Observons,  ^ue  £i^  s'^vanouira  pour  j!=t,  i  cause  de  Qi=0: 
on  tireta  par  euite  de  requalioii  precedente 

e//er,* — «H» = (1+ e"— «)«. 
Mus  OD  a 

ez=nxi,  fl„— n//,=wij: 
doDC  ori  obtietidni 

(2(0  ii  +  e'''-M=Jteii»-i,i; 

vt,  en  ayaut  egard  aux  equutions   (1^)  et  (18),  la  focinule  (10)  se 
rednira  ä 

(■21)   e(/f..,.-'S,i)-«(«.-f^)=.^8,rä,(i-p^— ). 

cc  qu'il  fallait  ilemontrer. 


De4uison6  qnelquiä^  eorrolblres  de  ce  th^oreme. 

Eo  observant  qu'on  a  .     - 

on  döiluit  de  lä  formule  (19) :  J 

Or^  en  permutant  6  et.  c  dans  la  derniere  den  formiiies  (12),  on 
en  thre 

%Uijr,e^=^  nxyh'^  X 77-- — j 


d'ou 


•IM  IM  ik         Pox^h  Rexyh  , 

'  '  Qex,h 


et,  eu  vertu  de  la formule  (19),  $.  IV.  du  No.  XXXUI.  t.XVI.  on  a 
1 

Donc  la  foniiale  ci*des8as  se  changera  en 

OH»x,ir—nHs,i 

.     "  -         •-■-  ^    , 

Puis,  comine  on  a ' 

n^f^-=-ldslQ^-x,ö^-ldsinp(fix,b. 
et,  suiv^int  la  formule  (3),  $.  IL  du  Nr.  Itt.  T.  XVII. 


ii  r^sultcra 


(■>2)  iim,,t~nii,.,=-i^+hjn,(i-^- — Y 

Ajoutons,    quG   la    supposition    de    x^n,    jointe    ü    la    relalioi 
Hzi=Tk,  Üomiera  , 

(•23)  »ijn— »«;»  =  — iT». 

ce  i|ui  chaiigera  la  forniule  (2*2)  en 

(-24)  Ö(ff(j,,i  -  ~  nh)-n{H„h  -  ^  7,»)  =3x/  »', 

ayant  pose,  pour  abräger, 

(20)  »^1-^/'l_i_/A 


^-"^M'-^tt-J- 


tüi  maiiitenant  ou  cbange  b  ea  k,  k  changera  en  c,  et  Q  eo 
|.  d-apres  lea  lormules  (II),  %.  II.  du  No.  Hl.  T.  XVII.  il  »ien- 
(Ira  par  suite 


■*'    'i('';.-S')-<*-*-|'") 


(26) 


=?A-.(-^r-> 


£n  ayant  ^ard  aux  relations  Tt'= -r;   ^k==6^,  oii    trouvera,    en 
rempla^anl  x  par  0^, 

(37)     (».,-'S,)-e(H.„,-E„) 
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P^. 


P+^ 


'"aPj^.M+l^,. 


> 


n 


donc  OD  parviendra  k 


(28)       (Un^^'^7i^-^e(Hex,k-  ^ rik )=  -8x/»  +  ^3^ />, 


ayant  pose 


(29) 


D« = i7p  iri  1-  ^ ). 

n  n    ^ 


£n  combinant  les  formules  (21)  et  (28)  on  trouvera  ^nfin 


(30) 


Hnx — nHx  =  zJ^xlD. 
n 


Appli<)iioiis  les  formule«  trouvecs  au  cas  special  oü  n=2. 

I      ■       '    ' 

Comme    W   a    ^tö   demontrö    dans    le  §.  IH.  du  Nr.  III.    T.  s 
XVir.  on  a  pour  ce  cas 

i-^-*   A-2V6    ,_2\^Ä     .     1-*     rt-ij.A       2 

^+Ä  1  +  6  1  +  Ä  »+Ä  ^  1+Ä 

v  - 

pQis  la  seconde  des  öquations  (15)  donnera 

d'oü 

;t  +  lö*— n=  c«  +  (1  +6)^-2  =  26. 

Des  ^quations  (20)  et  (23)  oh  tire  par  suite  pour  ce  cas 

(31)  ÖJ/jfc— i?=6ti    2iy6— (9i?*=c*T6 

et  letf  fofrmules  (21),  (24),  (27)  et  (30)  se  recluifont  ä 


n» 


{i^b)U„,t-w,^^aiix- 


.P.Q. 


1 


(33)    ^  P     o     n 

Vnyons  encore,  ce  qae  devient  la  formule  (26)  poar  n  iiißni. 

Pour  cc  cas  -^  et  vi  se  r^duisent  ä  —  6l:p  tandisqnc  nnn 
ecuteiuent  k,  mais  aus^i  ti/c'  s'evanouit;  et  par  ccia  oii  s'as^urera 
ais«merit,  que  w("j,t  — —  ijO  se  rediiit  ä  sero.  De  [dus  comme  on 
jiaurra  ^iipposer  »  pair,  nn  aura 

et,  en  vertu  des   principee  etahlis  dans    le  §    IV.  du  Nr.  III.  T. 
XVII.  on'  obtieiidm  par  cnnsequent 

Ensuitc,  si,  de  memc  (|iie  ilan^  le  paragraphe  eilt',  nn  posc 


'XiniÜfO  =TrW"- 


l 
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ia  forroule  (33)  ae  r^doit  k 


H^  -^ar+^Öx/i7i,tl-'i5''+'  C082ar  +  f4p+»j 


71 


ovLy  snivani  requatioD  (20)  du  paragrophe  cit#, 
•       (34)  %=^a;+^3^/ö;r,      . 

n  X 

ou  bieo  -       N 

(^)     »ftT^~^^+  ^  1^25Mcos2a:+2C«.«coa4ar-2?»-3cö86;r+... ' 

'  \.  En  observatit,  qu'en  verto  des  formale^  (21)  et  (31)  §.  IV.  du 
Nr.  III.  T.  XVU.  Ott  Ä 

n 
Sjr/Ö^  ,  ^  =  —  I  -|-  dxhx»  ' 

on  döduit  de  Ia  formule  (34) 


et  par  «itlte    .. 

Or  de  Ia  formole  (8)  on  tire 

doDC  on  aufa.  k  cause  de  1^1=.  tl%,  Q.—  ixk, 
(36)  ■  *^<'-'J+|(*H-?)- 
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De  l'aulre  cotv  an  a 

,  d'oü 

//,^  s=:ri  — » (//,—//„) . 

pniB 

(37)  ffD  =  »)+i  («—>!*). 

M&intenant,  comrae  jiar  des  quadratures  coniiu€S  on  trauvcra 
71  .     /IVc*     /).3Vc*     /1.3.5VC« 

on  evaliiera  ffo  par  l'une  on  lautre  des  rorniutes  (36),   (37),  taii- 
disque  la  cnniparaisoii  de  ces  formulea  conduira  k  ta  rclation 

(3!1)  «oTJ»  +  Tllje  =  -  +  Tel». 

Kemarquonii  enfin  qu'iiii  nioyen  des  rurmidcs  Irniiv^es  nn 
■  passera  aiseiiieiit  n  Tiiitegrale  de  la  ronclion  //,, :  celle  iiitegralt.' 
poiivaiit  etrc  cxpriniee  en  fotictiun  de  &i: 

f.U. 
Sur  lea  fonctions  elliptiques  de  la  troisiime  espere. 

De  mdme  que  hous  avons  »ubstitue  nnt^grale,de  ta  Tonctinn 
ß^j  ä  la  ronctio»  elliptiqiic  de  la  deusiime  esp^e,  ii  sera  plus 
cummode   de  traitei  I  integrale  de  la  fonction 


au  lieu  de  la  fonction  elliptique  de  la  froisi^me  espece:  la  rela- 
tion  entre  cette  integrale  et  entre  la  fonction  elliptique  etaut  d'ail- 
leurs  facile  ä  saisir. 

paus  la  th^orie  des  fonctions  elliptiques  de  la  trol- 
sUnie  espece  on  distiiigUe  quätre  Torines,  selon  que  r  est 
coinpris  entre  — I  et  — »,  entre  0  et  — c*,  entre  — c^  et  —1,  ou 
entre  0  et  m .  Mais  les  resultats  devienüront  plus  uniformes  lors- 
qu'on  consid^re  r  coninie  fonction  de  /»o,  a  etaiil  ind^pendant  de 
X.     Alions  donc  decouvrir  les  propriet^s.  de  la  fonction 

determin^e  par  \es  eqtintions 


1 


s 
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Alors^  comme  il  est  aise  de  s'assurcr,  ies  quatre   formes   corres 
pondront  ä 

II  suit  de  r^quation  (1) 

J         1  l        i 

^POß P^x^y—P^'x 

De  Fautre  cote  on  a,  (22),  §.  lll.  du  T.  XVI.  Nr.  XXXIII. 

QxQtf—PxPyRx^y^Qx^^y', 

d'oü  Ton  tire,  en  substituant  —xaa:,  et  ensuite  x'-i-  y  k  y, 

QxQx^^Qy—P^P'^y^y'^ 

et,  e'D  ayAot  ^gard  aox  reiations 

il  s'en  suiTra 

M'^'^+f +/^x)  +  P^xP^x^y  ^Q^y-^QyRyPxPx^y^^B^yP^xP^x^y. 

puis  > 

\\i  moyen  de  cette  fonnule  on  trouvera 

:      P*«-#»«(P*x+»  +  i»*)+/M,P*;t+J,- 
=  P*a-P*4P*y+2Qy^yPxPr+y  +  C*Py^P*xP'x+y\  +  P'xP'x+y 

/ 

^t,  en  observant  que  Ton  a 

expression  pr^cedente  de^endra 

TbeilXTll.  30 


Ui 

=(l-«'P'.P',)|/».P.+,P.-,-ft(/'.frfP.-5)P.''.+J+'".»»-1. 

=  (l-c«P'.P»,)(P,P,t,-P,P,),)(P,P.-H-''i''.t,)- 
II  vientira  |iar  Buile 

P.Q.K. P',^T-P'. 

-r^3J»3^(P.P.+:r-P.P-l,)  l.f.P.-r-P'P-H) 


p>,i-,-P'-=PMP.P.i,h 

PJj.B.     _1 

r^quatioii  pr^c^dente  ee  redulrn  iL 

a/r.      , .     1  P.(P,>f>-P^)a.(P,P.-f,) 


ij     a,(P,p.-n,) a,iP,p.t»)    j 

ä*p.p.+,-p,p,H    P.P.-^P,Prt,' 

:.Tai!l(P.P.4,,-P.P,t,)-l(P.P.-.-P«P>J  ,)1 , 


(2) 


Ell  infiigrant,  et  observant  qiie  ^0=0,  on  Dblieodra 

(3)     ■'.t.-.'.--'s+2ljv!;=2'p.P.-,-P,P,f,' 

et,  lorsque  lee  logatlthmes  sont  pris  comiue  ronctimis  simples,  (<^ 
Borte  que  lu  e'evanouit  pour  ii  ^  I ,  on  pouna  eubstituer  a  la  pi^- 
cedenle 

ril      -;  ^  -J  -.1  -lii''-»  P.P.1ir-P.P.+,) 
(4)      7,+,-J,-,/,_jlJp^^.p-j,^---j,_.j^^S. 
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^_PxPf+v 


(5)     J.+y=Jx  +  Jy+^\  ~~^7^  ' 

puis,  en  sub^itaant  — o?  h  x,  ei  X'{'y  h,  y,  \\  viendra  ä  cause  de 


(§)     ./xfsr  =  J«  +  ./y+ ö' jrw~^-^' 

Para-\-x-\-y 

Pour  eviter  les  logarithmes,  qui>  dans  leur  ac(;eption  generale, 
representent  des  fonctions  maltiformes^  ü  faudrait  partir  des  <^qua- 
lions 

d^oü  Ton  tire  entre  Jx  et  A«  la  relati9n 

(8)         ^  Kx=zc'^»y 

ee  qui  chaDgerait  les  formul/as  (4)  et  (6)  en 

(9)     J  ^«+« '  ^>«-»-^'^'+» ' 

Ax-fy  —  AxAy'n  •  »    n   ,     7  \_jli  o  * 


-^ 


/  Pour  la  g^eralitö  il  serait  ä  pr^ferer  d'introduire  la  (ottction 
IT«  au  lieu  de  J«;  mais,  a^n  de  ne  nous  ^lolguer  pas  trop  des 
fonctions  elliptiques,  nous  continuons  de  nous  occuper  de  la  fonc- 
tion  Jx  ■      ■       .  ' 

A  Taide  des  fonnules  copnues  on  deduit  de  l'öquation  (4) 

^j  ,         ,' i ,  PaQgRx^^  P*  Qx Rg 1 ,  Rg^x-\-Q 

ij  V         -    ^     ^.PgRgQx — PxRxQg        »■iQg^x-\-Q 

(10)      ¥'*'-'^'-''<'  =  ^PJl^,^p,,R,Q=2^Q^,:^' 

I.  •        j  1 1  PgQx  Rx — PxQgRg  i-,Pg—x 

Jx+f  -  Jx-J,i —i^p^Q^R^  ^  PxQaRa  ~  S'Pa+x ' 

Jusqu'ici  on  a  suppos^  ä  invariable;  mais,  en  laiüisant  varier 
er,  on  parviendra  k  des'  formules  analogues  ä  Celles  que  nous 
avons  trouvö  pour  la  Variation  de  x.    En  effet  on  a 

30* 
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ou,  eu   egaid  iiux  equations  (I), 

(II)  2«ß,J^,„-e^.J.,^=cä(/w„~/w^J  =  Ä«x— fi*=. 

Oll,  CG  «lui  revient  au  mäme 

Oll  tomlierait  cn  erreur,  si,  en  integrant  pur  rapport  kxcto,  on 
vnuilrall  deterniiiicr  les  constantes  d"uil«gralion  par  la  supposition 
de  ^  =  0  et  a:=0,  puisqiie  la  fouctiüri  Ji,a  determiuee  par 


restera  tuat  ä  Tait  indetcrmin^e  ponr  a^O,  taut  qu'il  o'y  a  pas 
uiie  relulion  ontrc  n  cl  a:  do  raaniere  ä  s'evaiiouir  cn  m^me  teinps. 
Mais  ce  ne  sera  pas  autaiit  par  rapport  ä  Pj  ^i,™,  cette  derivee 
s'evariouissaiit  avei;  n,  itoiirvuqiie  x  ne  soit  nulle  en  meine  tenips. 
NouB  mettons  en  conscquence  l'^qiiation  (II)  sous  la  forme 

et  nous  en  d^duisons 

Sxa«(/B,,-h^A,x)-C«C/«i+s-/W^)=Ö=S^y,+y,<.~/t,a)  , 

OU,  eu  ^ard  ä  l'^quation  (2) ,  ' ' 

8A  (J.,^,-J.„)-e^P^,P.P,^,  =  ^8.8,1  p^^*'~pIp/^^  ■ 
En  int^grant  d'abord  par  rapport  h  x,  il  viendra 

puis,  en  int^grant  par  rapport  ä  a, ' 
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^      \ 


pourvuque  le  logarithme  soit  pris   eomme    fonction   simple.     En 
rempla^ant  ah  ^»  y  pfti*  ^9  <^  >  p  on  obtiendra 

(12)     Jx,a  ^ß  —  Jx,a-^Jx,ß  —  OaC^PaPßPa^ß 

_t.Pg^      PxPxj-ß—PgPahß 
'    —  2  /^^+,  •  />afPx-iJ  -  PaPa^ß  ' 

1     PxPßA^x 
JMya^ß=  Jx^a+  Jxjß^rXC^PaPßPaVß  +cj  l  jp^  ./>^ , ' o —  ' 

KPß^^^ 

et  enflii,  si  Ton  sübstitue  — «  ä  «,  piris  a+/5  ä  (3,  on  trouvera 

PaPß  ] 

(13)     Jx,aVß=iJx>a+Jx,ß+a:C^PaPßPa\^ß  +  2  *  /Tp^  ^""''       * 

En  observant  quo  Qr==U,  Rg^rzOy  il  suit  de  requation  (1) 

on  tirera  pär  suite  de  la  fotmure  (12) 
'  (14)      . 

[,                    ,               .,  P«g«  _  \,PJliaRx-PxQxila        l,Ba+x+e 
»         -        I  PgRg 1.  PaRpOx-^  PxRxQ« i,  QaVx^  Q 

JM^U-Jx,a~x  Q^  '-TPaBdQx^-PxRxQa~TQ;r^ 

De  plus  on  a  äviderament,  en  vertu  des  equations  (!) 

(15)  J xyOL\%x'^^  V XiO»   •/x»af2<;=i «/aj*a>   J x^a^^"^^^  J x^ay 

et,  a 'cause  de  la  relation  ^  =  tf— r,  on  aura  par  suite 
done  ou  trouvera*»  eu^'^gard  aux  formules  (14)> 


I  1      J..SO-  ,'".«.)  _l,aLti±.«itFK 


Oll  bicn 


Ö«ß-     1,R.-, 


(16)        y,,=)-e- J,,,  +  2  ^-"  =  .^  t 


P.      ~-2'Pa+:,' 


furnuiles   (10),  i 

( •'i+i.a—  Ji.n ^  Ji,a^i—X<^  - 


y.+,,.-A..=j„ 


iloii  cncore,  ä  l'aWe  des  rormiiles  (15), 


PJl. 

'  -ITT- 


I  p„o„ 

),  ,  ,        ,  P.Ba 


cn  y  ajoutant,  qiie  des  formules  (14)  et  (16)  on  tire 


^  ^ 


U7 


(20)  J,  F.F./.       N^«^« 

Pour  completer  la  theorie  de  la  fonctioti  /r«  il  faut  etabür  les 
»rmules  propres  ä'la  r^duction  de  Jx  dans  les  cas  pü  le  module    ^ 
cesse  a^tre  positif  et  inC^ieur  k  1.    On  sct  sert  pour  cela  des 
»rtnules 

r 

o  .      •  V     c  c 

■        ■  1        ■• 

'   b  b  '   b 

'  - 

uxqaelles  on  poarra  joindre  v 

1  ci 

Pisyb^^üxi-ih  Qixfi^^Qx-^a,  Rix,b^=:cPx^0. 

n  effety  suivant  K^quation  (1)  an  aura 

PaQaRa 


^xJas-^a  p^      p^     y 


par  suite 


$      N 


•n  int^grant  U  viendrs^ 


^^^^^^V! 

'    1 

^^^^^^^*^"  ^*,i,,'4=  *'-+'■'■+'-•''■"+ '■ 

1 

^^^B                                                 •'(«,fo,4  =  «^i+'i,a+-i  —  ■/j.a+o ' 

1 

^^  et,  en  vertu  des  formules  (18),  onpourra  substituer  aus  derriietM  1 

L.,.,.-A.+"'^-- 

du  modulä  trouväe»  nour  les  foiictions  P<e  eti/i  s 
ä  la  fonctioD  J^. 

icGt  .ppltaU« 

En  combinant  Ica  formules  connue» 

P'<a.i  =  npl\^w,. 

" 

)                                     ,   /". 

.       ■            .,.      _            '^f' 

-11  s'en  suiv-ra 

p*»«,*— /»ei*^7r),_ 


d  uü,  en  prenaiit  les  (ogarithmeB,  et  diff^entiant  par  rap|iort  ä 


PeB,^  Qa«,t  Bfla,t 


'sfl?r*'«+^t'*<.+!fl 


,  cn  vertu  des  «quations  (1), 


\ 


U9 


(23)  •'9*.»«.V=-2i/,„^«., 


C. 

n 


Taide  de  Ja  seconde  des  formules  (22)  on  en  tirera 

n 

(24)  •/ear.ea,A=a?ilf  +  £pJ^    .  «p 

'ant  pose>  pour  abr^ger, 

[)  pourra  donner  au  second  membre  de  cette  i^quatlon  une  forme 
US  compacte  au  moyen  des^  transforroations  connues ;   mais  on  ^ 
parviendra  plus  promptem eiit  ^  en  differentiaiit  par  rapport  h  x 

quation  (24),  ce_  qui  donnera 

«.  •  .         .'•■ 

\ 

oü,  en  observant  que  -^^rO, 

.1 
1         ' 

r  on  a  ö^^  =  n«^,  et'parsnite  Pbq.h  ^0  oö  -^ — =0,  seien  que 

est  pair  Ott  impair.  Si  donc  on  däsigrie  par  8  un  coefficient  ögal 
^  ou  0,  Selon  que  n  est  pair  ou  impair«  on  aura 

5ui  cbangera  T^quation  (24)  en 

«  '  -  /  . 

*-n  remplägant  A:  par  6,  ce  qui  cbangera  ä  en  c,  6  en.  ^  >  la 
^^dente  se  reduira  a     ' 


,  en  obaervant  qoe  fk^ßf, 
(27) 


Jnx.na=x9n—p^~+  ■^^''.^.„(„^aj;^,,^ 


,  en  vertu  de  la  formule  (23), 


En  considerant  en  parl'iculier  le  cas  special  oü  ?i=i2,  nn  aura 
,_1— 6     ,_2V"Ä  2V7-    ,      1-A      ^_,      ,        -2 

*=i+Ä''*~J+Ä''^TTÄ'*-"ri:Ä'  ^^'  +  *-I+Ä' 

et,  uomme  dans  ce  cas  n  est  uair,  ä  sera  *gal  ä  1.   Les  formules 
(23),  (25),  (-27)  et  (28)  se  reduiront  par  stille  k 

(29)     i,         _  o    Oiaffa-,    ,  ,    r 


=  2ar 


Q^, 


--+J^,..  +  J,,a+,+JT.»+a  +  J,,.t.(.. 


Pour  savoir,  co  qtic  dcvieniient  les  formiiles  trouvees  pour  ii 
inliiii,  11  fast  (lelerminer  prealalilement  les  roiictions 


pour  le  cas  ou  f  — 0.  Mais,  puisque  les  ^quatloua  (23)  et  (Ü) 
condiiiäent  ä-des  rorniules  conimes,  nous  nnus  occaperons  seolc' 
Dient  de  la  formule  (26),  ce  qui  cxi^o  la  determination   de  J^ai- 

On  aura  pour  cela,  en  vertu  des  equatlons  (1)  - 


De  plus  on  a 


Pi.i  =  sina:,     Qi.,  =  cos:c,     ß^,*  =1 , 


^ 


^  4SI 

V.    ■  '  •  ■  - 

I 

tPx.t  =  0, 

ce  qiii  ebaogerä  la  präcddente  en 

r,"  j       sinofcoscg t  ^    sin2<^ 

dxJx^a^i - (sina)a-(sinj-)a-.2  sin(a+a:)  sin(a-^  * 

Or  on  a  '         ' 

»  * 

.  .8in(«4^ cos(a-\-x)  ,  cos(g — x)  siu'ia  _ 

■*  sin(« — .T)~sin(«+a;)     8in(« — a;)     siDCce-h^) sin(a — x)' 


done  il  vientira 


a  I  'a  I  8in(ct-M) 


d'oü 


(M)  Jx,a,e-,^l  Sin(«-X)' 

poarvnqa«  ie  logarithme  soit  pris  comme  fonction  simple. 

Si^  au  contraire«    zPa^e  n'est  pas  ögal  ä  0,  si  p.  e.  a  est  de 
b  forB»0  «+c*,  on  aura  ^ 


ou 


d'oü 


(31)  /«,a+f„.=-2?2?. 

'  suia 

^  ■ 

MainteDan^  commo  pour  n  infini  il  est  indifferent  de  suppo- 
8  pair  on  impair,  nous  faisons   n   impair  ce  qui  permet  de 
snbstituer  k  la  formule  (2Q) 


Ott 


•'«*  n^=^  «/jT,«,*  +     -2    {/ 


*• 


(32)  J.,,_=iiV+J„..+  S_     I'',,.+1V+ •''."-?-'«. 

ayant  pos^  ponr  alir^ger 


(33)    ="'V=J,^IJ,..ty,,_.+  .'„.-l;„_, 


äuppoaons  ile  plus,  que  :):  et  c  soicnt  pris  de 
faire  aux  cooditions 

alurs,  en  se  rappelanf,  que  k  s'evanouit  pour  k— »  , 
/7',BP     .  =  0, 

lant  que    "^  rcstera  inferieur  ä  I.     On  pourra  enfin   supposer  \t 

Dombte  Ml  infini  niais  inrerieur  a  n,  de  sorte  que—    r6stera  infe- 

rieur  ä  1  dans  la  somme    du   c^econd  membrc  de  l'äquatioa  (32), 

tandUqufl  ^  Convergera    vers    l'unitä  dans  la  Sonime    du  second 

membre  de  r^qaatian  (33).  Pour  le  premier  cas  subslstera  I'*- 
i|iiation  (;M)),  et  pour  lautre  l'equatinn  (31);  d'oü  il  suit  (|ue  iV 
sera  indepcndant  do  x,  tandiä  qii'a  cause  des  relalioiis 

np .JIT6     n      21 

rei|uat1oii  (32)  se  rcduira  ä 

'■2'sin(a— Aj  *    ~ 


(34)    ■'^l,.^„=-^  +  r'^ 


ou,  en  verlu  des  equations  (30),  g.  IV.  du  T.  XVII.  Nr.  III. 


4SZ 


(35) 


7tr^tr=*iV4^2l^^ 


Pour  dötermioer  la  eonsiante.  N  on  dit<k:entie  par  rapport  ä 
ce  qiii  donnera 

«  TT  TT 

ou   Ton  tire,  en  prenant  arr=0. 


UI8 

I 


Hais  OD  a 


«* 


«f. 

n 


A=8J/V,-  8alZa:;=8al-£ 


_     w 


(36) 


et  par  snite 


3J-JL 


öalg"  =^S&I  öo: 


donc  on  obtiendra  > 

I-.E&  substitoant  cette  valear  de  N,  requation  (35)  devieodra 

(37)  ^»/,«'a=-*»'^»«+2-'iS;' 


'    7t 


"^  plos,  en  observant«  que  la  formule  (16)  donne 

«     Ä  2t  TT        TT  TT  *I(o4-X) 


iSi    , 

i>  aura,  au  moyen  de  la  precedente 


I  suivaot  räqaatioD  ( 


Ajoiitnits  enfin  qu'ä  l'aide  de  la  Torroule  (M)  t.  I ,  jointe  a  ti 
formule  (36j,  on  poiirra  substiluer  aux  fomiDles  0)  et  (38) 

/  c  1     ^^<*+^l 


(a9) 


fjj,an,=  |i((//,-T//,r- 


Q-ßa, 


relution  remarquaDle  enire  la  Tonction  Ji  et  l'int^grale  de  Bf 
Od  pouira  ddcnontrer  directement  cetle  relatiou  au  moyen  äek 
fbrinule  frindatuenlale  de  la  fonclioii  Hi,  coninie  sela  a  6t6  remar- 
i{ite    par  M.  Jacohi. 


4S5 


»e  inteirrali  ^enaUof^d^c. 

Aiictor 

Christianus  Fr.  Lindman, 

Lector  Strengneteasis« 


■ 

Si  prius  posuerimus  n=num.  imp»,  babebimus 

ti-i 
(-1)  » 

8 


nde  indefinita  integratione  pro?enit 


r»et 


Sm"jp 


w. 


tuum  vero  sit  in  geneYe 


V— I 


i|jr/fs'-<.+^«v 


^) 


*)    Vide  Minding,  Integral-Tafeln  pag.  13».     Berl.  1849. 


hac  formula    iist,  posito    priraom  j  =  n,r,   deinde  y=(n— ^j:  ele, 
iiiveniemus 


^ 


T.,-..-y>„„.+"f'.)} 


Vulordextri  membri  nunc  detenninantluB  est  pro  ^=0  et  x='^- 
Quaniam  in  genere  est 

-   Sln(i4- — s'-jr)=Sl,iuCos  — ;r— jE+CosjSinT-s — « 


M— 1  '■- ' 

Sin(i  +  — y— «)^(— 1)  *  Sinz,  si  est  ni=:num.  iinp„ 

m— 1  —  1 

Siii(i+— ^-;i)=(— I)a      Casi,    ai  est  m==nura    par. 


^ 


/    — ^ — rtx=co  ,   necesse  est,  sit  m=nam.  imp. 


t       » 
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i  Sin  (nx  +  — ^  jr)  et  insequentes  seciin<lum  theorema 

SinCa  +  b)=:zS\naCo8b  +  CosaShiö 

actantur,  unaqiiaeque  ex  summis  finitis   in  duas  dlsiunÄitur ,    ubi 
est  Sinus  aut  Cosifius   multiplicis  ipsius  a-,   prout  sit%=:nuni 
ip.  aut  par..     Huc  accedit,   quod  valores   extremi   ipsius  v  snnt 
— J  et  1,  si  est  v=nuni.  imp.,  at  m  — 1  et  2,   si  est  v=:num 
r.,  quamobreni,  posito  2v— 1  pro  v,    si  impar  esjt,   et  2i/  pro  v 
par  est,  habebitrras  ^         ' 


n— 1   "  m— 1 


in: 


m—X 


+  »i^j      iS=2J+I Siii(n— 2)a: 

m-l 

-    *,_i      ^w-ar- — :: Cos(«-2).r> 


m-l 


~   ^'  li     SS^'S+i S'"* 


m— 1 


±«ÜZi    «,  .■         ■.        „.m-läir -Cos:r    I. 

Proa;=x  omnes  sumraae  in  iiihiium  abeunt,  propterea  quod  Sinus 
Cosinus  lim it«s  -f"  1  et  —  1  excedere  netjueunt.  Pro  a^':=0  omnes 
nmarum  termini,  in  quibus  iusupt  Sinus,  liihilo  aequales  evadunt, 
ia  ad  inveiriendos  veros  valores  hoium  terminorum,  qui  hac  positione 

formani  indeterminatani  t^  abeunt,  numeratores  et  denominatores 

.— 2v+l)«^«  differentiandisuiit  etquotientes  differentiales  numerato- 
m,  quum  Sit  m— 2v4-l==Dum.  par.,  Sinui  aequalas  Ideoque  nihilo 
quales  pro  07=0.  Omnes  summae,  ubi  Cosinus  inest,  totidenihabent 
rmini ,  qui  pro  eodem  valore^  ipsius  v  communem  implicant   fac- 

(-1)  ~^^^-'  r(m^2r)       u.     ,       .  .       ,,      ,.    . 
eni  n«   1  ».  o.,rv    \ — -  '   His  terminis  addendis  inveniemus 

lieil  XVII.  31 


V  . 


-w(h-2)''-"(:os(«-2)j:+,., 


Quiim  j  cunip.irutuT  cum  forniuta  (u),  facile  apparet  esaa 
l-\y-JIXm-Qv)    J"-'(Sin".r) 

Quum  jeru  iiecesse  sit,  cuncli  quolicntes  differentiales  ipsini 
Siii''.T,  üisi  sit  n^m,  ilignitateni  Sinuä,  cujus  indes  major  tiit  (fuaii 
iH— 2v,  lactorem  liabeant,  etuuet  esse  j=0  pro  .v=:v.  Quia  hoe 
verum  «st  pro  omiiibus  ipsius  v  valoribits,  oinnes  hae  suniDiue  ni' 
hilo  aeqiiafes  evadunt.  i»i  jnm  tnlcgratia  huc  usque  reticta adeaniu 
et  repuleiiius  forniula« 

.Sin{H— 2/J.J  +  — n~n)=C — I)    '^   Siii(w  —  2p)ar,  (nt  =  nuni.  imp.) 


/»»  Siii{H-2p)a;       _« 


tnvcuiinus 


ubi  M  etwi  sunt  Dumeri  impares  et  3i_w. 
Posito  jam  M=iium.  pari,  constat  e«t«« 

Sinix^^^^iMoCosKH-— WiCos(«-2)ar+.... 

-■±«n      Cosic  +  SM-)   . 


indc  indefinifa  iiitejTrntione  pioilit 


t 
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Beneflcio  formulae 


) 


üiimus  ut  nuper 


^m  2*»-*il(wi)  L       r=i  a?»"-*'      .       ^       ■    2       ' 

f^dx^  m — 1 

+»io««-y  —  Cos(w:r  + -g— TT) 


-  wi  (n-^)«-i /^Cos(n-2 .  o;  +  2^- tt) 


±n„_,  2«-y-^€os(2a:+^;r)^ 


2 


(m — l)ar»" 


-1 


Qmim  Hl  geoere  sit 


^)  Tide  Minding  1.  c. 

■        '  31* 


/  / 


■ 

w 

16» 

1 

H 

Coaf: 

.'^ 

»)=(-!)' 

"  Co.;, 

T| 

ai  est  y«=niim 

iiii|), ; 

.    Cos 

h'^ 

!>.)=(-i 

?Si»;, 

si  est  Hi=ninii 

par. ; 

e, 

/'^ 

osftit 

uecesse  est,  sH 

m  =  nun»,  pari 

Adliibeiulo  thcoremate 

Cos(«+6)  =  Co 

nCosft— t» 

iiaSiiiA 

iiiiaeqiiaequc  ex 
ETcneralis  ejus  s 
iiuluil  formuin  : 

summis 
imniae. 

liiiitis 

n  iluasa 

sjiiiigilur.     Tum  lerniinna  1 
nlinaUe  est  p,  hanc  silii  1 

np(n-2p)->/T7n 

^(Cs 

(«-* 

V— 1 

Ji — Sin(n 

-Spj.rSi.'^i.» 

Cos— 5- i;  =  (— I)*    ,  Siii-ö-sr=0; 


et  si  est  u=num.  par.,  est 


Cos-2-«=0.  Sin-^'-re  =  (-l)V 


qaamobrem  Cosinu»  mulliplicis  ipsitis  ie  in  termiiiis  inettl,  0 
risi  est  v  =  nuni.  imii.,  Sinus  vero,  si  est  u^nutu  par,.  Praelerea 
valorea  insius  v  extrenii  sunt  m—1  et  3,  si  est  v:z=:nam.  itn|)i!  ^' 
»«—2  et  2,  si  est  v==:niim.  par.,  quämobrein,  posito  2v+l  pro  v<  *' 
tmpat  est,  et  2v  pro  v,  si  par  est,  proHit 


% 
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m— 2 


m~2 


^(-l).>-i«a.'^-ir(»,-2i>)  ^,. 


m— 2 


.   -  a  (- 1)«- Vw-2)^-ar(w-2v+ 1)^     ,      „.    . 


m— a 


m— 2 
1?= 


»-_,«.     ^^ —    ■   ^„.-^+1 ^Cos2a!    . 


2      v  =  l 


m— 2 


Wito  V  =  l  in  Omnibus  summis,  ubi  Cosinus  \i\est,  sumtna  horuin 
^iriBifioram  5   aitcta  termino  4-sür? m^~[  evadit 

iUi/ffl^j)  j.m~  it--^  Coswor+Wi  Cos(»— 2)a;— .... 

_  1  Sin»^^' 

X  2  . 

|uod  iiihiio  aequale  est  pro  a:=.0^  si  est  u  __vu  »Sumnia  ceteroruin 

ermiBoruiB«  in  quibus  v  eunclem  habet  valoreni,  est  aequalis  - 

> 

faum  jero  necesse  sit,  — tj—^:::^ —  habet  ut  facloics  (ligiiitatej> 
*$ius  Sinor^-quarum  exponentes  sunt 

>m-2v  +  l(«_m),     ' 


tjequitur,  ut  sint  hac  omnes  suniinae  :=0  pro  x=i).  Suniniae  qi 
que,  IQ  qaibua  ineet  Sinus  muUI|ilicis  cnjueilam  ifisias  .t,  4 
:r^0  in  nihilum  abennt,  quod  eodem  rnndo  ac  supra  demaostrafi 


Cos(ti--2p.x+'^^3t)=  (—1)*  Sin(H— 2/j).T  (m=num.   par.), 

-       r^SM»~2pU^. 
J  9  ■* 


/^Sinno,' 
Integrale   igitur    deGnitum  #     — i^'f"'    seniler    finitum 

si  ir — Ai  =  num.  pari  positive  vel  0,  et  esfailietur 

per  formulam   (ß),  si  n   et  m  sunt  nunieri  inipare», 
|ier  farinnlam  (ä).  s\  n  et  m  sunt  nnnicri  paren. 
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Ueber  das  Auffinden  ^on  Dreiecken, 
leren  Seiten  sich  gleichzeitig  mit  den 
tallbirnng:slinien  durch  stanze  Zahlen 

ausdrücken  lassen» 

-      * 

Volk 

Herrn  Drs  E.  W.  Grefee, 

Gymnasiallehrer  zu   C a's s cl.  « 


In  der  Bacbefscben  Ausgabe  des  Diopharit  (Tolosae  167Q) 
iidet  man  Seite  316.  die  Aufj^abe  bebandelt:  Trian^ulum  scale- 
am,  oxygonhim  Tel  amblygoninm^  constituere  In  rationalibiis ,  ut 
>  angulo  acute  vel  obtuso'  ^ueta  linea  dividens  basim  bifariam 
t  rationalis.  Eine  Bearbeitung  der  utigleicb  sebviiereren  Aufgabe 
>ery  Dreiecke  anzugeben  >  deren  Seiten  unter  sich  und  zu  allen 
ret  Halbirungslinien  ein  rationales  Verbältniss  haben,  ist  mir 
igeachtet  des  gewiss  interessanten  Gegenstandes  bis  letzt  noch 
icht  bekannt  gewerden.  Es  bedai'f  keiner  besonderen  Erinnerung, 
a^s  sich  die  genannten  StucCe  dann  auch  in  ganzen  Zahlen  wur- 
9n  ansdrficken  lassen.  Das  Nachfolgende  mag  als  Beitrag  zur 
uflusung  äteser  Aufgabe  dienen« 

Bezeichne«  wir  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  mit  a,  b,  e,  die 
leb  denselben  gezogenen  Halbirungslinien  mit  ia»  h,  te,  gewisse 
ibestimmte  rationale  Zahlenwerthe  aber  mit  m,  p,  q;   so  ist 

4fo^=2cM  2a2-62, 
4^2  =2a«  h  262—6«; 


<  \ 


(4  l»f>(.)(H«-2'.)=('H  *-<:)(o-H«), 

(n  H+-2(.)(.i  +4-2«  =  (t+ii-4)('!-™  fi) : 
>on  sclzeii  k«iin 

,   t  +  c  +  2/o  =  i;t(M  +  6  — '■). 

Ii  +  o+2(,  =,,(J  +  c-,,), 

I  ^  1 

c  +  n--2(.  =  ^(4-,.4n), 

o  +  *+2(,=./(c+,i-4). 

»  +  (.-21,= '(.-»1«; 


ivoraus  daun  weiter  folgt 


I  . 


,  24+-2c  =  m(«  +  4-i)+-(»_4+e). 

■3<.+2,i  =;,(4+c-o)  +^l(4_c  +  „), 
,  2n+2«=«(c+ri— 4)+ !(„_„-|-4); 


1 


1 


[  (»  +  --).i  +  (™---2)4K-'»+^-2)'-  =  <l. 
(-;)  y  ',-2)"+(;>  )J,)4  +  0,-^;-2)e-=D. 
(./-' -2)„+(-^,+ ! -2)4  K,  t')<:  =  0. 


BeacDtet  man  die  Natur  unserer  Aufgabe  einerseits  und  die 
estalt  der  letzten  Gleichungen  andererseits;  sa  überzeugt  man 
ch  bald ,  dass  nur  zwei  dieser  Gleichungen  zur  Bestimmung  des 
^genseitigen  Verhältnisses  der  Dreieckseeiten  benutzt  werden 
irfen^  und  dass  mithin  die  dritte  Gleichung  nur  als  ßedingungs- 
eichung  zwischen  m,  p  und  q  in  Betracht  kommen  kann:  In 
IT  That  findet  man^  w^nn  man  die  beiden  ersten  Gleichungen 
[6]  nach  a  und  h  auflost: 

a  — ,  j  ^  -Tj-  j  .c, 

(w +  —)(/?  +  -)+('« 2)(»— -  +2) 


] 


6  = — j j — j j .c 

(m+ —)(»+-)+(»«— -—2)  (»—'*  +2) 

id,    wenn   ma^i  diese  Werthe  in  die  ilritte  der  Gleichungen  [6] 
ibstituirt  und  alles  reducirt»  die  Bedhigungsgleichung 

Durch  das  Aufstellen  dieser  Bedingungsgleichung  ist  unsere 
ufgabe  aber  nicht  leichter  geworden.  Man  sieht ^  dass  von  den 
ei  rational  sein  sollenden  Zahlenwerthenm,»  und  q  nicht  eln- 
al  zwei  ganz  willkfihrlich  angenommen  werden  dürfen,  indem 
lemal  der  dritte  von  den  beiden  andern  durch  eine  quadratische 
leichung  abhängt.  Ist  die  Gleichung  [8]  in  rationalen  Zahlen 
•sbar,  so  kann  auch  unsere  Dreiecksau fgabe  durch  Anwendung 
er  Formeln  [7]  und  [4]  gelöst  werden.  Umgekehrt  würden,  wenn 
ine  Lösung  der  Drei  ecksau  fgabe  auf  anderem  Wege  gelänge, 
adurch  zusammengehörige  Werthe,  die  der  Gleicbung  jfS]  g6- 
figten,  gefunden  werden  können.  Ein  solcher  anderer  Weg  soll 
;tzf  von  uns  betreten  werden,  indem  wir  uns  von  einem  Ver- 
lebe, die  Gleichung  [8]  geradezu  aufzulösen  wenig  Erfolg  ver- 
)rechen« 

Nehmen  wir  den  gemeinschaftlichen  Nenner  der  Formeln  iii 
]  als  Werth  für  c  an,  wodurch  a  und  b  auf  den  jedesmaligen 
ähler  beschränkt  wird,  multinliclren  wir  dann  sämmtliche  drei 
usdrücke,  um  alle  Brüche  zu  beseitigen,  mit  mp^  reduciren  und 
fvidireu  durch  die  sich  als  gemeinschaftlichen  Factor  zeigende 
•ahl  2;   so  können  wir  setzen: 


I 


4«6 

«=  i«V-l')  +  "(i/'+S)  +  (-p'i-,,) 
=p'<»>'-l)  +p(-mH2i«H-l)+  (2/»). 

I  j     =;)'(m-l)+p(2mH2.«X+(-™+I). 

.       =p'(»,'-m)  +  K»»-2»-l) +  (."+!). 

Leiten  ivir   hieraus  durchl  die  vier  ersten  Gleichungen  tn  [4] 
isdriitiie  für  2/a  und  ^li  ab;  so  linden  tür: 


[tO] 


I  2/»=H<»(2;.^  +  w<(-;''-2/J-3)f(-;>H2;>-l) 
■         ^;,a(3/*i=-,«-I)  +pf-5w+2)  +  (-3ni-l). 

Wenn  man  »un  ferner  nach  der  <lrit(eii  GtHchung  iii  [11  cineit 
Ausdruck  (üi  itc^  berechnet;  6o  bekommt  HiescT  naL'h  gebüri^'er 
Keduction,  ivenn'  man  ihn  ohite  Parenthesen  schreibt,  im  Ganzen 
zneiundznaDzig  Glieder.  Bei  dem  Versuche,  die  Qnadratnurzd 
aus  demselben  auszuziehen,  bat  man  Veninlnssung zu  beobaoblei), 
dase  die  Wurzelausziehung  aurgeben  viGrde,  wenn  Tier  Glic<ler 
geändert  werden  dürften.     Es  ist  nänilich 

ili'  -)-  ZGin^p^  —  36m'/j  —  'SGuip^  +  SGiiip 

ein  vollständiges  Quudrat,  das  wir  mit  i^  bezeichnen  wollen.  Die 
Wurzel  dieses  Quadrats  ist  iuerkHürdig<;r  Weise  dem  Unterscb jede 
zwischen  2U  und  '2ti,  gleich;   oder 

Weil  al>er  nach  dem  clien  licnierklcii 

[l'2]  4f,2-T*  =  36m/*(Hia-l)fp'^l); 

inci'   neuen  unbcsfimuilen  ratiO' 


['ä|  6,„(,,'-l), 
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XUS  sich  ergibt: 

[14]  2<.=3/»(ma~l)r+?!ii^i^^, 

en  wir  aber  der  Zahl  r  den  willkührlichen  Werth 

3in 


[W]  r^ 


3iii-l 


was  durch  unsere  Aufgabe  an  sich  nicht  gefordert  wird»  mid 
,Dur  desshalb  geschiebt»    damit  wir  bei  der  Verbindung  der 

ten  Formeln  in  [11]  und  [161   zu  einer  Cvleichung  <les  ersten 

)es  für  |9  gelangen;   so  eriialten  wir: 

Wird  dieser  Werth.  von  pln  die  Formeln  [0]  substituirt;    so 
ilt  man  nach  Wegschaffung   der  Kenner»    der  gehiVigön  Re- 
ion  und  nach  geschehenem  Aufheben  mit  den  sich  ergeben- 
gemeinschaftlichen   Factoren,     unter   welchen   sich   auch  der 
it  zu   übersehende  Factor ^m^-l  befindet»    Ausdrucke   für  die 
Seiten»    welche  ganze  rationale  Functionen  des  fünften  Gra- 
von  m  sind.    Schreibt    man  dann    fernem    — in  statt  m  und 
nt  in  den  Ausdrücken  für  h  und  c  alle  Vorzeichen ,  was  offen- 
geschehen kann,  da  die  Werthe  der  Halbirungslinien  nur  von 
Quadraten  der  Seiten    abhängen;     so    bekommt  man  für  dio 
iecksseitenv  und     die     zugehörigen    Halbirungslinien    folgende 
nein: 

a  =  9/wö  + 1 )  7m*  +  63m3^54m2 + 25//i  + 1 » 

ö  =:45mö  +  54//i4^1Ö4m3-42m2-2J^/i+4 , 

c  =:36/w5  +  99m4+  l22m^-2im^—Um  +  6, 

2ta = 8  imö  +  135m4-54/w3 + 98/«2  +  37m— 9 , 

2lb=27m^  +  252m4  +  ISOm^— 70/i*2  +  m-6 , 

\  itc = 54m*  +  63m4  —  54m3  - 1 72m2  +  J6m  - 3 . 

Da  diese  Formeln»  wie  niai)  sich  durch  Substitution  überzeu- 
kann,  doirGlcichungen  [t]  genügen,  so  lösen  dieselben  unsere 
ecksaufgabe  auf;    ob  jedoch  in  diesen  Formeln  alle  Auflösun-  ^ 


WS 


wiss;   A,  " 


i:en  der  Traglichen  AiiTgabe  enthalten  seien,  bleibt  un^evriss;  —, 
,  wie  eclion  gesagt,  «lie  Relation  [16],  auf  welche  die  Formeln  ba- 
Ktrt  sind  ,  ivillkührlich  nar,  und  vielleicht  noch  andere  von  ihr 
verschiedene.  Relationen  zwischen  r  und  m  aufgestellt  nerden 
küiinen.  Dass,  wenn  man  in  [18]  für  m  irgend  einen  positiven 
oder  negativen  rationalen  Werlh  aubstituirt,  und  dadurch  eins 
oder  mebrere  der  eechs  Kesnilate  negativ  werden,  ohne  Weite- 
res dafflr  das  positive  Resultat  genommen  tverden  dürfe,  ist  be- 
reits angedeutet  ivoiden.  Nur  dann  sind  Resultate,  welche  arith- 
metisch ohne  Fehler  sind,  liiT  die  Geometrie  unbraacbbar,  ivenn 
die  tjumnie  zweier  Dreieckss eilen  kleiner  ist  ab  die  dritte;   z.  B. 

n  =  4S0,     A=337,     r  =  103,     ■2(a  =  134,     -2(1  =  607,     2(,=823. 

Weil  ferner  bekanntlich,   wenn  man  aus  den  drei  Halbirungslinicn 
eines  Dreiecks  wieder  ein  Dreieck  beschreibt  und  in  dem   letzte- 
ren die  Halbirungslinien  zieht,  diese  zu  den  tSeiten  des  urs|>n'ing- 
li eben  Dreiecks  in  einem  eiDfachcn  rationalen  Verhältnisse  stcbeji; 
80  kann  man  auch  die  Formeln  für  die  doppellen  HatbirungsMnien 
zur  Berechnung  der  Seiten  verwenden,    während  die  Formeln  für    i 
die  Seiten  mit  3  inullinlicirt   die   doppelten  Halbirungsliuien    aus-    I 
drücken.     Endlich   sind    die  Formeln  [18]  noch  der  mannichlacb-    | 
sten  Umgestaltung  Oihig,  welche  dadurch  bewirkt  wird,  dass  man    1 
statt  m  beliebige   rationale  Buchstahcnausdrücke  substituirt.    Mao    I 
kann  durch    solche    aus  der  Lehre  von  den  höbwen  Gleichungen    I 
hinlänglich  bekannte' Operationen,    um  nur  eins  anzuführen,    lir;- 
wirken,    dass  sämmtliche  (iliedcr  der  sechs  Formeln  positiv  n 
j__      ii„[  ^^  Berechnutiff  des  jetzt  folgenden  Verzeichnisses  e 


ger   zusammen  geh  iiri  gen    Werthe    (ur    die    Seiten    und    doiipelli 
Halbini ngslinien  sind  solche  Umgestaltungen  vorzugsweise  hcnul 
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68 


314 


386 


807 


1306 


J401 


'  ma 


2491 


1099 


3368 


6001 


8307 


9365 


N  I 


« 


17417 


85 


325 


327 


491 


877 


1973 


609 


1266 


3396 


5007 


11798 


9512 


8619 


11637 


t. 


87 


159 


409 


466 


1917 


1778 


1323 


3593 


3253 


5905 


8553 


133:U 


5576 


mm 


158 


404 


632 


515 


2680 


3485 


1118 


4777 


6343 


10418 


19715 


21619 


11093 


14093 


mm 


u 


131 


•377 


725 


1223 


3161 


2521 


2063 


6052 


4198 


8207 


8896 


20074 


12779 


26503 


127 


619 


587  ^ 


1252 


1129 


2924 


2075 


1645 


4525 


6161 


16651 


11885 


17114 


27604 


« 

b 

c 

3(. 

11, 

,  21, 

15805 

26184 

19ffil 

43517 

21214 

38531 

1«635 

laoe? 

27938 

47521 

40343 

273-28 

38586 

34186 

21759 

42373 

52496 

69581 

5S725 

38138 

36967 

41879 

91628 

89443 

74357 

27717 

53270 

41023 

1-26353 

98770 

69860 

75534 

65935 

123391 

112916 

129707 

51446 

83877 

03877 

170440 

126031 

102719 

S»01 

145458 

156391 

290633 

203480 

177493 

130OII 

82023 

82666 

100^21 

202627 

201S44 

201675 

160637 

260092 

301571 

368303 

304718 

101210 

216693 

231437 

407564 

258407 

2977U7 

265631 

190968 

161263 

233213 

396806 

433649 

304667 

158796 

226721 

245795 

5I306S 

429737 

187750 

373777 

379413 

729436 

467633 

453833 

251799 

578066 

410183 

970267 

339368 

791755 

269512 

564073 

560535 

1091842 

674903 

683089 
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Znfolge  des  ersten  dieser  Beispiele  ^jtfrde  die  Gtelchung  [8] 
•eh  m=5,  p=2^,    5^=4,  zufolge  dei^  zweiten du^ch  iw=l^> 

1  V 

=5,  9=85  aufgelost  werden^ 

Ich  wurde  diesen  Aufsatz  hier  schliessen ,  wenn  nicht  ein 
rkwürdiger  Umstand  noch  eine  besondere  Erwähnung  verdiente, 
r  Gang  der  Untersuchung  h'^tte  nämlich,  nachdem  die  Glei- 
ingen  [1]  aufgestellt  waren,  zwar  ein  ganz  ähnlicher,  wie  der 
in  eingeschlagene,  aber  doch  wegen  dergfeich  von  vorn  herein 
änderten  Bedeutung  von  7n,  p  und  ^  wesentlich  andere  For- 
in liefernder  seiii  können.  Qie  wichtigsten  dieser  Formeln  fol- 
ler. 

:.(<•  +  . 2  «)«-Ä*=o*-(<.-|«)^  • 

]■  ,  I  I '  ,     - 


[B] 


1  1 

^c  +  2  c  +  a  =  ^(6  +  te—  2  c) , 

der  zweiten,  vierten  nud  sechsten  Formel  in  [BJ  ei^ibt  sich: 

1  1 

1 '  1 


/ 


4T2 

Dilti)  ethiiU  nun  weiter : 

,  H  +  6  +  c  -  w(c—lf  ( '2fo) . 

„  +  «  +  c=,)(™-i-+2t). 
c-o+2(i=ji(«-Hc), 
a+t +  c=«(4-nti-'(.). 
.   „_4+2(.  =  }(i.-c+»). 

,  [  c-6  +  2l,  =  ^(n+l  +  r-), 

|EJ- j  0-0  +  211=^(0+4 +c), 

'  6-a+il,='-(n  +  t+c). 

m  ä'.+2h  +  ä',=  (,'  +^  +  J)(o+«  +  c), 

[«]  ■2(.'  +  2(i  +  2(,=(m+p+s)(a+6+r)-2ran-2;jl-2(e, 

/  2A-2c=m(c— 0+*)-  — (n  +  Ä+c), 

[H]  I  ■.><!-2<.=),(«-S+o)-!^(o  +  4  +  e),  ,       . 

I  2n-24=r,(6-c  +  o)-J-(»  +  «  +  e). 

j  (»■  +  ^)"+(-».  +  ^  +  2)4  +  <-»"+i-2)«  =  0, 

11) I  !.-;>+ ^-2)«+(j'+^)»  +  (-p+';+2)«=ll. 

[  (-■ »+ ;'  +  2)«+,(-9  +  J-2)i.+  (,+  !)t=0. 


> 


4M 


=p^(m^—l)-tp(—rn?+2tni-])  +  (2m) , 

fß  =  m^p^^i)  +  7n(pH'Ip  - 1)  +  (-2p) 
^      =  /)2(mH  w)  +  pi^tm  ^2)  +(-  m^  «  „,) , 

c  =  ii|2(^;?-|-l)+,»(;,H2/>-"l)  +  (;9^  f  p) 
=  ;>2(m+J)+/?(— m2+2m+l)  +(m^^»0 . 


1 


2f^=  m«(pHp-2)  +  m(2/?2-2jo)  +  (/>H3p)       ^ 
=/?«(?»H2m+l)  +;?(wi^— 2»i+3)  +  (-2m*) , 

2t6  =  m2(-;?2+2^~l)  t^»(pH2/?+3)  +  (2p^) 
=/?«(— m2+m+2)+/>(1Jm«+2m)  +  (-m^+3iii) , 


(l   auch  hier 


2ta-2tö=^T 


'tzi,  so  ist 


T= m2(2/j«^p- J)+wö?2-4p-.3)+(-/>H3/>) 
=/)*(2mHw»-l)  +/>(~m2— 4m+3)  +  (— m^-3m) . , 

r  un{;eachtet  der    bis  dahin  verschiedenen   Formeln   ist  auch 
wieder,  ganz  wie  oben  in  [12] , 

'  •  ,\ 

4/c*— T*=36m/?(m2--t)  (p2_i) , 

diese  merkwürdige  Uebereinstithmung^  besonders  hinzuweisen 

Ute  ich  nicht  unterlassen.    Bei  einem  Dreiecke,  dessen  Seiten 

wie  68,.  85  und  87  verhalten,  ist,  wie  bereits  bemerkt,  7ii==5, 

2*2,  wenn  man  nämlich  diese  Zahlen  aus  den  Formeln  [4],  be- 
trat,  femer  ist  nach  [9],  flOJ  und  [1] 

o  =  \53,    6  =  191^,   c=195^; 


2/«  ±=3552»         2/^=294^,     2^c=285^; 

die  Gleichung  [12]  wird  befriedigt,    indem  jede  Ihter  Seiten 
7962^   ist.    Bestimmt  man  aber  bei  einem  Dreiecke  derselben 

italt  m  und  p  durch  die  Gleichungen  [B]  und  wendet  nachher 
,  [M]  und  [l]  an;  so  erhalt  man'  '  ' 

il  XVll.  32 


p^=23,-r,; 


und  in  ri-2J  isl  j<:ile  Seite  der  Zahl  Sldg-j  ßleich. 

Alis  der  Gleichung  [1)1]  xaron  nben  die  Gleichungen  [13J.  [Uj 
und  [IS]  abgeleilel  irorden.     Setxt    man  hier 

[Ol '=dr  ,    , 

so  kann- man  die  ziveilen  Gleichungen  in  (15j  und  [N]  80  verbin- 
den, dass  sich 

"(m+3)(m'— 2m-l) 

ergiht.  Wird  abct  dieees  p  in  die  Formeln  [L],  [M]  und  [U) 
gesetzt,  und  dann  wie  oben  verfahren;  «n  gelaugt  man  doch  nr 
zu  solchen  Functionen  des  fünften  Grades  von  m,  welche  ai< 
auch  BUS  den  Formeln  [IHj  durch  die  oben  ungedeuteten  Uninam 
lungen  hätten  ableiten  lassen  und  daher  nicht  als  neue  Kesullalf 
zu  betrachten  sind. 


ipi 


>         / 
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lieber  einen  Beweis  des  iSatzes  Tom 
Päraiieloirraninie  der  Kräfte. 

Von 

Herrn  Professor  A*  F.  Mobias 

ZR   L  c  i  p  z  i  g^. 

(Vott  deiu  Herrn  Verf    aus  den  „  Berichten  über  die  Verliandian- 
gM  der  I(oBijfj;liefa  Sächsischen  Gesellschaft  der  WissenschaHten 
n  Leipzig.  loSO.  Nr.  I/'  zum  Abdruck  in  dem  Archive  dem  Her- 
ausgeber mitgetheilt). 


Abgesehen  von  den  als   ungendgend  anerkannten   Beweisen 
^Keses  ISatzes^  welche  man  auf  die  Zusammensetzung  der  Bewe- 

Eigen  zu  gründen  bemüht  gewesen  ist,  lassen  sich  die  übrigen 
H'eise  in  zwei  Klassen  theilen.  Bringt  man  nämlich  den  Satz 
^ter  die  Form  der  Aufgabe :  zu  zwei  auf  einen  frei  beweglichen 
Punkt  wirkenden  Kräften  eine  dritte  zu  finden,  welche,  an  dem- 
selben. Punkte  —  wir  wollen  ihn  D  nennen  —  angebracht,  die- 
Mlbe  Wirkung,  wie  erstere  zwei  in  Vereinigung,  erzeugt,  so 
^Rifasst  die  eine^  Classe  von  Beweisen  für  die  bekannte  Losung 
dieser  Aufgabe  alle  diejenigen ,  bei  denen  alle  .noch  in  Betracht 
fiesogenen  Hülfskräfte  denselben  Punkt  D  zum  Angriffspunkte 
"Sben.  Bei.  der  andern  Classe  von  Beweisen  lässt  man  Hülfskräfte 
.  ^ttch  noch  auf  andere  mit  dem  Punkte  D  und  unter  isich  in  anab- 
^  hinderlichen  Entfernungen  sich  befindende  Punkte -wirken» 

'Wenn    nun    auch   die  Zuhülfenahme   noch   anderer   Angriffs- 

Kiikte  von  Kräften  der  Schärfe  des  Beweises  keinen  Eintrag  thun 
^nn,  da  das  hierbei  in  Betracht  kommende  Princip  von  der  Ver- 
■^^ng  der  Kräfte  eben  so  evident,  wie  jeder  der  übrigen  Grund- 
^tze  der  Statik,  ist  und  auch  im  weitern  Fortgange  dieser  Wis- 
^^nsebaft  nicht  entbehrt  werden  kann :  so  pflegt  man  doch  B^- 
^Qise  der  erstem  Klasse  denen  der  letztem  vorzuziehen,   indem 


«7« 

jene  van  D  verscKietteneii  AiigriDspanktc  von  JerNutiu-  der  Sacba 
nicht  |;eLnten  Rrsoheinen.  Von  der  anrtern  Seite  ist  nicht  zu  vef 
*  kennen,  dass  (lie  Beiveise  der  zupiten  Classe  (lurchsclmittlith 
eine  Mn;,leich  cIcmentaTere  Ualtune  halien,  als  die  Beiteist;  der 
erätern,  bei  denen  ninn  nicht  seKeii  Eii^nilich  tief  gehende  Be- 
trachtungen au.i  der  hr>heTn  Annlysis  in  Anivendunj;  bringt.  Mail 
denke  nur  an  die  von  franxösi sehen  Üllatheniatlkern ,  nanientlicb 
von  d'AIembert,  Laiilftce,  Poisson  und  Pontöcoutaiit*) 
ge0ebenen  an  sich  tremichen  Beweise  des  Satzes.  Ich  muas  ab« 
nffen  bekeunea,  daea  für  einen  so  elementaren  Gegeusland,  al* 
nni  ^reichen  es  sich  hier  handelt,  au«  der  hüheru  Analysis  ent- 
lehnte Kimstgriffe  mir  nnch  iveit  fremdnriigcr  und  damit  un»^tatt- 
harter,    ala  jene  zu  Hülfe    gcnoninienen    AngriflE:|iunkIe,    xu  seta 

Unter  so  bewandlen  Umständen  hi<dt  ich  es  für  nicHt  gani 
überDiJssig,  einen  von  mir  gefundenen  Btivieds  (Sr  da«  Parallelo- 
gramm der  KrSfte  JM  feroffenllithen,  der  weder  rreiiidartiac  Hfillk' 
punkte,  noch  der  Elementarraalhenialik  fremdartige  AielhodcD  i< 
Anspruch  nimmt,  sondern  unmittelbar  auf  die  Natur  des  Paralle- 
logramms gegründet  ist  und  sich  von  den  meisten  übrigen  tie- 
neisen  des  Satzes  auch  noch  dadurch  uiiterecbeidet,  dass  sich 
bei  ihm  die  GrOsse  und  die  Itichtung  der  Diasonatkrall  nicht  hin- 
ter einander,  Hondem  gteichzeitis  cnseben.  Ich  habe  dimen  Bf- 
weis  bereits  in  meinem  vor  13. Tanreii  herausgi^dienen  Lehrbuch» 
der  Statik  (I-  Theil,  8.  132  u.  flg.)  mi^eiheilf.  Indessen  Iflsst  h 
sich,  wie  ich  spSter  bemerkt  habe,  um  ein  BefrHchtllchea  ein-' 
facher  und  Übersichllicb^r  gestalten,  als  es  dort  geschehen.  Müge 
ihm  daher  hiesigen  Uits  eine  nochmalige  Veruffenttichung,  und 
zivar  in  iler  einl'uühfilen  Form-,  deren  er  fähig  sein  dürfte,  gestat- 
tet sein.  '  , 

VorläuGg  erinnere  ich  nur  nucb,  das»  man  sich  alle  im  Fol- 
genden in  Betracht  kommenden  Linien  und  Punkte  in  eiAer  und 
derselben  Ebene  enthalten  xu  denken  hat. 


I)  Seien  OB  und  AC  (Tat.  II.  Fig.  fi.)  zwei  pleicbgerich- 
tete  und  gleich  lange  gerade  Linien,  und  A',  B',  C  die  redit- 
tvinklij^en  l'rojecllbnen  der  Punkte  .4 ,  B,  C  anf  eine  durch  ü 
beliebig  gezogene  Gerade,  die  wir  in  der  Kürze  x  nennen  trolle». 
Alsdann  haben  auch  die  Abschnitte  DB'  und  A'O  dieser  Gera- 
den .r,  'als  die  rech twin{(l igen  Projectionen  von7>Ä  und  ^C  auf 
x,  einerlei  (nicht  entgegengesetzte)  Richtung  und  gleiche  Länge, 
und  es  ist  folglich 

DC  =  DA+A'C  =  DA'  +  DB',  d.  h.: 

Werden  zxvei  von  derselben  Ecke  D  ausgehende  Seiten  DA, 
OB  und  die  von  derselben  Ecke  ausgehende  Diagonale  DC  eines 

*    ■)     In    dcRirn   Thi'ime   antilvilgiic   iln   ivsti^mc  du  mnnilc,     Tnmr  I. 
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Paralleiogramnis  auf  eine  beliebig  durch  D  gelegte  Gerade  recht- 
winklig projicirt,  so  ist  immer  die  Summe  der  Projectionen  der 
beiden  Seiten  der  Pmjection  der  Diagonale  gleich. 

Diese  Relation  gilt  übrigens  stets,  was  auch  die  durch  Abge- 
zogene Gerade  x  ^egen  das  Parallelogramm  ffir  eine  Lage  haben 
ma^,  dafern  hur  je  zwei  Abschnitte  von  x  mit  einerlei  oder  ver- 
schiedenen Zeichen  genommen  werden ,  jenachdem  ihre  durch  die 
Aufeinanderfolge  der  Buchstaben  ausgedrifckten  Richtungen  einer- 
lei oder  einander  entgegengesetzt  sind.  Denn  alsdann  ist  immer 
aurh  dem  Zeichen  nach: 

DB-A'C,    und    DC=zDA'  +  A'C, 

mag  A'  zwischen  D  und  O  liegen,  wie  in  der  Figur,  oder  nicht. 

2)  Nehmen  wir  noch  an,  dass  jeder  der  beiden  Winkel, 
\\:elchc  die  Diagonale  mit  den  beiden  Seiten  macht,  zu  einem 
rechten  Winkel  in  einem  rationalen  Verhältnisse  stehe,  und  setzen 
wir  Iriernach  die  zwei  Verhältnisse 

ADC:\SO^=a:tn, 
CDBilSO^  —  öun, 


\  ^ 


wo  a,  b  und  m  ganze  positive  Zahlen  bedeuten.  Man  ziehe  durch 
JD  m  gerade  Linien,  welche  gleiche  Winkel  mit  einander  machen, 

so  dass  um  D  herum  9,m.  Whikel,  jeder  = ,  entstehen.    Da- 

bei  falle  DC  in  eine  der  in  Linien.  Alsdann  werden  auch  DA 
und  DB  in  dergleichen  fallen,  nämlich  DA  in  die  ate  auf  der 
einen  und  DB  in  die  />te  auf ^ der  andern  Seite  von  DC  liegende 
Linie.  Man  projicire  endlich  jeden  der  drei  Abschnitte  DA,  DB, 
DC  rechtwinklig  auf  jede  der  m  Linien  und  betrachte  alle  diese 
Projectionen  ihrer  Richtung  und  Grösse  nach  als  auf  den  Punkt 
D  wirkende  Kräfte,  so  dass  in  jeder  der  m  Linien  drei  Kräfte 
wirIjLen,  z.  B.  in  der  obigen  x,  wenn  anders  x  eine  dieser  Linien 
ist,  die  drei  durch  DA',  DB\  DO  vorgestellten  Kräfte.  Da  nun 
nach  'voigem  Satze 

DA' +  DB' =  DO 

ist,  so  werden  immer  von  den  drei  in  einer  und  derselben  der  m 
LinioD  enthaltenen  Kräften  dicjenin;en  zwei ,  welche  durch  die  Pro- 
jectionen von  DA  und  DB  ausgedrückt  werden,  gleiche  Wirkung 
mit  der  durch  die  Projection  von  DC  ausgedrückten  Kraft  haben. 
ISm  werden  dahec  auch ,  —  wenn  wir  das  System  aller  der  Kräfte, 
welche  durch  die  Projectionen  von  DA  auf  die  in  Linien  vorge- 
j-tellt  werden,  und  wo/n   DA  selbst  mit  gehört,    mit  N  (DA')  be- 


► 
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JSen  und  Aehnliches  unler  -S  {liB^)  iin<l  S  (/>^~  ., 
es  werden  dann  auch  die  Systeme  S  i.OA')  und  iS  (Di 
Vereinigung  gleichwirkeiid  mit  dem  Systeme  S  (DC)  sein;  od« 
kürzer,  ivenii  Mir  die  gleichfalls  in />  unzuliriiigeiidcii  Resultanten 
dieücr  drei  Systeme  be^eiehiingsweise  a,  ß,y  nennen:  es  wird  y 
die  Uesultante  von  et  und  j3  sein. 

3)  Wie  bekannt,  lässt  tich  aus  den  ersten  l'rtncipien  der 
Statik  leicht  darthun,  dass,  wenn  von  zwei  mler  auch  inebrern 
auf  fincn  Punkt  wirkenden  Krädeti  eine  jede  mit  Betbehaltnog 
ihrer  Hichtuni;  ihre  Grösse  in  gleichem  Verhhllnissc  ündert,'  in 
demselben  Verhältnisse  auch  die  Itcsiillunic  derKräTle  ihre  Griisse 
ändert,    während  ihre  Richtung  unverändert  bleibt. 

Nun  sind  die  drei  Systeme  Ä  (liA'),  S  (Dtf),  S  (OO),  al» 
geometrische  Figuren  betrachtet,  eiciander  iihnlicb,  indem  ^ede» 
derselben  dadurch  entsteht,  dass.  man  auf  eine  der  m  Linien, 
welche  sich  in  D  unter  gleichen  Winkeln  schneiden,  von  D  ans 
einen  Abschnitt  von  genisser  Länge  tr^gt  und  hierauf  deneelbeB 
auf  die  m— 1  übrigen  liinien  rechtwinklig  projicirt.  Aus  dem  Sy- 
steme der  Kräfte  S  (DA')  wird  folglich  das  System  Ä  {DB")  her- 
vorgehen, wenn  man,  die  Richtungen  der  KrSfte  des  erstem  An- 
fangs unverändert  lassend,  die  Grösse  einer  jeden  iu  dem  Ver- 
hältnisse DA :  DB  ändert  und  sodalin  das  ganze  System  um  D 
um  einen  Winkel,  ^^ADB,  nach  links  (in  unserer  rigur)  dreht. 
Setzen  wir  daher  noch ,  dass  die  Resultante  a  des  Systems  S{DA!) 
ihrer  Grflsse  und  liichtnng  nach  gegeben  ist,  so  werden  wir  da- 
mit nach  dem  angezogenen  Satze  die  Grösse  und  die  Richtung 
der  Resultante  ß  des  Systems  S^DB'j  erbalten,  wenn  wir  die 
Grösse  von  a  in  dem  Verbüllnisae  DA: DB  sich  ändern  und  die 
Richtung  von  a  tim  D  um  einen  Winkel,  =ADB,  nftcb  links 
sich  drehen  lassen.     Auf  gleiche  Art  wird  die  Grösse  von 

tiein,  und  die  Richtung  von  y  wird  dadurch  gefunden  werden, 
dass  man  den  Winkel  von  y  mit  a  gleich  dem  Winkel  von  DC 
mit  DA  nach  der  Linken  von  a  hin  macht. 

Ueberhaupt  ai^o  werden  sich  die  Grössen  der  Krfille  a,  ß,y 
wie  die  Längen  DA,  DB,  ßC  verhalten,  und  die  gegenseitige 
Lage  der  Richtungen  der  drei  erstem  wird  dieselbe  nie  die  nee 
drei  letztem  sein,  so  dass,  wenn  die  Kräfte  a,  8,  y  ihren  Grtfr 
t^en  und  Richtunften  nach  durch  die  Linien  DAi ,  DB.  .  DCi .  ve^ 
gestellt  werden,  die  Figtir  DAiC^B,  der  Figur  DACB  ähnlich 
und  somit  ebenfalls  ein  Parallelogramm  ist,  in  welchem  die  Win- 
kel der  Diagonale  DCi  mit  den  Seiten  zu  einem  Rechten  la  ratio- 
ualeu  Verhältnissen  stehen. 


479 


Nun  war  y  die  Resultante  von  u  und  /S»  und  wir  seh  Hessen 
daher:  8oli  zu  zwei  auf  einen  Punkt  D  wirkenden  nnd  ihrer  Grösse 
und  Richtung  nach  durch  die  Linien  >l>^i  und  Z>i?|  vorgestellten 
K|^rten  die  Resultante  gefunden  werden,  so  vollende  man  den 
\^nkel  AiDBi^  zu  einem  Parallelogramm  >  und  es  wird  die  Dia- 
gonale DCi  desselben  die  gesuchte  Resultante  ihrer  Grösse  und 
Richtufig  nach  ausdrucken,  —  dafern  die  Verhältnisse  der  Win« 
kelAfDCi  und  CiDBi  zu  einem 'rechten  Winkel  rational  sind. — 
Dieselbe  Constrnction  iiiuss  aber  auch  hei  irrationalen  Winkel- 
verh|ltni8fieti  gelten ,  da  durch  genugsam  grosse  Annahme  der 
Zahl  M  Nationale  Verhältnisse  gefunden  M-erden  können ,  die  den 
irrationalen  so  nahe,  als  man  will,  kommen.  Der  in  diesem  Falte 
durch  die  Deductio  ad  absurdum  zu  fahrende  schärfere  Be- 
weis dörfte  hier  nicht  am  Orte  sein.  ' 


Zusätze,  er.  Die  Richtungen  von  a,  ß,  y  bilden  nicht  bloss 
dieselben  Winkel  mit  einander,  wie  die  Richtungen  von  DA, 
DB,  DC,  sondern  sind  mit  den  letztern  vollkommen  identisch. 
Denn  da  die^  Projectioneu  von  DA  auf  zwei  der  7n Linien,  welche, 
auf  verschiedenen  Seiten  von  DA  liegend,  mit  DA  gleiche  Win- 
kel inachen ,  offenbar  einander,  gleich  sind ,  so  hat  die  Resultante 
dieser  zwei  Projectioneu  DA  selbst  zur  Richtung^  und  da  das 
•System -iS(Dil9  aus  DA  und  aus  solchen  Paaren  von  Projectioneu 
Xitisammengesetzt  ist,  so  ist  die  Richtung  der  Resultante  a  die- 
ses Systems 'gleichfalls  DA.  Ebenso  zeigt  sich,  dass  DB  um\ 
DC  ine  Richtungen  von  ß  und  y  sind. 

6«  Weil  der  Winkel  DA'A  ein  rechter  ist,  so  ist  A*  ein  Punkt 
desiimDil,  als  Durchmesser,  beschriebenen  Kreises.  Auf  gleiche 
Art  ist  die  Projectipn  von  B{C)  auf  eine  willkfihrlich  durch  D 
geleete  Gerade  aer  Durchschnitt  dieser  Geraden  mit  einem  Kreise, 
welcher  DB.  {DC)  zum  Durchmesser  hat.  Beschreibt  man  daher 
um,  die  Seiten  DA,  DB  und  die  Diagonale  DC  eines  Pai^llelo- 
graroms  Z>2^Ci^,  als  um  drei  Durchmesser,  Kreise,  so  ist  immer, 
.wenn  eine  durch  ZXgelegtß  Gerade  diese  drei  iKreise,  resp.  noch 
in  A',  Bfy  C^  schneidet,  DC  der  Summe  von  DA*  und  DB* 
gleich.  Ond  umgekehrt:  Zileht  man  durch  den  einen  Durchschnitts- 
ponkt  D  zweier  sich  schneidenden  Kreise  beliebig  eine  Gerade, 
welche  die  zwei  Kreise  noch  in  A*  und  B'  treffe,  und  bestimmt 
man  im  dieser  Geraden  einen  vierten  Punkt  O  so,  dass 


DCz=iDA*\DB'\ 


<1H)  ■ 

»ifi  ief  Jet  gtfnniefrische  Ort  *oii  C  ein  dritter  durch  D  gell*ii'!pt 
Kreis  von  solcher  (irrisse  niiH  Lagtr,  iliiss  sein  Uurchmesser  Wf 
die   lliaitoiiale    eines    Parallelotjramrn»    ist,     nelches    die    Uur'h-   ' 
messer  DA   und  ÜB  der   beiden   erstem   Kreise    t.w    ai)liegen||e»| 
Seiten  bal.  ''J 

Ua  hiernach   von  jo    iltei  vnii  U  ans  liehen  den  nnil    in  derceF-  I 
hen   Geraden    liegenden  Selinen  der    drei    Kreise    die  Sehne  den   i 
dritten  ele^s    aus  den  Sehnen  der  zirei  erstem  zusaHimeiigeeelzt 
ist,     so   kann   man  den  d^tt(^^  Kreis   zusummensesetzt  aus   den    , 
Kirei  erstem  nennen.     Und  eben  tto,    nie  stvei,    lassen  sich  aucfe 
drei  und  mehrere  durch    einen   und  denselben  Punkt  li  gehende 
Kreise    zn   einem   neuen  zusammensetzen.     Dabei  ist  <Ier  von  B 
ausgebende  Durchmesser  des  neuen  Kreises  ,  statisch  ausgedriickl^ 
die  Resultante  der  von  D  ausgehenden  Durchmesser  der  gegebe- 
nen Kreise. 

'Werde  nur  nuch  bemerkt,  dass  das  von  der  Zusammen- 
setzung von  Kreisen  (iesagtc  vollkommen  auch  auf  die  Zusnni- 
mensetzuQg  zweier  oder  mehrerer  durch  einen  und  denselben 
Punkt  gehenden  Kugelfl:ichen  .\nivenduog  leidet.  Vergl.  ni,ein  Lehr- 
buch der  Statik,  1.  Theil ,  S.  131. 
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liiterarlsiclier   Berlclit* 


Oesdiidite  der  Matheinatik. 

Schollen  zu  Christoph  Rudolphs  Coss  von  Dr.  A. 
Drechsler,  Lehrer  der  Mathematik  und  Physik,  am 
Vitzthumschen  Geschiechtsgyronasium  undBlochmann - 
sehen  Gymnasial-Erziehungshaus  zu  Dresden.  Dres- 
den. 1851.  8. 

Dieses  sehr  lesenswerthe  Schulproeramm  giebt  eine  sehr 
deatliche  Vorstellung  von  der  Art  una  Weise«  wie  die  alten  Ai- 
gebralsten  die  Wissenschaft  behandelten.  Folgende  Ausgabe  der 
Coss  Christoph  Rudolphs  hat  der  Herr  Vf.  seiner  bcachtenswer- 
theu  Abhandlung  zu  Grunde  gelegt: 

nT^it  <Lofi  Cbrißopb  Rudolphs,  mit  fcbonen  lE;cempeln  öec 
Co#  Oard}  llTtcbael  6ttfe(  aebeffeirt  unO  febc  gemebtt.  3u  ISiOi 
tisgsberg  m  Ptt\x^tn  gedcucrt^  Duccb  HUjiCfxx^ttxni  fimomyelttxftm 
im  i'ar  1553." 

Solche  Gegenstände  aus  der  Geschichte  der  Mathematik 
sollten  Öfters  in  Schulprogrammen  behandelt  werden. 


Kysteme,  liebr-  und  ISV^Ürterbttclier. 

Die  Elemente  der  analytischen  Geometrie,  der 
Differential-  und  Integralrechnung.  Zum  Gebrauch  in 
technischen  Lehranstalten  bearbeitet  von  K.  W.  Kno- 
chenhauer, Director  der  Realschule  in  Meiningen. 
Jena.  1851.  8.    1  Tbl.  10  Sgr. 


842 

Allerdings  nur  die  ersten  Elemente  der  auf  dem  Titel  genannter 
WisHenschaften.  Die  Darstellung  der  Differentialrechnung  bewe^- 
sich  lediglich  in  den  allergevruhnlichsten  Vorstellungsweisen  von  derr 
Unendlichkleinen,  und  erinnert  im  Ganzen  sehr  an  Abraham  Gott- 
heit Kästner's  Anfangsgräiide  der  Analysis  des  Unendlichen  von 
anno  1799.  Wie  schwer  doch  Neueres,  wirklich  Besseres  and 
Gründlicheres  Kingans  findet!  für  manche  Realschule  mag  indes« 
das  Buch  ganz  brauenbar  sein. 

Compendium  der  höheren  Mathematik.  Von  Adam 
Ritter  von  Burg.  Zweite,  sehr  vermehrte  und  ver- 
besserte Auflage.  Mit  vier  Kupfertafen.  Wien  1851. 
8.  4  Thlr. 

Diese  Anzeige  von  dem  Erscheinen  einer  zweiten  AnBage  , 
wird  genügen,  da  das  Werk  aus  seiner  ersten  Auflage  bioKi-  < 
chend  bekannt  ist. 


Aritbmetlk. 

Die  complexen  Werthe  der  Fundamental-Fonctio- 
nen  in  geometrischer  Darstellung  vom  Prorectot  Dr. 
Grebel  am  Gymnasium  zu  Zeitz  (Schulprogramn  von 
Ostern  1851.).    Zeitz.  1851.  4. 

Dieses  lesenswerthe  Schulprogramm,  welches  leider  hier 
keinen  Auszug  gestattet,  enthält  werthvolle  Beiträge  zu  dem  auf 
dem  Titel  genannten,  in  neuerer  Zeit,  auch  im  Arcliive,  von  ineb* 
reren  trefflichen  Mathematikern  behandelten  Gegenstande,  der 
wie  so  vieles  Andere  bekanntlich  Gauss  seine  Anregung 
verdankt.  Je  mehr  dieser  Gegenstand  nach  unserer  Ueberzeugung 
noch  weiterer  Aufklärung  bedarf,  mit  desto  grösserem  Danke 
sind  neben  den  erwähnten  Arbeiten  auch  die  Bemühungen  des 
Herrn  \Ts.    der    vorliegenden  Schrift  anzuerkennen. 

Tabelle  der  reducirten  positiven  ternären  quadra- 
tischen Formen  nebst  den  Resultaten  neuerer  For- 
schungen über  diese  Formen  in  besonderer  Rücksicht 
auf  ihre  tabellariche  Berechnung,  von  Dr.  G.  Eisen- 
stein, Docenten  an  der  Univ.  zu  Berlin.  Berlin.  1851. 
4.   221/2  Sgr. 

Der  Titel  bezeichnet  den  Inhalt  hinreichend. 


•r 
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Geometrie. 

Aphorismen  und  Beiträge  zu  der  Anschauaiigslebre 
inden  mathematischen  Wissenschaften  vonRuprecht, 
Rittmeister  a.  D.    Hersfeid.  1850.  4. 

In  der  That  sehr  seltsame  Aphorismen ! 

Lehrhuch  der  darstellenden  Geometrie  für  Ge* 
werbsschulen  von  Fr.  Aug.  Klingenfeld,  Prof.  an  der 
Gewerbsschule  zu  Niirnberg.  Nürnberg.  1851.8.  24 
Sgr. 

Ohne  sich  auf  krumme  Flächen  einzulassen ,  enthält  dieses 
Lehrbuch  in  deutlicher  Darstellung  die  Elemente  der  descriptiven 
Geometrie.  In  einem  Anhange  sind  die  noth wendigen  stereome- 
trischen  £lementarsätze  zusammengestellt. 


l 


Solution  du  probleme  de  la  quadrature  du  cercle 
ar  Michel  Miladowski  et  Antonie  Izbicki,  son  Colla- 
orateur.  4. 


Diese  Schrift  ist  uns  so  eben  zugesandt  worden,  und  wir  müs- 
sen sie  daher  hier  dem  Titel  nach  anzeigen,  um  von  ihrer  Existenz 
Keontuiss  zu  geben.    In  der  Vorrede  sagen  die  Herrn  Verfasser: 

y,L'opiniou  generale  sur  Timpossibilit^  de  la  resolution  du 
problöroe  <lo  la  quadrature  du  cercle  peut  donc  etre  un  argumeut 
p^rempitoire ,  nous  le  reconnaissons  nousmemes,  mais  seulement 
dans  le  cas  oü  nous  continuerions  a  la  chercher  par  des  voies 
jnsqu'ä  present  employ^es;  mais  on  ne  peut  point  affirmer  qu*a 
la  saite  de  recherches  l'aites  par  d*autres  voies,  la  Solution  de  ce 
probleme  soit  impossible. 

Nous  allons  en  demontrer  la  possibilit^  par  les  d^veloppe- 
ments  suivants,  que  nous  soumettons  ä  Tappröciation  des  hommes 
^lairi^s.'' 

Auf  diese  „  appr^ciation '^  können  wir  aber  im  vorliegenden 
Falle  uns  an  diesem  Orte  begreiflicherweise  nicht  einlassen» 
sondern  müssen  dieselbe  ganz  unsern  lecteurs  peut  •  ^tre  plus 
öclalr^s  que  nous  m^mes  überlassen. 

Memoire  sur  quelques  lignes  courbes  trac^es  sur 
un  ellipsoide  et  sur  la  surface  du  cone  elliptl^ue  par 
M.  le  Dr.  J.  Dienger,  Professeur  'de  mathömatiaues  a 
rCcole.polytechni  que  de  Carlsruhe.  Rome.  1851.  8. 

Dieses  aus  den  Anna  les  des  Sciences  Math^niatiques 
et  Physiques  deRome.  xMars.  1851.  besonders  abgeH ruckte 
Memoire  enthält  mehrere  sehr  schöne  analytische  Untersuchungen 


I 


iu. 

aber  das  dreiaiigc  Elllpsoid,  namcotttch  fiher  Cinren  auf  deir.M 
ben,  uRler  denen  sich  die  Varytt  befindet,  van  tier  Laplsrc  ? 
der  Mecanique  Celeste.  L.  MI.  Oh-  V.  N.  38.  p.  10».  «prict 
Heber  die  Oberfincbe  des  ellipfischeii  Kwels  sagt  der  Her-  *■ 
am  Endt  seiner  Kehr  beachtensnertheo  Abbaiidliin:! :  „INdi»  *oyi 
doBC  4|uo  l'airc  du  cone  elliptique  peiit  litre  calcnlee  sd  in«ya|l 
de^  ronctioris  elli|)tit|ues  dans  le  cas  au  U  prnjpclioii  de  la  Jifmr 
qiii  Joint  le  Hoinmet  du  cone  et  le  ceiitr«  de  l'cllipse  sai  le  plan 
de  celte  «^uurbe  lombe  dans  U  direction  de  l'un  df^a  axes  pnnf> 
paux  de  reltipee."—  Müge  die  Abbandlung  die  sehr  verdiente  E^ 
äcblung  finden. 

r  les  eelonnes  tor»es  par  >l.  le  Cbeva^ 
"       is.  1830.  4. 

Wir  claulien  diese  Abhandlung  den  Lesern  des  Archivs  nicbt 
in  architeKtoniMcher,  sondern  in  georoetriiscber  Beziehung 
acbtung   emprehlen  zu  müssen.     Der  Herr  Vf.  betrachtet  i 
in  derselben  eine  ^nlesere  Aiiiahl   Lrummer  Flächen,  nelche  hii^J 
jetzt  in  die  Geninelrie  noch  nicht  Eineang  gefunden    haben,  abct] 
Tiemerkeiisn erthe  b^i^ensc haften  zu  haben  scheinen,  und  (*ei  de~ 
Vortrage  der  allgenteiucn  Theüri<3  der  Flächen  gewiss  auch  sei 
zweckmässig  als  Beispiele  benutzt  werden  kOnnen,    da  man  Br 
spiele  dieser  Art    nicht  genug   haben    kann.     Der  Herr  Vf.  g* 
diesen  Flächen  folgende  Namen:  8inusoide   droit.    Sinusoide 
färenticl.     fjinuaoicle    oblique.     Siausoide  spiral.      Uiese  geh! 
zu  deu  Coliinnes  lorses  a    noyaii  cyliadrique.     Ferner:    Eqnatioi 
de  la  Spirale  onnique  et  de  la  Scolioide.    Scoliotde  oblique.   ^'* 
lioide   Spiral.     Diese  gehören    zu   de»  Colonnes    torscs  a   i 
conioue.    Zuletzt  betrachtet  der  Herr  Vf,  die  Ligne  de  seiuiration 
d'onil>re  et  de  Inmiere,  omlire  portec  et   polnts   luinineuiL  dans  If 
»inusoide  spiral.     Uie  Gleichung  des  äinusoide   druit  ist  z.  h. 

V'.r»+y'=  r  4-  Ä  sin  —  . 

Die  Gleichung  dtts  Sinusoidc  Spiral  i»t 

\^.:r'  +  j*  —  r  +  6sin  }-'  +  arclang  =  ^-i 

Uie  Gleichungen  der  {Ihrigen  Flächen  sind  weitläufiger  und  laattn 
sich  hier  nicht  niittheilen.  Wir  verneisen  aber  noeümals  aus  d«n 
oben  angedeuteten  Gesichtspunkte  auf  diese  AbhaudtunE;, 
besonders  »eil  wir  Beispiele  zu  allgemeinen  Theorien,  die  auch 
eine  praktische  Bedeutung  haben,  immer  für  besonders  zweck- 
mässig hallea.  Uebet  die  Colnnnes  torses  selbst,  nämlich  fiber 
die  spiralfürmig  gewundenen  Säulen,  die  man  olt  in  gnthischeb 
Kirchen  findet,  sagt  der  Herr  Vf.  am  Eingiinge  seines  sebr 
lesenswcrtben  Memoire 's  Folgendes: 

Les  colonnes  torses,  dnnt  le  g^nie  de  riiommc    tire    tanl  de 
parti  dans    ses  ouvrages   les  plus   magnitiques,   ont  ete  juequici 
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»eu  etudi^s  en  ce  qui  concerne  leur  generation  göomötrique.  Sous 
e  raport  on  n'est  pas  plus  avaiice  aujourd*hiii  qu'on  ne  Fetait  il 
'  a  bien  de  siebtes.  Poiutant  ces  colonnes,  qui  rennissent  ä  un 
i  haut  degr^  la  variöt^  k  l'^legance»  et  dont  les  prcmiers  fonda- 
eurs  d'eglises  gothiques  se  sont  principalement  servis  pour  ex- 
Printer  ä  la  fois  la  perfection  inaccessible  et  Tölevation  de  Väme 
i  DieUy  devaient  pouvoir  etre  represeritäes  gäonietriquement  d'une 
Ilaniere  plus  simple  et  plus  exacte  qu'on  ne  le  pensait,  afin  de 
iustifier  le  choix  que  rhomme  en  avait  fait  et  le  sentiment  du 
!>eaa  qui  Tavait  inspire. 

Muge  die  Abhandlung  bei  den  Geometern  die  gewiss  recht 
sehr  verdiente  Beachtung  finden,  die  wir  derselben  wünschen; 
die  Beurtheilung  ihres  architektonischen  Werths  müssen  wir  An- 
deren überlassen. 


Astronomie. 

De  fide,  quae  sit  astronp  morura  in  paraliaxi  fixa- 
rum  exquirenda  caiculis  tribuenda,   dissertatio  quam 

Soblico    examiui    subjicit  F.  T.   Blomstrand,   respon- 
ente  F.  B.  B.  Seiander,    Lundae.  1850.  4.    * 

Eine  iesenswerthe,  mit  vielem  Fleiss  verfasste  Dissertation,  in 
»welcher  die  Methoden  zur  Bestimmung  der  Parallaxe  der  Fix- 
sterne sehr  deutlich  theoretisch  entwickelt  werden^  und  dann  die 
>^on  ihnen  gewährte  Sicherheit  sorgfälltig  geprüft  wird. 


]!  a  u  1 1  k. 

Ueber  Leuchtthürme.    Nach  englischen,  frauzösi- 
!(chennnd  deutschen  Quellen  bearbeitet  vönA.  Hess, 
Ingenieur   zu  Güttinc^cn.    Mit  vier  Figurentafeln.   Ber- 
in.  1851.  4.     1  Thlr.  20  Sgr. 

I 

Eine  fleissige  Zusammenstellung  des  Technischen ,  Optischen 
md  Historischen  über  Leuchtthürme. 

Praf.  D  r.  V  ine.  Gallo  :  T  rnttato  di   nuvignzione.   2  Voll. 
Trieste.  1851.  4. 

Wir  werden  Ton  diesem  Werke,  da«  uns  noch  nicht  zugegangen  iät^ 
ipater  eine  ansf uhrliche  Anzeige  liefern. 


\ 


Physik 

Uelier"  die  Ituivegnnc  scb  winRetnIer  Kürper  I 
uhlerxtehende»  Milfet  mit  Rficksidit  uuT  ilie  Newton' 
kclieri  l><;r..lclversuche.  Von  .f.  F.  W.  Gronau,  Ober- 
le(.r(-r  a«  der  St.  Johan  i.isch  nie  xo  Danzig.  Üapnr 
1S30.  4. 

Diese  intoreseante  kleine  Schrift  scstattet  )*iiler  einen  Ai* 
«üg  nitht,  ist  aber  der  Beachtuni;  der  LeKer  des  Archivs  m  «n|| 
pfialileu.  DieBerechnnnsiler  Nevrion'schen  Versuehp  führt  übriger 
S.  Vi.  za  sehr  ivenig  mit  einander  libereinslimmenden  Kesoltatei 

Die  galvanischen  6rund  ve  rsuch  e,  mathematisch 
erklärt  und  die  Theorie  des  Co  ndensalors  von  ßR 
AdrianWeiss,  Rector  und  Lehrer  der  Math.  >ind  Phyf 
»ik  an  der  kunigücben  (■  ewerbschule  au  AnshacU 
Ansbach.  1831.  4.     IThlr.  lOSgr. 

Die  (Grundlage  dieser  Abhandlunsr  bildet  der  SuIe:  Wai^ 
irgend  zwei  Kfrrper  (Metidle)  sich  lieriihren,  so  werden  in  ihnen 
verniuge  dieser  Berfthrung  senisse  Mengen  vorher  tiich  neutra- 
liairender  entgegengesetzter  Electrici täten  getrennt  und  diese  la- 
gern sich  auf  den  zwei  Kürpern  so,  duss  die  Intensitäten  ihrer 
electrischen  Zustände  einen  constanfen  von  der  Materie  lieidt£ 
Körner  bedingen  Unterschied  (die  Spannung)  behaupten.  I^ 
atrei  Kürper  nennen  wir  Electroniotoren,  ancn  für  den  Fall,  irF 
die  Differenz  sn  unbedeutend  i^t,  dass  ninii  sie  noch  a-iT  keine 
Weise  wahrne)ind)ar  machen  kann.  Eine  Verbindung  mehrerer 
hinter  einander  sieb  berührender  Etectrnniotoren,  welche  zugleiob 
gute  Electricit^tsleitcr  sind,  nennen  wir  Säule. 

Die  bekannten  Versuche  Jagers  stimmen  mit  Aiwni^nie 
eines  Punktes  mit  den  Resultaten  der  Theorie  iiberein.  Da 
Herr  Vf.  bedient  sieb  nur  der  niederen  Algel)ra. 

Der  eigentlichen  Betraeblunc  der  galvanischen  Säule  wurde 
die  im  Archive  der  Math,  nnd  Physik.  Tbl.  XIIl.  abge- 
druckte Abhandlnng  des  Herrn  \Ta.  ijber  die  Condensatorwir- 
bung  vorangestellt,  wegen  des  inneren  Zusammenhanges  heider 
Abhandlungen.  Wir  glauben  die  vorliegende  Abhandlung  der 
Reachtung  der  Leser  recht  sehr  empfehlen  zu  mfissen. 

Grundzüse  einer  Meteorologie  für  den  UorisonI 
von  Prag,  entworfen  aus  den  an  der  k.  k.  UniversilSfi- 
Sternkarte  daselbst  in  den  Jahren  ]  77  1  bis  1  846  ao- 
gestellten  Kenb  a  chlungen  von  Karl  Fritsch,  Assl- 
ftenten  an  der  k.  k.  Sternwarte  u.  s.  w.  Prag  1850.  t. 
1  Thlr.  20  Sgr. 

Möchte    allen  liedeutenderen  Orten    eine  so   umfassende  null 
indliche    Uchandlun!;    ihrer    meteorologischen    Verhältnisse  >n 
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'heil  werden,  wie  sie  hier  Prag  durch  den  Herrn  Vf.  lu  Theil 
'ird,  und  wie  dieselbe  jetzt  bekanntlich  hauptsächlich  durch 
Lreil's  Bemühungen  fOr  den  ganzen  österreichischen  Kaiserstaat 
ngebahnt  wird. 


Termiscbte  Scbriften- 

Sitzungsberichte  der  Kaiserlichen  Akademie  der 
Hssensc  haften  z^u  Wien.  (S.  Lite  rar.  Ber.  Nri  LXII. 
.  817.) 

Jahrgang  1850.  Zweite  Abth.  (October).  S.  228. 
oue,  Ueber  die  ewigen  Gesetze  der  Natur ^  besonders  in  der 
ineralogie,  Geologie  und  Paläontologie.  —  S.  232.  Spitzer: 
eher  die  Auflösung  transcend enter  Gleichungen  mit  einer  unbe- 
inoten  Grösse.  —  S.  232.  Brücke:  Untersuchungen  über  die 
ibjectiven  Farben.  —  S.  281.  Pierre:  Bemerkungen  über  zweck- 
ässige  Construction  von  Reisebarometern.  —  S.326.  Skuhersky: 
ie  orthographische  Parallelperspective. 

Jahrgang  1850.  Zweite  Abth.  (November.)  S.  351. 
atterer:  Gasverdichtungs  -  Versuche. —  S.  398.  v.  Steinbeil: 
Mchreibung  einer  von  ihm  construirten  Brückenwage.  —  S.  442« 
aidinger.  Mittheilung  eines  an  ihn  gerichteten  Schreibens  des 
ir  David  Brewster  über  die  Natur  der  Polarisationsbüschel. 

Jahrgang  1850.  Zweite  Abth.  (December).  S.  448. 
.il litzer:  Vergleichung  der  drei  zu  Regnaults  Psychrometer 
m  Fastre  in  Paris  verfertigten  Thermometer.  —  S.  479.  Schrot - 
!r:  Ueber  das  Verhältniss  der  chemischen  Anziehung  der 
^ärme.  —  Seidel:  Allgemeine  Uebersicht  der  meteorologischen 
sobachtungeii  zu  Bodenoach  in  Böhmen  im  Jahre  1849.  Zusam- 
enstellung  der  meteorologischen  Beobachtungen  vom  Jahre 
.29—1849. 

The  Cambridge  and  Dublin  mathematical  Journal, 
dited  by  W.  Thomson,  M.  A.,  T.  R.  S.  E.  Vergl.  Lite- 
r.  Ber.  Nr.  LXIV.  S.  836. 

No.  XXVI.  On  the  Theory  of  Linear  Transformations.  Con- 
lued.  By  Geo.  Boole.  —  On  the  Reduction  of  the  General 
|uation  of  the  nth  Degree.  By  same.  —  On  the  Theorems 
Space  analogons  to  those  of  Pascal  and  Brianchon  in  a  Plane, 
irt  III.  By  Thomas  Weddie.  —  On  certain  Definite  Inte- 
al's.  By  Arthur  Cayley.  —  On  Arbogast'»  Method  of  De- 
ations.  By  W.  F.  Denk  in.  —  On  the  mode  of  using  the 
ins  +  and  —  in  Plane  Geometry.  By  De  Morgan.  —  On 
Ttain  Geometrical  Theorems.  —  On  Mariotte's  Law  of  Fluid 
asticity.  By  Henry  Wilbraham.  —  Repiy  to  Professor 
»ole*s  Obser\'ations  on  a  Theorem  contained  in  the  last  Novem- 
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her  Number  of  the  Journal.  By  J.  J.  Sylvester.  —  On  the 
Mcthod  of  Vanishinp;  Groups.  Ky  Ja iii  es  Cookie.  —  On  the 
Laws  of  the  Elasticity  of  Solid  Bodics  By  W.  J.  M.Rankine.- 
Mathematical  Notes:  1  Coiistructioii  by  the  Ruier  alone  to  de-  '■ 
termme  the  ninth  Point  of  Interaection  of  two  Curves  of  the  Tbird 
Degree.  By  A.  S.  Hart.  IL  On  Clairaut's  Theorem.  By  Sa- 
muel Hanghton.  111.  Laws  of  the  Elasticity  of  Solid  bodies. 
By  W.  J.  M.  Rank  ine.  IV.  Note  on  Mr.  Cockle's  Solution  of 
a  C'ubic  Equation.  By  Arthur  Cayley.  —  Sketsch  of  a  Ale- 
moir  on  Elimination»  Transformation,  and  Canonieal  Forms.  By 
J.  J.  Sylvester. 

Te  Next  Number  will  Published  on  the  Ist  of  November. 

# 

Herr  A.  Cayloy  gibt  in  seiner  Note  über  eine  Auflösung  der 
cubischen  Gleichungen  des  Herrn  Cockle  folgende  AuflCsong:  , 

Wenn ' 
die  Gleichung  ist^  so  ist 


{M-Äc)-1^(-ill)la-  2(iic-6«)VP 


filr 


Eine  vollständige  Entwickeinng  dieses  Resultats  durch  einen 
der  geehrten  l^escr  des  Archivs,  und  deren  l\littheilung  in  dieser 
Zeitschrift,  dürfte  sehr  wü'nschenswerth  sein. 
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üiterarliselier   Bericlit. 


Oeometrie. 


Anfangsgründe  der  Geometrie  aus  der  Anschauung 
begriffsmässig  entwickelt.  In  Folge  hohen  Auftrags 
des  Ministeriums  des  Kultus  undUnterrichts.  Von  Dr. 
L.  C.  Schultz  V.  Strassnitzki,  ö.  o.  Professor  der  ho- 
Iiero  Mathematik  am  k.  k.  polytechnischen  Institute 
>a  Wien.  Erstes  Heft.  Für  die  erste  Grammatikai- 
Klasse.  Wien.  Verlag  von  Carl  Gerold.   1851.   8.    16Sgr. 

Die  Vorliegende  Schrift  ist  uns  ein  neuer  höchst  erfreulicher 
Beweis,  wie  sehr  das  k.  k.  österreichische  Ministerium  des  Kul- 
pos und  Unterrichtes  bemühet  ist^  den  Unterricht  in  allen  Lehr- 
Regenstäoden  auf  allen  niederen  und  höheren  Unterrichtsanstalten 
Icräftig  zu  fördern,  und  dieselben  zu  wahren  volksthümlichen  An- 
stalten zu  machen ,  wodurch  die  genannte  Behörde  die  ihr  von  der 
2eit  gestellte  Aufgabe  auf  eine  jedes  warme  Menschenherz  wahr- 
haft erfreuende  und  erbebende  Weise  lösen,  und  sich  den  wärm- 
sten Dank  der  Mit-  und  Nachwelt  erwerben  wird.  Je  falschere 
Begriffe  über  das  österreichische  Unterrichtswesen  man  in  Deutsch- 
land noch  häufig  verbreitet  findet,  desto  mehr  haben  wir  es  schon 
i^ehrmals  fQr  unsere  Pflicht  gehalten,  auf  so  erfreuliche  Beispiele, 
^ie  uns  wieder  das  vorliegende  Buch  eines  darbietet,  hinzuwei 
^en.    Nun  einige  Worte  über  das  Buch  selbst. 

Das    vorliegende  erste   Heft    ist  für   die  erste  Grammatikal 
SCiasse  bestimmt.  Was  die  Benennung  „erste  Grammatikalklasse'* 
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rigenllich  tBr  etue  Klasse  liezeiclmot,  iviaseo  wir  nicbt;  li 
glauben  wir  nns  davon  l'olgenile  VnrälelluDg  niacheit  zn  Itünneit. 
Die  preussischen  Gytnuasiefi  bestehen  bekanntlich  vorechridsnihS' 
Big  aus  sechs  Klasj^en,  von  denen  ninn  Kwei  (Prinia  und  Secunda) 
die  oberen,  zwei  (Tertia  und  Quarta)  die  mittleren,  znei  (Quinta 
Dtid  Sexta)  die  unteren   nennt,    und  durch  diei^e   Einlheilung  yi- 

gleich  drei  so!;enatinte  Bilduni;sslureu  liezeichiiet.  In  Sesta  nun, 
er  untersten  Klasse  der  preussischen  Gymnasien,  die  sich  an 
die  geiriihnliche  üiirgerschule  anschliesst,  beginnt  der  slrenee 
Unt4^rric)it  in  der  lateinischen  Graiimiiilik,  und  da  dies  nun  in  der 
«rsten  Grummatikal-Kluäse  der  Üslerreichischen  Gymnasien  unstrei- 
tig auch  geschieht,  so  mCissen  wir  der  Meinung  seiu,  dass  die 
erste  Grammatikal-Klasse  der  Dsterreichischen  Gymnasien  mit  der 
IJexla  der  prenssisohcn  Gymnasien  in  Partillele  zu  stellen  sei.  Mi 
den  letzteren  Lehranstalten  pflegt  der  strenge  geometrische  Unte^ 
rieht  erat  auf  der  mittleren  Bildungsstufe,  d.  h.  in  Quarta,  zn  be- 
ginnen; auf  den  ilsterreic bischen  Gymnasien  «i'irde,  nenn  unsere 
obige  Ansicht  über  den  gegen  (teil  igen  Standpunkt  der  Klassen 
ricbtig  ist,  —  und  nach  dem  vorliegenden  Buche  zu  urtheilen ,  —  dies 
schun  in  der  untei^tcu  Klasse,  »eiche  alse  mit  Sexta  der  pnos- 
sischen  Gymnasien  parallel  ISuß,  der  Fall  sein.  Dies  ftrhrtuns 
nun  von  selbst  aul'  die  Frage,  ob  das  vorliegende  Buch  eine  Ao- 
leilung  zu  einem  streng  geometrischen  Unterrichte,  oder  nur 
zu  einer  sogenannten  Anauhauung^lebre,  wie  sie  »ohi  in  den  un- 
tersten Klassen  der  preussischen  Gymnasien  ertheilt  ivird,  gebe. 
Wir  verneinen  unbedingt,  das  Letztere,  und  bejahen  das  Erstere. 
Denn  mag  auch  der  llerr  Verf.  gleich  im  Anfange  der  Vorrede 
der  sogenannten  euklidischen  Methode  keineswegs  aas  Wnr|  feden, 
so  gieiit  dessenungeachtet  sein  Buch,  dessen  vorliegendes  erstes 
Heil  etiva  die  Sätze  des  ersten  Buchs  der  Elemente  des  Euklides 
bis  zur  34ston  Projiosillon  enthalt,  eine  sehr  zweckmüsslce  An- 
leitung zur  strengen  Geometrie  und  ist  Leinesweg»  eine  olnsse 
sogenannte  Anschnuungslebie,  Denn  ob,  um  nur  auf  ein  Beispiel 
'* '  zuvreisen,  Euklides  die  Hauptsätze  von  den  PHralleflinien  in 
r  Ordnung  lieneist,  dass  zuerst  die  drei  Sätze  beiviesen  wer- 
.,  in  denen  aus  der  Gleichheit  der  Gegenwinkel,  aus  Att 
Gleichheit  der  VVcchselwinkel ,  endlich  daraus,  dass  die  8uniD>«> 
zweier  inneren  Winkel  an  derselben  Seite  der  schneidenden  Link 
zwei  rechte  Winkel  betrügt,  auf  die  Parallelitüt  der  Linien  ge- 
schlossen wird,  und  dann  die  Umkehrung  dieser  Sätxe  fnl^ 
lässt;  oder  ob  der  Herr  Verf.  es  zweckmässig  findet,  die  Saehe 
umzukehren,  d.  h.  den  letzteren  Sütz  voranzustellen,  und  daDs 
die  drei  ersteren  folgen  zu  lassen;  dus  ist  uns  ganz  gleicbgfiltig, 
wenn  die  SMtze  dem  Lehrling  nur  zu  vnllsfhni)iger  Anschauung 
gebracht  %yerden,  und  er  von  "deren  Richtigkeit  vollständig  über- 
zeugt wird.  Schon  darin,  dass  überall  die  Sätze  und  ihre  Um- 
feebiungen,  wenn  dieselben  zulässig  sind,  streng  von  einander 
geschieden  werden,  erkennen  wir  das  Wesen  der  euklidisch« 
Methode,  wie  ausserdem  auch  an  allen  übrigen  Stellen  de«  r» 
liegenden  Buches,  wobei  es  uns  auch  gnnz  gleichgültig  tut.  A 
der  Herr  Vf.  Parallelogramm,  wie  Euklides,  oder  dafür  Gleich- 
laufeck  oder  Gleicheck,  u.  dergl.  sagt.  Und  ein  anderes  aU  ein 
strenges  Lehrbuch    der  Geometrie  konnte 


I  ein   amieres    U|s  cid 

luch  ein  so  streng  t 


MwgcwtGhneter  MathematlfceT  wie  der  Herr  Verf.  gar  nicht 
acliteibeii. 

Was  Duii  alior  die  EntwickeluDg  iler  Lehren  der  Elcmeiitar- 

rietrie  liir  den  Uolerricht  und  bei  demselben  betrifft,  so  hat 
Bert  Verf.  mit  allem  Rechte  den  etwas  starren  Weg  des  Eu- 
kiidea  sänzlkh  verlaosen,  und  die  sogenannte  eoliratiscb-beuristi- 
icte  Methode  in  vortielllicher  Weise  angewandt,  oder  vielmehr 
Anwendung  derselben  dem  Lehrer  eine  vortretQicho  Anleitung 
eben,  in  der  uns  immer  ein  wirklicher  malhematittcher  Geist 
entgegen  tritt,  wie  es  gleichfalls  hei  dem  Herrn  VI',  nicht  anders 
lU  erwarten  itar.  Auch  ist  überall,  wo  es  (tnging  und  zweckmäs- 
il{  war,  um"«»  zu  sagen,  die  praktische,  d.  b.  auf  Gegenstände 
1«  Praxis  gerichtete,  Anschauung  zu  Hülfe  genommen  worden. 
Ikter  euklidischet  Methode,  der  wir  so  oft  das  Wort  geredet 
Iwiieni  verstehen  wir  im  Allgetiieincn  nur  geometrische  Strenge; 
wie  dieselbe  erreicht  wird,  ist  uns  gleichgültig;  und  insbesondere 
Ad  eriten  geometrl sehen  Unterricht  in  der  starren  W.eise  des 
bklides  ertbeiicn  zu  wollen,  würde  geradezu  Unsinn  sein.  Oass 
Jedoch  das  Lehrbuch,  was  die  Schäler  in  den  Händen  haben,  ganz  in  ' 
itn  Weise  des  Euklides  ahgefasst  sei,  scheint  von  den  meisten 
Iidirern  der  Mathematik  als  das  Zweck  massigste,  namentlich  für 
den  höher n  Unterricht,  anerkannt  zu  sein-  IJen  durch  das  Lehr- 
Wh  gebotenen  Stoff  iiun  aber  auf  die  erf^prlesslicbsle  Weise  zu 
bunjlceu,  ist  allein  Sache'des  geschickten  Lehrers,  und  Vor- 
tdliften  lassen  nach  unserer  Meinung  in  dieser  Beziehuag  sich 
^1^  gehen;  jeder  Lehrer  wird  seine  eigene  Methode  haben,  diese 
^1  (fir  ihn  allemal  die  beste  sein,  und  in  deren  Wahl  muss  ihm, 
e  Geschicklichkeit  als  hinreichend  erkannt  und  senrflft  voraus- 
ßMtBt,  völlige  Freiheit  gelassen  werden.  Namentlich  aber  auch 
ttjletsterer  Beziehung,  nümlich  die  leichteste  Anschliessung  jeder 
inaerea  selbst  gewählten  Methode  zuzulassen,  scheint  uns  die 
nklitUsche  Uurstellungswelse,  namentlich  für  den  hüheren  Unter- 
icfat,  im  Lehrbuche  die  beste  zu  sein.  Das  vorliegende  Lehr- 
dessen  ferneren  Lieferungen  wir  mit  Verlangen  entgegen 
len,  enthjilt,  wie  wir  uns  schon  oben  ausgedrückt  haben,  eine 
^S-'...  Anleitung  zu  einem  erfolgreichen  geometrischen  Un- 
t^cbte,  einem  solchen  nämlich,  durcli  welchen  schon  die  ersten 
^ngsgründe  zum  wahren  geistigen  Elgenthum  des  Schülers  ge- 
l^t  werden;  nur  erst  dann,  wenn  er  im  wahren  freien  Bcsitn 
m«lben  sich  beflmlel,  wird  er  froh  un<l  freudig  auf  der  ferneren. 

Eyicb  nicht  immer  auf  Kosen  gebetteten  Bahn  der  Mathematik 
^schreiten  können. 

.  Nun  wir  kommen  nachmals  auf  dasselbe  aurück,  aber  nur  in- 
^^a,  als  wir  den  Österreichischen  Gymnasien  aus  Cebericengung 
Uck  wünschen ,  wenn  schon  in  der  untersten  Klasse  der  geomc- 
bebe  Unterricht  auf  die  In  diesen  Anfangsgründen  vorgezeich- 
_'_.  Weise  erthellt  wird;  das  Gedeihen  des  höheren  Unterrichts 
itd  darin  dann  gewiss  eine  sichere  Grundlage  linden. 

Eine     geometrische     Abhandlung     von     Professor 
'öss    (Einladutigschrift  der  Künigt.  poly tvchnischen 


ScliuU  zu  Stuttgart 
Königs  Wilhelm  vo« 
1850.).    Stuttgart.     1»50. 


T    MajesHIt    des 
I  27.  fjeptembei 


Nach  Voraus  Schickung  der  nüthigsten  UfilfsMitze  enthält  die*  | 
ees  Programm    eine  recht  gute  und  ziemlich  vollständige  Zusam-  i 
menstellung  der  wichtigsten  Eigenschaften  des   einrachen  und  des  j 
vollstSudigeo  Vierecks,    nebst  einigen  Aunendungen  diei^er  Satie 
auf  die  praktische  Geometrie.     In  einem  Anhange  eiebt  der  Herr 
Verf.  eine  recht  ^ute  praktische  ErlSaterun«;  der  Anwendung  des 
iiekannten  Legen dre'schen  Theorems    von  der  Reducfion  sphJiri- 
scher  Dreiecke  auf  ebene  Dreiecke  in  der  (Geodäsie.     Die  Lehrer 
'  der  Geometrie  iverden  in  diesem  .Schriftchen   manche  gute  Mate- 
rialien ■£»  geometrischen  Uebuiigen   finden,    und  mag  ihnen  dabei 
dasselbe  bestens  empfohlen  sein. 


chen    In 


tOrperlic 

inf'rogra         .  ., 

sprüfung  an  der  Kü 


Ueber   die  Gcrechuung    des 
unbeschlagener  Baumstämme. 

geben    hei  Gelegenheit    der  Jah ^  _.    __     _. 

tiigl.  vfüttembergischen  land-  und  forstwiithscbaUU- 
chen  Akademie  zu  Uohenhcini  den  30.  Augnet  lS4ft 
Von  Professor  Dr.   Friedr.  Riecke.     Stuttgart. 

Dieses  erst  jetzt  zu  unserer  Kenntniss  gelangte  Progtaram 
enthält  eine  recht  gute  Zusammenstellung  der  vürzägKchsten  bk 
jetzt  in  Vorschlag  gebrachten  Methoden  zur  Berecbnun«  desfeSr- 
perlichen  Inhalts  unlteschlagener  Baumstiimme,  und  eiu  Crtbeil 
über  deren  praktische  Brauchbarkeit.  Unter  den  verschieiteasD 
Bereehnungsniethoden  giebt  der  Herr  Vf.  der  Formel 


ah(3P^  +  r^) 


den  Vorzug,  wo  t  den  Halbmesser  der  oberii  Grundflücbe,  filen 
Halbmesser  im  dritten  Theile  der  Hühe  vom  dickero  Ende  au  Be- 
rechnet, A  die  Länge  des  Stammes  bezeichnet.  Die  Formel  rClirt 
von  Hossfeld  her.  Für  sehr  genaue  Inhallsbestimmungen  em- 
pilebll  er,  wie  sich  von  selbst  versteht,  vorzugsweise  die  s^e- 
nannte  Simpson'scbe  Formel  (s.  Archiv.  Tbl.  XIV.  S.  291.).  Wir 
empfehlen  das  ScbrlHcben  Lehrern  der  Mathematik  auch  aus  di^ni 
Gesichtspunkte  einer  gnten  Beispielsammlung  ?.ur  Stereoin«trie, 
sowohl  der  elementaren,  als  auch  der  hübereu  mit  Anwendung 
der  Integralrechnung. 
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Arfttanietik. 


Lehrbuch  der  höheren  Mathematik,  enthaltend  die 
Differential-  und  Integralrechnung,  Variationsrech- 
nung und  analytische  Geometrie.  Nebst  vielen  Bei- 
spielen. Von  Dr.  T.  Franke,  Professor  und  zweitem 
Director  an  der  polytechnischen  Schule  zuHannover. 
Mit  3  Figurentafelo.    Hannover.    1851.    8.     4  Thlr. 

Der  Herr  Vf.  hat  in  diesem  Werke  ein  in  mehrfacher  Rück- 
siebt sehr  vollständiges  Lehrbuch  der  sogenannten  höheren  Ana- 
Jysis  und  der  analytischen  Geometrie,  welche  letztere  von  der 
ersteren  zweckmässig  ganz  gesondert  worden  ist,  geliefert,  indem 
10,  demselben  ausser  den  ge wohnlichen  auch  Lehren  vorgetragen 
worden  sind,  welche  sonst  gcwuhulich  nicht  in  für  den  ersten  Un- 
terricht, namentlich  auf  technischen  Lehranstalten,'  bestimmte 
Lehrbücher  "aufgenommen  zu  werden  pflogen,  wie  z.  B.  in  der 
Integralrechnung  die  Theorie  der  Euler'schen  integrale,  der 
Gamma-Functionen,  die  periodischen  Functionen  und  Andere?«, 
wobei  wir  nur  gewünscht  hätten,  dass  auch  die  Grundelemente 
der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  aufgenommen  worden 
wSren»  was  sich  durch  die  sonstige  Reichhaltigkeit  des  Werks 
gewiss  würde  haben  rechtfertigen  lassen,  da  die  letzteren  Fun- 
ctionen unzweifelhaft  wenigstens  eben  so  wichtig  für  die  ganze 
Wissenschaft  sind,  wie  die  zuerst  genannten.  Ausserdem  enthält 
das  Werk  in  der  That  einen  grossen  Reichthum  von  Beispielen, 
die  der  Herr  Vf.  selbst  zu  mehr  als  400  angiebt,  welche  das  Stu- 
dium des  Werks  für  Anfönger  gewiss  sehr  lehrreich  machen  wer- 
den. Als  eine  besondere  Eigenthünilichkeit  seines  Werkes  hebt 
der  Herr  Vf.  endlich  noch  hervor,  dass  er  bei  den  Differential- 
Gleichungen  der  Methode  der  Trennung  der  operativen 
Symbole  besondere  Aufmerksamkeit  geschenkt  habe,  welche  von 
Servois  in  den  Annales  de  Math^matiques.  T.  V.  begrün- 
dety  von  Murphy  in  den  Philosophical  Transactions. 
1837.  weiter  entwickelt,  und  von  Gregory  in  den  Examples 
of  the  proccss  of  the  Differential  and  Integral  Cal- 
culns.  Cambridge.  1841  und  1846.  mit  grossem  Nutzen 
angewendet  worden  sei,  indem  er  glaube,  durch  die  Verpflanzung 
dieser  Methode  auf  deutschen  Boden  keine  undankbare  Arbeit 
unternommen  zu  haben,  weil  sie  einer  weiten  Ausdehnung  auf 
analytische  Untersuchungen  fähig  sei,  und  viele  Rechnungen,  wie 
z.  B.  die  Auflösung  der  Differential-Gleichungen,  vereinfache  und 
abkürze. 

Was  die  Begründung  der  höheren  Analysis ,  insbesondere  der 
Differentialrechnung,  betrifft,  die  uns  in  diesem  Werke  entgegen 
tritt,  so  wird  man  uns  zugeben,  dass  es  bei  solchen  kurzen  An- 
zeigen, wie  die  iu  unseren  literarischen  Berichten  sein  sollen  und 
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nur  sein  können «  «ehr  schwer  isf ,  sich  in  eine  einigerraassen  ge- 
nügende Dbcussion  über  dergleichen  Gegenstände  einzulassen. 
Indess  ist  der  Gegenstand  zu  wichtig,  als  dass  wir  über  densel- 
ben in  Uezu^  auf  das  vorliegende  Werk  hier  nicht  noch  einige 
Worte  beizutüeen  uns  erlauben  sollten.  Den  Differentialquotien- 
teii  fasst  der  Herr  Vf.  als  Gränzo  auf,  und  hätte  dabei  nacn  unse- 
rer Meinung  die  vorhergehenden,  gewissermassen  diesen  Begriff 
einleiten  sollenden,  Bemerkungen  über  unendlich  kleine  Verände- 
taugen  und  dergl.  ohne  Schaden  ganz  weglassen  können.  Bei  der 
Ableitung  der  Differentiul(|uotionten  der  einfachen  Functionen  setzt 
der  Herr  Vf.  schon  das  Binomialtheorem  in  seiner  grussten  Allge- 
meinheit voraus;  oligl^ich  dies  unseren  Ansichten  über  diese 
Dinge  nicht  ganz  entspricht,  so  enthalten  wir  uns  doch  eines  be- 
stimmtem Urtheils  über  die  Strenge  der  gegebenen  Ableitungen, 
weil  uns  die  Zahlen  lehre  des  Herrn  Vfs.,  auf  welche  er  wegen 
des  Binoniialtheorenis  verweist,  nicht  vorliegt,  und  wir  daher 
über  die  dort  erreichte  Strenge  bei  dieser  Grundlage  der  Different  al- 
rechnnng  nicht  urtheilen  können.  Was  nun  ferner  die  Darstellung 
des  Taylor'schen  Satzes  betrifft,  welcher  immer  den  Hauptnerv 
der  ganzen  Differentialrechnung  bilden  wird,  so  kommt  der  Herr 
Verf.  bei  dessen  Ableitung  allerdings  auf  den  sogenannten  Rest, 
und  stellt  die  betreffende  Gleichung   auf  folgende  Art  dar: 


wo  ^  einen  ächten  Bruch  bezeichnet.  Der  besonderen  Betrach- 
tun«»"  des  Restes  entsclilii<;t  v^ich  aber  der  Herr  Vf.  unter  Voraus- 
setzung *>evvisser  alli;onieiijer  Bedingungen  ganz,  und  dieselbe 
kommt  iii  der  That  auch  in  dem  ganzen  Werke,  so  viel  wir  fin- 
den können,  gar  nicht  weiter  vor,  auch  nicht  bei  dein 
Tayior*schcn  Satze  liir  Function(Mi  mit  mehreren  Variabein.  Fra- 
gen wir  uns  nun,  was  den  Herrn  Vf.  dazu  berechtigt,  die  beson- 
dere Betrachtung  des  i^ostes  ganz  zu  unterlassen,  natürlich  unter 
Voraussetzuni;  gewisser  alli^emeiner  Bedingungen,  so  wiederholen 
wir  zuvörderst,  dass,  bei  der  hier  uns  zur  PlÜcht  gemachten 
Kürze,  eine  vollständige  Verständigung  mit  dem  Herrn  Verf.  un?? 
schwer  werden  wird.  Indess  dürften  die  folgenden  Bemerkungen 
ihren  Zweck  vielleicht  nicht  ganz  verlehlen. 

Verstehen  wir  nämlich  den  Herrn  Vf.  recht,   so   ist  sein  Kai- 
sonnement   etwa  Folgendes: 

Wenn  ich  nur  durch  irgendwelche  Schlüsse ,  natürlich  je  ein- 
facher, de.-to  besser,  beweisen  kann,  dass  die  Jicihe 

|,V       —  f'r        —  f  "r       F'"  r 

t  X i      I    1    o. ,     1  ->  *    1  *)  'i  '^'    •••• 
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ter  gevvissen  Bedingungen,  —  natürlich  desto  besser,  einen  je 
gemeineren  und  weiteren  Kreis  der  Anwendung  dieselben  ge* 
atten,  —  convergirt,  so  brauche  ich  den  sogenannten  Rest  gar 
cht  weiter  zu  betrachten,  und  kann  dann  ohne  Weiteres  mich 
nrsiehert  halten,  dass  F(a:-\-h)  die  Summe  der  vorhergehenden 
»Dvergirenden  Reihe,  dass  also  in  der  gewöhnlichen  Schreibweise 

h  h^  h^ 

t. 

Dies  ist  aber  nach  unserer  unmaassgeblichen  Meinung  ein  Irr- 
mm,  und  wir  kennen  Aen  obigen  Schluss  in  keiner  Weise  fiir 
Brechtfertigt  halten,  wenn  man  nicht  die  Betrachtung  in  einer 
ideren  Weise  anzustellen  im  Stande  ist  wie  der  Herr  Vf'.^).  Bei 
er  Yon  diesem  gebrauchten  Darstellungsweise  hilft  aber  der  blosse 
aehweis  der  Cdnvergenz  der  Reihe 

h  h^  h> 

rx,    j  L  Xy   ^^^r  X,  j^,^^^r  x,  


treng  genommen  gar  nichts.  Denn  auch  angenommen,  dass  die- 
er  Nachweis  mit  aller  Consequenz  nnd  Strenge  geführt  sei,  so 
»Igt  daraus  weiter  nichts,  als  dass  die  vorstehende  Reihe,  dem 
«griffe  der  Convergenz  gemäss,  überhaupt  eine  Summe  hat; 
ass  aber  diese  Summe  F(x -\- h)  ist,  folgt  daraus  noch 
eineswegs,  und  dies  nachzuweisen,  ist  eben  die  Hauptsache. 
Meser  Nachweis  kann  aber  gar  nicht  anders  geführt  werden ,  als 
arch  die  sorgfältigste  Betrachtung  des  Restes,  welche  letztere 
aber  auch  nie  unterlassen  werden  kann  und  darf,  immer  die  von 
em  Hrrrn  Verf  seinem  Werke  von  vornherein  gegebene  Anlage 
drausgesetzt.  jNur  wenn  man  beweisen  kann,  dass  für  in's  Un- 
ndliche  wachsende  n  der  Rest  sich  bis  zu  jedem  Grade  der  Null 
ihert,  ist  man  wirklich  vollständig  versichert,  dass 

1.  die  Reihe 

Fx     "F'x     —  F'^T      -—  F*':r 

onvergirt,  d.  h.  eine  Summe  hat,  und  femer 

2.  dass  diese  Summe  die  Grösse  F(x-\-h),  dass  also  in  der 
ewöhnlichen  Schreibweise 


*)    Wir  verweisen  in  der  Kurze  auf  den  ganz  an  Canchy  sich  bal- 
;nden  Anfsatz  IVr.  XLVIII.  im'  ersten  Tlieile  des  Archivs. 


f(x +  *)  =  /-:! + 


Bei  UnterlasBuuE;  einer  sortrfiiltigen  Betrachtung  des  Restes 
wird  Nr.  2.  immer  unetledigt  bleilien,  wenisstefis  bei  der  ganzen 
Ton  der  gewOhnlichea  sich  nicht  unlersclieidenden  Anlage  ilieses 
"Werkes. 

So  wie  bei  der  Tayior'schon  Reihe  (üi  Functionen  mit  einer 
und  mit  mehreren  Variablen,  sind  dann  in  diesem  Werke  natäi- 
lich  auch  bei  der  Bernoulli'schen  Reihe,  bei  der  Lagrange' »cbea 
Reihe  (der  Herr  Verl',  blitte  imnierbiu  auch  die  Biiruiauiii'sche 
Reihe  aiifDehmen  können)  strengere  Kestbetrach  tun  gen  gans  unter- 
lassen worden,  was  natürlich  auch  als  Folge  einer  gewissen  {•OB' 
Sequenz  nicht  wohl   anders  sein  konnte.  , 

ßeiläurii;  bemerken  wir  hierbei  noch,  dass  der  Herr  Vf.  der 
bisher  allgemein  Maclamiri's  Reihe  benannten  Reibe 


=  Fü  +  p''0  +  f^F'O  + 1^  f "'0  + .... 

den  Namen  Stirling's  Reihe   beilegt.    Was  zu  dieser  Abtrei- 
chnng  von  dem  bisher  Gewübnlichen  berechtigt,  wissen  vrii  nicht 
In  der  in  unserem  Besitz  befindlichen  seltenen  und  von  uns  sehr 
hoch    gehaltenen  Schrift:     Metbodiis    Diflere  tj  tialia:    sife 
Tractatus  de  Summatione  et  Interpolatione  serieinn 
infinitarum.  Auetore  Jacoho  Stirling.  Londini.  1730  4. 
findet  sieb,  so  viel  wir  jetzt  finden  können ,  nur  p.  IIKI.  eine  Stelle, 
welche  zu  der  obigen  Abweichung  von  der  bisher  allgemein  ge- 
bräuehlichen   Benennung  hätte   Veranlassung   geben    küluieD;    za 
der  an  dieser  Stelle  angeführten  Reihe  ffigt   aber  Stirlfoe  selbst 
sogleich    hinzu:     „Et  hoc    primus    deprehendit   D. Taylor 
in   Metbodo    Incrementorum    ef   postea    Hermanns  iiL— 
Appendice  ad  Phoronomia m."    In  der  That  Ist  es  auch  Bur- 
die    eigentliche    Taylor'sche  Reihe,    die  Stirling  hier  im  Ane^ 
hat;    denn    wenn    er  dieselbe    auch  z,  B.  pag.  103.  auf  folgeno^ 
Art  schreibt: 


BE^A¥4'-  +5-^*''+5^'<i'+.iT^»*+ 


so    ist    in  dieser  Gleichung  doch  A  die   einer    gewissen  Ab- 

s-cisse    entspcechende    Ordinate,    und    Ä,    A,    A,    J,  1. 
s.  w.    sind  deren  Differenliatquotieiiteu ;    ;  ist  das  InCrement  der 


7 


8$7 


"^ 


bscisse  von  A,  und  BE  ist  die  der  um  da^  Inerement  z  ver- 
idertea  Abscisse  entsprechende  Ordinate ,  also  offenbar  in  der 
bat  nur' der  Taylor'sche  Satz.  Daher  wird  man  wohl  fernerhin 
imer  noch  wie  bisher  ^»Maclaurin's  Satz*'  saeen  mdssen, 
eno  der 'Herr  Verf.  uns  nicht  eines  Besseren  belehrt»  was  wir 
dir  gern  annehmen  werden! 

Dass  der  Herr  Vf.  gleich  von  vorn  herein  (S.  4t)  die  imagi« 
Iren  Crossen  in  die  Differentialrechnung  einmischt ,  -und  den 
Bgriff  des  Differentialqnotienten  ohne,  Weiteres  auch  auf  diese 
rossen  anwendet  und  ausdehnt,  stimmt  gleichfalls  nicht  mit  un- 
tren Ansichten  Qber  diese  Dinge  überein.  Fasst  man  den  Diffe- 
oüalqaotienten,  wie  auch  der  Herr  Vf.  gethan  hat,  als  GrKnze 
\i,  so  giebt  es /in  diesem  Sinne  fOr  imaginäre  Grdssen  tiber- 
mpt  gar  iceine  Differentialquotienten,  da  doch  bei  solchen  Gr5s- 
int  Yon  einer  wirklichen  Annäherung  an  eine  Gränze  im  e  i s e n t- 
eben  Sinne  wohl  schwerlich  die  Rede  sein  kann.  Will  na^n 
m  Begriff  des  Differentialquotienten  auf  imaginäre  Grössen  aus- 
shnen,  so  kann  dies  nur  symbolisch  geschehen,  in  der  Weise  " 
twa,  wie  Cauchy  und   Anaere  gethan  haben. 

So  wie  hierin,  huldigt  der  Herr  Vf.  noch  in  vielen  anderen 
linkten  älteren  Ansichten.  Leider  gestattet  uns  der  Raum  nicht, 
las  weiter  zu  verfolgen ;  daher  wollen  wir  nur  noch  das  Folgende 
emerken.  Auf  S.  89.  leitet  der  Herr  Vf.  die  wichtigen  und  merk, 
^digen  Gleichungen 

C08« = (i~  ^)  (1-  g^,)  (1  -  ^^^) 

^    den  Reiben 

'    gS  «5  a'' 

8io«=«-j^3+j3-j3  + 

b,  indem  er  dieselben  wie  endliche  Gleichungen  behandelt,  und 
Ack  Einern  bekannten  Fundamentafsatze  der  Lehre  von  den  Glei- 
Jimigen  in  Factoren  zerlegt.  Diese  Ableitung  röhrt  von  Job. 
ternoulli  her.  Nun  hat  aber  schon  Job.  Friedr.  Pfaff  in 
«inem  trefflichen  „Versuch  einer  neuen  Summationsme- 
fcode.  Berlin.  1788.  S.  87.  Nr.  7."  das  völlig  üi^röndliche 
nd  Verfehlte  jener  Schlussart  auf  die  überzeugendste  Weise 'nach- 

66^* 


^ 
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geivieseii,  «ml  der  Herr  VT.  inürlite  wohl  tri  einige  Verlejrtnl 
'erathen  ,  "eiiii  «ioer  seiner  Suliitler  zul^ltig  obige  Schrifl  rofl 
.'fal'f  gekannt  hStte.  Jene  vou  l'faff  erliobenen  sehr  i?pf>riinde- 
ten  Zweifel  vvrunlasgten  dalicr  auch  diMi  Heraii^geher  des  Archivs 
sclton  im  Jahre  ]82'2,  in  einer  sehr  aasf^hilichen ,  noch  viele» 
Andere  gelegentÜL-h  bcriiclcs  ich  (igen  den  Abhandlung  die  ebi^ 
merkwördigcn  Zerlegungen  der  ironiometrischen  tuHctionen  in 
Factnrcn  auf  einem  ganz  anderen  Wege  z^r  begriiiKlen.  (Mathe- 
matische Abhandlungen  von  Dr.  Juh.  Aug.  Gniaefl, 
Erste  Sammlung.  Altona.  Iti\i2.  4^  Erate  Abhandliing.;. 
Üiese  Abhandlung  ist  damals  zu  »einer  grossen  Freude  auch  mit 
mehrfachem  ihm  sehr  schützbaren  Beifalle  beehrt  wnrde»,  luiil 
hat  Eingang  in  mehrere  andere  Suhririen,  z.  B.  in  die  AnhSiiK« 
zu  der  »ehr  guten Ueberselzung  des  V  ollstfindisen  Luhrcur« 
der  reinen  Mathematik  ron  Praiio.enr,  die  Herr  tiS\y  i» 
Harmstadt' herausgegeben  hat,  gefunden,  Ueiiseiiungeat^litet wtinle 
der  Herausgeber  gegeinvärtii;  dich  einer  Alileitiing  der  okigeii 
merkHÜrdigen  Prndueten-  Pnrnieln  durch  die  Gränzcnmetliode. 
vneeines<ikbeschonvo.iL'Hnilie.(Meni.  delierlin.  1788.  SIL) 
versucht,  und  neuerlich  von  Caiieby  in  sehr  »chilner  Weise  gc- 
geben  \Tiirden  ist,  vor  seiner  eigenen  Darstellung,  die  man  eitle 
rein  analytische- (durch  uuendlicbe  licihen  etc.  etc.)  nennen  kOpnle, 
entschieden  den  VorBiig  eiiirüumeri,  und  in  seineu  Vorlesuuceii 
gebraucht  er  auch  in  der  That  jetzt  allein  eine  an  diese  Cauchy 
sehe  Darstellung  sich  in  den  wesentlichsten  Hauptpunkten  »»- 
schliessende  Ableltungsmethnde.  Dui^a  aber  solche  ganz  rerallefe 
und  verfehlte  fieiveise  nie  der  von  Job.  Bernnnlli  immer  nie- 
.der  zum  Vorschein  kommen,  ist  nach  den  von  Pfaff  schon  im 
Jahre  1788  gemachten  treffenden  Erinnerungen  wenigstens  auffal- 
lend. Uebrigens  hat  schon  Job.  Bernonlli  selbst  bei  seiner 
Daistelltnig  sich  Gewis$ensscrti|K'l  gemacht ,  die  Kästner  (nalBt- 
lieh  in  spiner  Weilte}  7u  beseitigen  gesucht  bat.  (Analysis  des 
Unendlichen.  §.  337.}. 

Der  Herr  Verl',  hat  auch  die  ersten  Elemente  der  Variation»- 
rechnong  in  sein  Hiicb  aurgennmmen.  Leider  steht  diese  Wls- 
senachait,  der  allerdings  ein  tvabrba't  grosser  malhematischer  Ge- 

.  danke  zu  Grunde  lieet,  rücksichflich  ihrer  gehörigen  Begründoni; 
fioch  auf  sehwachen  Füssen,  und  sieht  noch  einem  Cauchy  eut- 
gegen,  der  ihr  diese  Begründung  in  gleich  vollständiger  Weise 
wie  der  Differentialrechnung  verschafft.  Der  Mathematiker  niuM 
natürlich  auch  diese  Wissenschaft  ihrem  gegenwärtigen  Bestandi 
nach  vollständig  kennen.  Oh  aber  in  einem  vorzugsweise  liit 
Praktiker  bestimmten  Buche  dieser  Abschnitt  au^  dem  angefäbr 
ten  (iriinde  nicht  besser  ganz,  weggelas.sen  worden  würü,  ist  an« 
wenigstens    zweifelhaft.     Vorzugsweise    zwei    Probleme   eini!  e«i 

,  welche  den  Praktiker  iotetessiren  kHnnen,  die  gewöhnlich  ihr» 
Behandlung  in  der  Variationsrechnung  finden;  das  Problem  von 
der  Brachystochrone  und  das  Problem  von  dem  Körper 
des  kleinsten  Widerstandes.  Das  erste  hat  der  Herr  Vf, 
in  sein  Buch  aufgeiiu^iiieii, '.^9  zweite  nicht,    obgleidi  dio  De- 


L 


rechHgQDg  dazu  gewiss  eben  so  gross  gewesen  wäre  wie  bei 
jenein.  Für  das  Problem  von  der  Brachystoebrone  hat  der  Her- 
aasgeber des  Arehivs  im  7.  Bande  dieser  Zeifscbrift  eine  ele^ 
*  raentaref,  d.  h.  von  der  Variatioosrecbnung  ganz  unahbängige^ 
AaflOsang  gegeben,  die  sieb  wegen  ihrer  Strenge  und  Evidenz 
vorsfigKch^fiir  den  Ünte'rricbt,  auch  von  Praktikern ,  eignen  dürfte, 
und,  ^ie  er  zu  seiner  Freude  hört,  bei  derartigen  Vorlesungen 
in  der  That  aqeh  schon  benutzt  %vird.  Für  das  Problem  von  dem 
KOrper  des  kleinsten  Widerstandes  befindet  er  sich  jetzt  glückli- 
cherweise im  Besitz  einer  ebenso  elementaren  Auflösung,  welche 
Hie  Mathematiker  hoffentlich  in  gleichem  Grade  interessiren,  und 
die  er^deshalb  in  einem  der  nächsten  Hefte  dieser  Zeitschrift  mit- 
theilen  wird. 

• 

-  Die  analytische  Geometrie  enthalt  die  gewohnlichen  Elemente 
und  ''die  .wichtigsten  Anwendungen  der  Differential  -  und  {ntegral- 
rechnung  suf  die  Gebilde  des  Raumes. 

Ungeachtet  der  im  Vorhergehenden  von  uns  ausgesprochenen 
mehrfachen,  von  denen  des  Herrn  Vfs.  abweichenden  Ansichten 
scheiden  wir  doch  von  demselben  mit  aller  der  Achtung,  welche 
die  Belehrung  fordent,  die  sein  Buch  namentlich  durch  den  Reicb- 
tbnm  seiner,  Beispiele   vorzüglich  Anfängern  unzweifelhaft  gewah- 

-  rep  wird* 
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ILlterarlsclter   Ilericlil;. 


Oe^clifchte  der  Matheniatlk. 

V 

L'Alf^^bre  d'Omar  Alkhayyamf,  publii^e,  traduife 
t  accompagn^e  d'extVaits  de  manuscrits  iiredits,  par 
•  Woepcke»  Docteur  agr^^^  ä  TUniversit^  de  Bonn» 
K-eiiibre  de  la  societö  asiatiqtie  de  Paris.  Paris. 
851.    8. 

Es  ist  uns  Beit  läneerer  Zeit  Icein  so  interessanter  und  wieli- 
iger  Beitrag  zur  Geschichte  der  Mathematik  vorgekommen ,  als 
Ue  vorliegende  Uebersetzung  eines  bisher  gewiss  einem  grossen 
theile  der  Mathematiker  fast  ganz  unbekannten»  mindestens  von 
lenselben  ^ohl  nur. sehr  wenig  beachteten  arabischen  Mathe- 
matikers» oeren  Werth  noch  vielfach  durch  die  von  dem  Herrn 
Debersetzer  beigefügten  Zusätze  erhobt  wird.  Wir  halten  es  da* 
ber  für  zweckmässig,  ein^s  etwas  ausföhrlichere  Anzeige  dieses 
nteressanten  Werkes  fü  liefern^  als  sonst  in  diesen  l'^terarischen 
Berichten  gewuhnlich  ist 

Im  Jahre  1742  ver.Öffentlichte  Gerard  Meerman  zu  Leiden 
;ein  »,  Specimen  caiculi  fluxionalis '*.  Indem  er  In 
ler  Vorrede  die  Verdienste,  welche  die  Araber'  sich  um 
\\ß  Algebra  erwarben,  kurz  skizzirt,  citirt  er  ein  arabisehes  Ma- 
fsscript  von  Alkhayyftmi,  dessen  Uebersetzung  uns  hier  vor- 
lebt, welches  Warner  der  Bibliothek  zu  Leiden  legirt  hatte, 
na  mtithmasset,    dass  sich  in  diesem  Manuscripte^  die  Auflösung 
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der  GiiUMcb«ii  Cleichmigen.  änden  kHiiiic,  was  Jedr>cb,  nie  der 
Htrr' UeberMtxer  sagt,  In  der  Tbat  uiclit  <ter  Fall  ist,  obgleich 
ni»n  dieselb« ' Memnng  von  Montucia  in  seiner  Histoire  dei 
Msth^matiqnes  und  ron  ,G>r(s  in  seiner  bekannten,  für  die 
Literatur  des  Euklide^«  nichtigen  Schrift  über  die  Uehereetiff 
und  Coramentatoren  de«  Enklidea,  Kieichratlä  auBge»pro<;hen fte- 
det,  weil  die  Entdeckungen  dti«  Allibkyyanii,  so  sinnreich  di^ 
selben  auch  ail  »ich  sind,  nicht«  mit  denen  der  italieniscbeu  At 
gebraislen  des  löten  Jahrhunderts  gemein  haben.  Niemand  daiM 
seitdem  wieder  an  die  Schrift  des  AlkhavyAnii,  bis  L.  Ab. 
Sediilot  im  Kou'rean  Journal  asi.-itiq'ue.  Mai.  1834.  ■■■ 
seiote,  dass  er  ein  arabisches  Manoaciigit  der.  Küniglichen  Biblie- 
thm  SU  Paria  entdeckt  habe,  welche«  ein  sehr  inlereasautes  I^raF 
ment  einer  Abhandlung 'flher  die  Algebra  enthalti;.  Sjiäter  gu 
Sediilot  aiiM  aosfahrlichere  Analyse  dieses  Fraf;mentK,,  wi 
Chasle.s  erklärt^  in  seinem  Apefva  bisturiqu«  snr  le  devi-- 
loppement  des  mi'tbmiet.-em  geom^trie.  Bruxellei 
1837.,  dass  die  Hennsgabe  Äes  envKbnten  Fragroents  für  ÜB 
Geschichte  der  Mathematik  von  wahrem  IntereiSBe  eeifi  wait. 
EndM  entdtflUa  «c»  LIVri  In  fcr  kU<dfHichen  HiUiafhek  «■ 
vollsitnAiges MmaBcn|it  des  Werices.  an  weJchnn  jenes  Fn^nieit 
mhOrta,  und  es  wurde  ~dle  Identität  seines  Verl'asäerK  mit  dea 
Erfasser  des  In  der  Bibliothek  xu  Leide»  auflietrahrten  Man»^ 
'  statirt  Die  Meinung  flbw.die  Wiihtigkeit  diesem  \Ver 


i  eiitfichloss  6 


seripts  constaclrt  Die  Meinung  aber,  die  V 

kea  war   eine  vOlllg  ungetheille,    und  l.i) 

Herau^abe,  die  aMr  unterblieben  ist  Desto  mehr  Dank  veriliest 
.  nHn  Hen  W8p«ka,-  4aM  es  sieh.  Hiter  Benntzong  der  drei  obi^ 
ipen  Handschrinen ,  der  Ueraasnhe  mit  eben  s»  viel  (leschicb  ah 
Fleiss  anteizogen,  und  dadarcfa  der  Literatur  der  Geschichte  der 
Uatbematilc  ein'  bSobst  ifertbrelW  (iäechfiak  genwtrfat  bat 


Memoire  d»  sage  exceltent  Ghiyätb  Eddtn  AbadI 
fath  Omar  Ben  Jbraklw  Aifcba^yainl  de  Nicbakodr 
<4|.ue  Üieu  aanetifie  son  Am«  pr^cieusel)  sur  leadenoi- 
stfa4ioas  des  ftrcblemes  d«  l'Al^^bre. 

Weder  das  |ahr  der  Geburt  «Mch  das  Jahr  dea  Todes  ^ 
AllihayyAmi  sind  bekannt.  Man  wei««  alter,  dass  er  in  GeseB-' 
Schaft  zweier  jnnjien  Leute,  dee  NiEhAni  AI  mault),  Vezir  i» 
Sulraee  Alp-Arslan  imd  Maliq-Chah,  und  Ha^an  JbnSat- 
■^    '""'""  *  "  r  .4i       *      '  -       ... 


bah,  GrfiHder  des  Ord«ns  der  .4ssasinen',  emoifen  wurde.  --. 
drei  jungen  Leute  hatten  sich  das  VerKprecben'  ^eg^iefi ,  da« 
wenn  einer  vi»n  ihnen  zu  Ehren  und  Würden  };eliingen  ^oHlc,  er 
seiner  hei^lei«  Cwiieraden  gedenken  waüe.  NiEhani  Almeulq, 
der  später«  Ve/lr,  entledigte  e'idt  seMteü  Versprechens,  und  e« 
dem  ll.-)(nH  Jbn  Sabbah  die  Steiie  eine^  Iladjib  oder  Kam- 
lers.  Cr  erwies  sich  jedoch  mulanlcbar  [(iid  ward  v«ta  Hofe  cal- 
feral.  Alitbayyämi  schlug  alle  ihra  jio^«I)uteaea  Gnaden-  aal 
Eiirenl»«KeuKUHgen  aus,  *üllig  Kafriedeu  aüt  eiwer  be^^c^ideMi 
Lage,  die  iMn  «ur  hiar«ivheiuie  Zeit  zm  Hisseaechaftliehiefl  Arbtt- 
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tat  Kfess.  ÜBifWMs  jedock,  das»  er  eine«;  ansgegeichiw  ton  Platz 
wiler  dks  A«tr«Miiwn  v«ii  Maliq-Ckak  ebmakiiiy  «nI  Im  4er 
im  Jahre  1079  durch  diesen  Fürsten  eingeführten  Reform  de^r  Ka- 
lenders thätig  war.  Alkhayyftmi  war  auch  Verfasser  einer 
SebfHl'Meff  die  Assziehon^'der  Wsraehfi  höherer  Cirade,  und 
mffleichr  Dlcllrter|  setoe  Gedichte  tmgeif  ^m»  aher  dtw  Rof  «Mres 
Atheisten  und  Freigeistes  ein.  Ein  anderer  arabischer  Schrift- 
steller Alzouzeni    schildert  ihn   in  dar  folü'eiMlen  interessanten 


«•Omar  Alkhayyanv^  tmam  du  Khora<;^B,  le  ^rainl  savant 
.du  tenips,  etait  versö  dans  les  sciences  des  Grecs.  11  exhortait 
k  cftereher  fe  Dieu  nnfqcre,  gouverneur  dn  nionde,  par  la  puriü- 
cation  des  niouvenieuts  corporels,  de-  maniere  ä  rendre  Tdoie 
homaine  exempfe  de  toofe  impnrete.  II  recommandait  aussi  une 
^tucie  perseverante  de  la  politiqiie,  fondee  sur  les  bases  de  ceite 
scIence  etahlres  par  les  pnilosophes  grecs.  f^es  Soufis  den  teru[is 
post^rieurs  ont  ncnenfT  fe  sens  anparent  d'une  partie  de  ses-  potf- 
sies  etpuisles  ont  aCconiniodees  a  leurs  doctrines,  de  sovte  auils 
en  fönt  Tobjet  de  discussions  dans  feurs  assembliSes  et  dans  leurs 
rtonion»  privöes.  -Alals  le  sens  cäche  de  ses  po^sies  consiste  en 
8xleme9  ae  la  reHgieii  cmf^erselie,  et  en  prineipes  generaux  em- 
brasMtnf  Ie0  devoirs  pratiques.  Comme  leis  hommes  de  s«i»  temp» 
Mirrosieiit  tms  opiitlons  ryntgieiises ,  et  mettaient  ä  d^oavert  e<r 
q^^  caehait  en  sberet,  il  cratgnit  potrr  sa  vie,  et  mit  an  frevi 
Atx  toirtip  de  sa  lahgii^  et  de  sa  plante.  Jl  fit  \e  peleriiiage 
&ä^  phitot  a  atve  rem^onfre  fortirite  que  par  pi^td;  et  son  exte- 
neor^trahtf  ses  pensees  secn^tes,  hien  qiie  rien  n'en  par4t  dans 
se»  paroles.  Lorsqu'ii  fut  arrivä  ä  Bagdad,  los  persfuines  ifoi 
s'^taient  livr^es  aux  memes  etudes  que  lui  en  fait  de  sciences 
änciennes  aecoururent  anpr^s  de  lui;  niais  il  leur  ferma  la  porte, 
eit  ftonime  qai  avait  renone<^  ä  ces  etudes,  et  non  pas  en  hemme 

3111  fiftt  reste  leur  confr^re.  Apres  4tre  retourn^  de  son  pelerina^e 
ans  son  pays ,  il  se  rendait  au  Heu  des  prier^s  le  soir  et  le  ma>tin, 
et  caehait  ses  secrets.,  qpi  pourtant  -ne  pouvaient  pas  mknquer  de 
se  r^väler.  11  ätait  ,sans  pareiL  daus  rastronomie  et  dans  la 
Philosophie;  et  sa  capacit«^  öminente^  dans  ces  sciences  aiirait 
pass<^  en  proverbe,  s'il  avait  regu  en  partnge  le  respectdes  e^»n- 
venances.  On  a  de  lui  -des  poesies  legeres  dont  le  sens  cacire 
perce  h  travers  leurs  expressions  voil^es,  et  dans  lesauelles^  la 
conception  poetique  est  troubläe.  par  L'unpurete  de  1  Intention 
ca^h^e.    Poesie : 

>,Caaime  mon  4aie-  sie  eentente  d'une  aisanceui%des4e  etfaeile 
k  obtenlt»!  que  toufiefois  ma  man  et  nioa  bvas  ae  nwr  proeure»! 
qu*avec  effort, 

„Je  suis  ä  Tabri  de  toqtes  les  vicissitudes  de  la  fortune,  et, 
dans  nies  malheurs,  ma  niain  et  les  projets  que  je  forme  so»t 
mon  refuge. 

„Les  spheres  dans  Jeurs  mouvements  m'eirt  elles  p»asprenaiic« 
Varr^t,  que  toutes  les  Steiles  heureuses  finissent  par  deeliner  vei^ 
uDe  Position  funeste? 


„Perseverance  tlonc,    A  man   ame,    doDs  ton    repos!     Tii  eS 
tulement  crouter  le  sommet,    eil    Toulant  en   consctlider  ses 
linses." 

Die  hier  im  arabischen  Grundtexle  und  einer  franzflsiacben 
Hebers etzung  miti;eth eilte  Schrift  des  Alkhayyäiui  zerßilll  in 
die  Tolgenden  fünf  Tlieile: 

].  Blnleitung,  enthaltend  eine  Vorrede,  die  Erkläruneen  der 
Grundbegriffe  der  Algelira,  und  eine  Uebersiclit  der  Gleiuliungea, 
welche  der  Verfasser  zu  diecutireu  beabsichtigt. 

'2.     Die  Aulliisuiig  der  Gleichungen  der  zwei  ersten  Gnde. 

3,     Die  Construction  der  Gleichungen  des  dritten  Grade«. 


5.    Bemerkungen  und  Zusätze. 

Als  eine  Eigen Ihüm lieb keit  dieser  Algebra  wird  von  dem  Uerrn 
Herausgeber  mil  Reiht  hervorgehoben,  dass  der  Verfasser  jeder- 
zeit mit  der  gerinictrischeii  Cunstructioii  einer  Gleichung  die  na- 
meiische  oder  iiriihnietische  AuAüsung  derselben  verbindet;  DDd 
wenn  er  auch  bei  di>n  cubischen  Gleichungen  mit  der  geometri' 
sehen  Construction  !<icb  zu  begnügen  getiiithigt  ist,  sa  bezeichoel 
er  dies  doch  den  kündigen  AlgehraiHten  als  eine  noch  auszuAll- 
lende  Lücke. 

Die  Additionu  J,  B,  C.  D,  E  enthalten  sehr  werthvolle 
Zuafitze  zi]  der  [Jebersetzung  di^r  Algebra  des  Alkbayy&mi, 
und  sind  griisstentheils  aus  Alamiscripten  der  ßibliüthek  zu  Lei- 
den und  der  Bibliotbei^uo  nationale  entlehnt. 

Diecte  Zusätze  betreffen  hauptsächlich  die  bekannte  Anrgalie, 
auf  welche  Archimedes  die  Theilung  einer  Kugel  in  zwei  Seg- 
mente nach  einem  g^ehcnen  Verbnltnisse  gründet,  njimtich  di« 
Aulgabe: 

ß  T 

D   I _; , ^ [   Z 

und  in  derselben 
eil  D  und  T  liegt: 
bestimmen,    ilass 

XZ:ZT  —  BEß:DX^ 


Bezeichnet  man  BD,   ZT,   ZU,   DX  dui 
giebt  dies  die  Proportion 


•  1 

fenn  line  Li„ 

p,  nx 

zwei 

Pii 

kleß,   T 

so  da 

is  H  iwi 

in  d 

r  L 

nieOZeinen   P 

nkt  jr  ,o 

'eiche  KU  der  cubischen  Gleichung 
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Ferner  betreffen  die  Zusätze  die  Trisectirin  des  Winkels 
le  Beschreibung  des  regulären  Neuueclis  und  Siebenecks  in  den 
treis,  wobei  zu  bemerken  ist,  dass  die  Araber  die  erstere  anf 
ine  Gleichung  des  dritten  Gradea  zurflckfahrten,  und  zu  der  Seite 
ea  letzteren  luiltclst  des  Uurchscbnitls  zweier  Kenelschnitte  ee- 
ineten.  Ausserdem  enthalten  die  ZuiiStze  aber  auch  noch  vieles 
ndere  sehr  üeruerkensvrertlte,  ivos  wir  der  Beschrünktheit  des 
taumes  wegen  hier  leider  nicht  Alles  namhaft  machen  künnen. 

In  Summa  hat  der  Herr  Herausgeber  und  Uebersetzer  durch 
iese  Schrift  aus  den  handschrillticheH  Quellen  den  Beweis  xa 
ihren  gesucht,  dass,  nährend  bisber  die  Meinung  allgemein  an- 
enonimen  war,  dass  die  Araber  sich  begnügt  hätten,  die  Werke 
er  griechischen  Geometer  als  das  non  plus  ultra  mathematischer 
'orschung  zu  bewundern  und  hüchetens  zu  verstehen,  dieselbeu 
ielmehr  im  Xlten  Jahrhunderte  ungefähr  den  Standpunkt  einnäh- 
Utn,  der  in  der  Eritwickelung  der  mnderuen  europäischen  Mathe- 
latik  durch   Vieta    repräsentirt  wird.    Während  man  nft  genug 

SBsptet  hat,  die  Araber  seien  nie  über  die  Behandlung  derGlei- 
Dgen  zweiten  Grades  hinaus  gegangen,  ist  in  dieser  Schrill 
ersucht  worden,  von  ihren  Arbeiten  im  Gebiete  der  Gleichungen 
et*  dritten  und  selbst  des  vierten  Grades,  ja  selbst  tlieilweise 
och  höherer  Grade,  eine  niiiglicbst  umfussende  Uarstellung  zu 
eben,  was  in  der  Tbat  uicht  zu  den  geringsten  Verdiensten  der- 
elben  gehurt. 

Die  Punkte,  welche  einer  mathematischen  Erläuterung  bedürf- 
en, hat  der  Herr  Hernus^ebcr  nirgends  auf  diesem  Wege  zu 
rläutern  unterlassen,  und  dabei  die  von  der  neuem  Mathematik 
largebotenen  Erleichterungen   mit  Recht  niemals  verschmähet 

Seine  in  der  Vorrede,  ausgesprochene  Befiirchtung ,  zu  viel 
leinen tar- mathematische  Entwickelungen  der  Schrift  bei^elügt  zu 
laben,  ist  ungegriindet ,  weil  seine  Bemerkungen  bei  Weitem' dem 
[rüsateo  Theile  nach  nicht  ohne  Wertb  sind,  nnmeutiich  Tür  we- 
l^r  mit  den  Resultaten  mathematischer  Forschung  vertraute 
iicser,  insbesondere  für  Sprachforscher  und  Literarhistoriker,  für 
rslehe  diese  Schrift  doch  auch  von  Wichtigkeit  und  Interesse  Ist. 

Ausser  wegen  ihrer  Wichtigkeit  für  die  Geschichte  der  Ma- 
hematifc,  müssen  wir  aber  unsern  Lesern  diese  Schrift  auch 
loch  aus  einem  anderen  Gesichtspunkte  empfehlen.  Dieselbe  enl- 
iSlt  nSmIich  hau]jtsächlich  in  den  Ziisritzen  und  in  den  häufigen 
Roten  unter  dem  Texte  einen  ziemltcben  Reichtlium  mathemati- 
icher,  namentlich  geometrischer,  Sät^e  und  genmetrischer  Con- 
itiuctionen,  die  dem  grilssteu  Theile  nach  nicht  gerade  eehr  he- 
EBnnt    sein    dürften,    und   oft  nicht  geringes  Interesse  darbieten; 


^ 
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I 
I 


I 


H66 

ju  es  M*er<1ei)  Lehrer  der  ft1uthem»tik  geiriiw  «iele  ifie«cr 
selliät  als  Stoff  KU  Uebiin<;eii  ffir  ihre  S(;haler  lieniitxen. 
wenigstens  an  dieäellien  ilergleicbeii  Uel>iiii<^en  anktjüiifeii  Icönneo, 
iiunientlich  was  geoniet'näche  Constritctinnen,  auch  die  engeiiaitn* 
ten  orgariliicheii ,  zu  .leren  Auürührun;;  miUelst  eines  stetigen  Z19 
nicii^tens  besonilere  Instrumente  erronlerlieli  sind ,    Itelrifft. 

We  SehriR  ist  mit  (nunihnncftw  Elegam;  gwfrndrt  und  »IWii 
Erhpitizen  vttn  Artkalt-Dessair  gewidmet,  »refcher  dufär,  daw  er 
an  den  Arheiten  deM  Herrn  \  erfassers  das  n'Srnrsfe  tntemM 
nahm  und  «liesHben  dadurch  wesentlich  förderte,  geivtsK  den  Dtmli 
atter  Frennde  der  Gesehiehte  der  Malbemiitik,  eittcm  Felde,  Jbm 
Imk;*  Zeit  hiudureh  nur  vt-eni»  behaut  ivorden  i«f ,  in  hohem  Gnnh 
verttrenL  Müge  deskal1>  der  Herr  VerH  eifrig  Torti^hreu,  mm« 
errulgreichen  Studien  dietiem  cewiss  noch  viele  schüne  Ffflehto 
■r;^cn  kiinueudea  Fel<le  luzHwende».  ^Vii  nüMbcben  sehr,  " 
recht  bald  wieder  auf  deiiwEellKii  lu  b«i>egiteu- 


.Arithmetifc. 

Grundziiee  der  algebraischen  Analysia.  Als  Lcill' 
faden  bei  önentlichcn  Vorträgen  und  /um  Selbstatii- 
diuiu.  Von  Dr.  J.  Uienget,  Professor  der  Matbenalik 
an  der  polytechnischen  Schule  nu  Katlarube.    L&&1.  K 

In  dtCHen  Gmndzügen  der  altfehraiscben  ArralysH  snrd  die 
Forrtchungen  der  neueren  Analytiker,  namentlicli  die  auf  einv 
besmere  ttegnlfidung  der  Analyeis  hezi'rgtiche» ,  auf  eine  sehr  ge- 
schickte Weise  beu.itxt,  und,  okne  fSr  ilefl  twabsichligten  Kwcck 
des  Buches  das  nothHendige  M*a»s  xa  überschrien,  iu  compc» 
diarischer  Kürze  auf  sehr  ansj^reebende  Weise  zitsaimBengCMieH^ 
so  dass  diese  Schrillt,  da  auch  eigne  Forschungen  des  Herrn  Vit 
in  derselben  keineswegs  fehlen,  wen«  man  dieaelb««  mit  yietet 
anderen  Schriften,  die,  fa«!  wie  es  scheint,  mit  Absiebt,  silfr  — 
um  die  Sache  mit  ihrem  wahren  Namen  zu  nenne»  —  wegen  Faul' 
heit  und  Unkenntniss  ihrer  Verfasser,  denen  es  an  der  uftthigfn 
Energie  fehlt,  den  Staub  der  alten  coiubinalo riechen  und  Reihe» 
Analyais,  nebst  der  Methode  der  unbeslimmten  C(ieificie»ten,  0. 
>.  w.  u.  s.  w.,  die  sie  in  hinreichend  bekannten  srnre nannten  MB 
binatorischen  u.  a.  w.  Schule»  erlernt  ba)»en.  von  den  Fisaen  M 
schBtteln,  mit  den  neveteo  Forschungen  sich  gehüriK  hekanwt  U 
■acWa,  ond  auf  eine  für  ihre  Schaler  xwcckäiäBsige  Weise  a 
vCnrbeiteii,    ««gWichl,  jedeDfalla  einen   seht   aksanefettcii  lün- 
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Mcb  iiiucbl.  Genü»  nniss  man  den  Schul«ra  der  polytediiiiiujiea 
Scbitl«  XU  KafUf»!!«  taÜicL  H-Sugclien,  ueonsie  gl«i(-L  am  Anlange 
iWer  iHBlWiHiitiocben  >Sliitlieii  4\e  A^sptätitfi,  iTelcbe  die  oevere 
ate»|t«iv  AiiuJysi«  niackt ,  kutmen  Woeu  iiiiil  mit  Jemielliea  Ter- 
Inat  jtem««.!)!  »«rde».  Denn  ds»a  diese  »eueren  Ajukhieii  eicb 
dach  «fldlii'h  all^evieiM  Gäbn  brecbe«i,  uitif  den  ailca  Sclilendria« 

Siz  li«i  Seile  8ciiieJ»eii  uerdcn,  ist  jeb«  nicht  iiiebr  su  Ijezwei- 
■  ;  Biim  aiich  die  lUethoiIe  der  Danitflbiof;  unJ  EJitividKlung 
ch  niaockerlei  t)iiu;ei$tait<iiiseii  ef:alireti,  worati  wir  seth«tgar  nicfil 
eir«ln:  immer  iv«rdeii  docn  die  UrumlaBsicht««,  4e»Mi  diesellte 
ihre  Entstehung  verd^nl^en,  ihre  vulle  lleltunt;  behalten.  Nur  Heii- 
JMÄgA  baltvn  «ir  für  ewen  u-ahren  Lc4irer  ilrr  Mntbematik.  der 
rie  der  Herr  Verl',  der  vorliegenden  Schrift  sei«  Schiller  sehMi 
ebt  mit  diesen  aeuereM  Ansichten  so  viet  als  nügÜch  bekumt 
fat;  wer  die«  nicht  (bot,  versündigt  sich  nach  uiuerer  Uduting 
«einen  8(4iä1era  in  hohem  (irade,  "'eil  er  sie  n  dem  Irrearleti 

«tten  Analveis  nur  an  der  JNaKe  heruniriibFt,  und  Üimm  Uinge 

l^brt,  die  sie  ä<ie)i  über  kurz  oder  lang  ii-ieder  vercressen  iRisweH, 
wie  dies  leider  vielen  an  Jahren  alleren  unter  den  jct^Eigen  Äla- 
Ütenatikern  gegangen  ist,    die  auch   in  jenen  alten  ficliulea  aiif- 

■ ^achsen- »iiid.  Wir  heissen  dabe*  diese  Sehrift  v»n  Herzen  ivid- 

imen,  und  Nind  überzeugt,  dass  sie  zur  ^rüssereti  Verbreitung 
der  neueren  strengeren  Ansichten  i'itipr  die  Lebren  der  Analysi« 
*~  Ihrige  beitragen  nird.  Ovr  Inhalt  derselben  ist  folgender: 
te  Abtheilung.  1>  Der  binomiacfa«  Sati.  II.  Die  rmninS- 
reii  Formen.  lU.  Bestimmung  einer  Fnnclion  aus  gegeberier  Ei- 
eenschaft  IV.  Bestimmung  aus  gegebenen  Werthen.  lnter|)olatinn. 
V.  Von  der  Reihen -Sumniirüng  einiger  Reihen.  VI.  Ciiendliche 
Reiben.  Coavergenz  und  Divergenz.  Summirung  der  unendlichen 
Reihe 

•  +  f+Ä+ 


VII.  Die  natürliche  Eiiionenzreihe.  NSilwIe  Knigerungen  daraus, 
VIU.  Die  Binomialreihe.  Folgerungen  diirjus.  IX.  Die  Keihe  fiir 
den  natürliehen  Logarithmus  und  für  iirc(tg=a-).  X-  Die  Minus 
lipd  Cosinus  der  Vieila<4eR  eines  Bfweos.  XI.  I>ie  fCerl^llung  iu 
Partialhriiche-  Xll.  Die  recurrenten  Reihen.  XIII.  Die  Differenz. 
rvifaeii.  XIV.  Allgemeine  Betrachtung  der  Functionen,  Stetigkeit, 
Gränzwerllie.  —  Zweite  Abtheilung.  L  Uebersichtlicbe  Be- 
trachtung der  (Gleichungen  de.s  Kvreiten  Grades,  II.  Aufliisung  der 
pleichungen  des  dritten  (irades.  III.  AuflDsung  der  (Gleichungen 
des  vierten  Grades  (nach Euler).  IV.  Allgemeine  Betrachtungen  über 
algebraischen  Gleichungen.  Nüi^huei«  der  Exislenz  der  (reellen 
tr  tmaginliren)  Warne  h  (n»cli  (,'attchy).  Zei-r&llung  der  Wurzel- 
hetoreii.  Zerfällune  in  reelle  Faetoreu  des  ersten  oder  zn  eiten  Gr*- 
499.  Aufenchung  der  ganzen  Wurzeln.  Abgeleitete  Functionen  und 
tbt«  Afiivendung.  Aafi-nchHttg  des  grüssten  gemeinschaftlichen  Thei' 
lers  zweier  l'nlyn^me.  V.  INIr  Sturm'scbe  Satx.  BestiinmuMg der 
Kellen  Wurzeln  eiuer  Gleichung  vermittelst  Kctleiilirücben  (nacfa 
Efttgrange).  Bestimmung derGrnnzendCr  reellen  Wurzeln-  VI.  Be- 
ftUmmung  der   reellen  Wurzeln    einer    Gleichung    (nach   Horner), 


Dlv'isloii  eines  Polynoms  durch  ar  — o.  AnweoJune  auf  di« 
Stimmung  der  reellen  Wurzeln.  UntersDchung  des  Falls,  daniek* 
rere  Wurzeln  fast  gleich  sind.  Uie  Newton'sche  ÄnnäheruBa 
metbode.  Wiederholte  Betrachtung  des  obigen  schnierigen  Falls 
.  Kurze  Andeutung  der  Mügliohkeit  der  Beslimniung  imagininr 
Wurzeln.  Anhang.  I.  Die  "tri  gonomel  ri  sehen  Functionen  (Br  liu- 
gin^rc  Bogen  u,  s.  w.  Tl.  Allgemeine  Aufliisung  von  n  titeichiin- 
een  des  ersten  Grades  mit  n  Unbekannten  (nach  GruneTt). 
III.  Die  Fourter'sche  N^herungsmethode  zur  Bestimmung  der 
reellen  Wurzeln  einer  (algebraischen)  (ileichung. 

Auch  die  Vorrede  enthalt  noch  einige  sehr  leseoswerthe  Be- 
trachtungen, Damentlich  über  die  Folgerungen,  die  sich  aas  <tet 
Gleichheit  zweier  Bogen  rücksichtlich  des  Verhaltens  ihrer  gonio- 
metrischen  Functionen  ziehen  lassen,  Betrachlungen,  die  «n  mit 
grossem  Unrecht  selbst  bei  die  ersten  Elemente  dbersch reitenden 
Vortragen  der  Trigonnmetrie  vernaeblfissigt  werden,  cum  grOsBlU 
Schaden  für  das  weitere'  analytische  Studium  der  Schüler. 

Man  sieht  aus  dieser  Uebersicht  des  Hau iit- Inhaltes  auch  so- 
gleich ,  einen  wie  grossen  Reichthuni  scbiiner  Methoden  und  SUm 
diese  Schrift  auf  dem  geringen  Räume  von  nur  ^16  ISeilea  eu(- 
hfilt,  und  wir  empfehlen  dieselbe  daher  nochmals  aus  vollkom- 
mensler  Ueberzeugung  unseni  Lesern  zu  sorgfältiger  Beachtung, 
welche  dieselbe  gewiss  in  vorzüglichem  Grade  verdient. 


m  e  eil  a  n  i  k. 


.  is: 


■Js-'f 


in,  Chef  (Tetioa' 

.  27  Sgt. 


Dieses  Buch  ist  uns  leider  bis  jetzt  entgangen;  wir  glauben 
aber  alle  diejenigen,  welche  sich  fflr  das  Balistische  Problem  in- 
teressiren,  auf  dasselbe  n ach trJig lieh  aufmerksam  machen  xu  tttif 
sea,  indeni  es  eine  ziemlich  vollständige  Zusammenstellung  atl« 
der  Untersuchungen i  welche  bisher  über  das  genannte  mchtitt 
Problem  angestellt  worden  sind,  und  auch  manches  Neue  enthut. 
namentlich  die    bisher  noch   nirgend  bekannt  gemachten  UntersSr 
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qbungen   von    Fran^&is.    Pie  folgende  Ueb€fsicbt :  des  Inhalts 
wird  diesea  ürtbeil  bestätigen. 

•  ■ 
Avatt-Prepos.  Pr^liminalres.  Definition  et  objet.  Historiquo. 
Section  1  Mouvement  des  priojeetiles  aans  le  Tide. 
Section  II.  Resistance  de  lair.  Section  III.  Mouve- 
ment des  projectiles  dans  l'air.  Sektion  IV.  Monvement 
desprojectlies  saus  lespetits  anglesde  projeetion.  §.I. 
Tir  sous  les  petits  angles.  9.  IL  Mouvement  des  profectil^s,  ab- 
stractlon  faite  de  la  pesanteur.  §.  III.  Hypotli^se  de  la  räsistance 
de  i*air,  proportiooeile  au  quarrö  de  la  vitesse  du  mobile. 
Section  \.  Mouvement  des  projectiles^  en  supposant 
la  räsistance  de  Tair  proportioueile  au  quarr^  de  la 
vitesse  du  mobile.  §.  1.  Propriätes  een^rales  des  trajectoires« 
&  IL  Methode  des  qiiadratures  et  meroode  d'£uler.  §.  IIL  Me- 
thode des  series  (Lambert ,  Borda»  Tempelhof ,  Frao^ais.).  §.  IV. 
Methodes  d'approxtmation  (Borda,  Bezout»  Legendre,  Frangais.). 
Section  VI.  Trace  des  trajectoires  et  Solutions  gra- 
pbiques  dediversproblemes  de  balistique.  Section  VlI. 
Lois  de  la  penetration  des  projectiles  dans  les  mi- 
lieaz  räsistants.  Section  VIli.  Mesure  de  la  vitesse 
des  proiectiles.  Section  IX.  Döviations  des  proje- 
ctiles. Section  X.  Des  differents  especes  de  tir,  poin- 
t^'ge,  vitesses  et  tabies  de  tir. 


\ 
j 


Physik. 


Memoire  sur  la  polarisation  rectiligne  et  la  double 
refraction  des  cristaux  a  trois  axes  obliques.    Par  A. 

J.  Angstrom.    (Extrait    des    Acta  Reg.  Soc.  Upsal.).   A 
Upsal.     1849.    4«. 

Dieses  Memoire  ist  zwar  schon  im  Jahre  1849  erschienen; 
wir  glauben  aber  seiner  Wichtigkeit  wegen  eine  Anzeige  dessel- 
ben hier  nachholen  zu  müssen ,  weil  es  die  Aufmerksamkeit  der 
Freunde  der  Theorie  des  Lichts  jedenfalls  in  hohem  Grade  ver- 
dient  9  und  überdies  mit  einer  sehr  genauen  Kenntniss  dieser 
Theorie  und  der  analytischen  Methoden,  deren  Anwendung  die- 
selbe bedarf,  verfasst  ist,  wobei  auch  die  Eleganz  der  ganzen 
Darstellung  und  der  analytischen  Entwickeinngen  insbesondere 
rühmend    hervorgehoben  werden    muss.    Auch   ist  zu  bemerken, 

67* 


8T0 


dii88  dasselbe  eigentltcli  fast  ganz  IVir  eich,  ohne  auf  frl 
beiten  zurüclcgehen  zu  müssen,  versländlich  ist,  was  deroael 
ebeiitalls  bei  vielen  Lesern  zu  besonderer  Empfeblun^  gcrtiÄet 
wird ,  wobei  zugleich  der  Herr  Verf.  auch  mehrere  Punkt*  i 
suhiedener  früherer  Theorien  kritisch  Iieleuchtet  Als  Uauiitzwu 
seiner  Untersuchungen,  woraul'  ivir  uns  der  neschränktheil  JM 
Raumes  wegen  hier  nur  noch  einlassen  können,  giebt  aberdet 
Herr  Verf.  p.  5.  —  p.  G.  folgenden  an,  wobei  nir  jedoch  dieW 
ser  überhaupl  auf  die  ganze  höchst  lehrreiche  Introduction  p.  L 
—  p.  6.,   verweisen: 

II  y  a  encore  une  classe  de  phenoraenes  optiques. 
juson'ä  preaent  prescioe  entiereiuent  intacte  par  l'analyse  nitlif 
inatique,  et  qui  sembie  au  premier  coups  d'oeil  s'opposer  k 
explication  plus  apnrofondie  siilvant  les  maximes,  snpposeSMC 
la  theorie  d/une  valeur  g^närale;  ä  cetle  classe  appartiennent  W 
vristaux  nonim^s  c/tnmV^rt^ues*).  Environ  K31  Al.  Nö  rremberg 
avait  deia  d^couvert,  en  meme  temps  qua  Herschel**), 
distribution  nnn-symötrique  des  anneaux  colores  autour  des  _.. 
optiqnes  dans  le  Uorax;  et,  peu  de  femps  apräs  il  trou\-a  qne  ll 
m^rae  chose,  quoiqae  sous  une  autre  forme,  avait  Heu  poor  k 
gyjme,  ou  sulfate  de  chaux  dans  un  memoire  d^taill^  sur  le) 
qualites  optiqnes  du  chaux  sulfatö  M.  Neumann"**) 
tT6  plus  t^rd  que  ces  phenoinenes  annonceot  rexistence  de  dlK- 
rents  axes  d'^lasticit^  pour  les  differentes  couleurs,  et,  en  v«ri- 
Gant  la  däcouverte  de  M.  Mitschcrlich-]-) ,  quc  les  axes  upCl- 
^ues  du  ^pse  coincident  h  58"  R^aum.,  il  trouva  aussi,  quc  I» 
ligne  qui  diviso  l'angle  des  axes  optiques,  c'est  ;i  dtrc  le  {>lul 
grand  et  le  plus  petit  axe  d'eiasticite ,  en  partant  d'une  temnen- 
iure  de  15,3"  U^aum.  tournc  en  meme  temps  3"  50'  £ur  ("axe 
moyen  d'elaslicitä. 

Ces  phenomeiies  ne  se  laissent  en  aucune  maniere  reconeWier 
avcc  la  theorie  de  Fresnel  pour  la  Gurface  d'elasticite  doot  les 
trois  axes  rectangulaires  doiveot  ntcesaairenient  avoir  une  Situa- 
tion fixe  dans  le  corps.  Aussi,  M.  Neuman  dit-il,  daos  le  me- 
moire cite:  „Es  ist  um  so  mehr  hervorzuheben,  dass  dem  Phae' 
noraen  eine  neue,  mit  der  Fresnelschen  Theorie  in  keinem  Zn- 
Bammenhange  stehende,  ja  ihr  irid ersprechende  Thalsache  tun 
Grunde  liegt."    MacCnllagh-|-{-),    le   seul,    ä    ce  que  noDS  ei- 


Oattinoy. 

**)     Corretp.  Malli.  e 


phjs.  T.  1.  p.  XTfi, 


*")     Fogg.  Aon.  X\XV.  Bl.  et  203.     Dans  le  ni«nie  tniti  » 
a«i  la  noticG  de  la  deuouverle  de   U.  NSrrtmbcrg  tat  lo  SuU) 


+>    Pogg.  Ann.  VIll.  51B. 

tt)    Pbil.  Maga».  Scr.  III.  Vol. 
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"▼oos^  ^ui  ait«  jjiMqu'  ä  pr^ent«  entrepris  de  traiter  ces  ph^nome- 
WBS  d'une  niani^re  analytiaue,  s'exprime  aussi  en  ces  termes: 
^They  are  inconsistent  witn  all  received  notions,  and  contradict 
-«irery  theory  that  has  been  hitherto  proposed/^  A  quel  point, 
.IUI  contraire^  sa  propre  thäorie,  admettant  inline  la  justesse  de 
fhypothese  mathematique  qui  lui  sert  de  base^  soit  satis- 
Arisante,  nous  savons  d'autant  moins  juger^  qull  nous  manque 
tous  les  dätails  la-dessus,  et  que  ceux  qui  sont  contenus  dansle 
memoire  cito  soet  trop  incomplets,  pour  porter  la-dessus  un 
jogement. 

L'objet  principal  donc  de  ce  tralte,  c'est  d'essayer  de  faire 
disparattre  cette  coDtradiction,  apparente  plutdt  que  r^lie,  qui  a 
lleu  entre  la  theorie  de  Fresnel  et  les  pbönomenes  observ^s  des 
eristaux  clinoidriques :  de  montrer ,  eomment  cette  derniere  theorie 
est  k  considärer  comme  nne  solutioo  speclelle  d'un  probl^me  plus 
ötendu,  dont  la  Solution  nous  fournit  aussi  une  explication  des 
qualit^  optiques  des  eristaux  en  question. 

M5ge  diese  schone  Abhandlung  nochmals  allen  denen,  welche 
für  die  physikalische  Theorie  des  Lichts  sich  interessiren,  bestens 
empfohlen  sein! 


i. 


S.  :M3.  Z.  ti.    Statt  ller  1 
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■ 

JLlterarlüclier   Berleltt. 


Cksscliichte  und  üiteratnr  der  Mathe- 
matik und  Physik.  i 

Almanach  der  Kaiseriichen  Akademie  der  Wissen- 
schaften (zu  Wien)  fflr  das  Jahr  1851.  Wien.  Aus  der 
k.  lt.  Hof-  und  Staatsdruckerei. 

I 

Wir  glauben,  daiss  der  Inhalt  diese«  Almanach«  flSr  die  Le- 
ser des  Archivs  von  mehrfachem  Interesse  sein  wird.  ZunSchst 
fiihren  vih  ihn  indess  hier  hauptsächlich  deshalb  an ,  weil  er  sehr 
vollständige  Verzeichnisse  aller  von  mehreren  trefflichen  Mathe- 
natikern,  Astronomen  und  Physikern,  die  ordentliche  Mitglieder 
der  Kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften  sind,  herausgege- 
benen grösseren  Schriften  und  einzelnen  Abhandlungen  und  Auf* 
•ätzen  enthält,  welche  deshalb  grosses  Interesse  haben,  da  man 
sie  anderwärts  nicht  in  dieser  Vollständigkeit  finden  dfirfte.  Wir 
weisen  in  dieser  Beziehung  u.  A.  nur  hin  auf  die  Herren 
Andreas  Baumgartner  in  Wien,  Adam  v.  Burg  in  Wien, 
Franz  Carlini  in  Mailand,  Christian  Doppler  in  Wien.  An- 
dreas V.  £ttin.srshausen  in  Wien,  Marlan  Koller  in  Wien, 
Carl  Kreil  in  Prag>  Joseph  Petzval  In  Wien,  Johann  Jo- 
seph Ritter  v.  Prechtl  in  Wien,  Giovanni  SantinI  in  Pa« 
dua,  Anton  Schrutter  in  Wien,  Simon  Stampfer  in  Wien. 
Die  künftigen  Jahrgänge  des  Almanachs  werden  in  der  obigen 
Beziehung  noch  vollständiger  sein,  auch  Lebensbeschreibungen 
enthalten,  und  in  dieser  Weise  jedenfalls  einen  sehr  beachtens- 
and  dankenswerthen  Beitrag  zur  Geschichte  und  Literatur  der 
oben  genannten  Wissenschaften  liefern,  weshalb  wir  hier  auf  deren 
für  die  Folge  verbürgtes  regelmässiges  Erscheinen  aufmerksam 
machen. 

Band  XVII.  M 


Annuaire  de  rAcademie  Royale  dos  stiencea, 

lettre»    et  des    beanx-arts  de  Belgtque.    1851.    Ürgxel- 
les.    1851.    8. 

In  dioKem  Jahrgänge  des  Aniiuaire  der  Küniglichen  Akadenl« 
der  Wissenschaften  zu  Brüssel  rindet  Mch  eine  vun  Herrn  Que- 
telet  verfasste  Notice  eur  H  enri-Chr  etion  Schumacher, 
Associe  de  TAcadeinie,  nelche  ein  höchst  anziehendes  Bilil 
von  dem  trelUichen  Dahingeschiedenen  lierert.  «nd  um  so  lebhaf- 
ter und  interessanter  ist,  als  Herr  Quetelet  dahei  zum  groMen 
Theile  aus  eigner  Anschauung  geschü)irt  hat.  Viele  Steilen  au» 
Schumachers  Ijriefen  tverden  uiilgetheilt ,  von  denen  ivir  eine, 
die  astronomischen  Instrumente  und  insbesondere  TrougthOD 
betreffende,  unaiern Lesern  nicht  vorenthalten  künnen.  Herr  (Joe- 
telet  sagt:  ,,Le8  inslmments  n'inspirent  ces  pnssiuns  qo'aui 
hommes  qui  savent  s'en  servir.  C'est  aussi  pour  ces  hoinmes  que 
les  filn«  grand»  mecaniciens  räservent  tootos  leurs  tendreia««- 
Le  pItiB'hähHc  Ingenieur  d'Angleterre,  le  crflebre  Troughlon,  avail 
pour  SchuMiaclier  une  aniitie  loute  particuliere.  Conmie  il  h^si- 
tait  ä  Mous  envoyer  les  ^riuids  instrumenta  que  lui  avait  coinmitn- 
de«  legouvernement  dechu;'"  undlahrtdann  fort:  „Schumacher  nie 
prnposa  de  lui  ecrire«  „Pour  moi"  —  disait  il  —  „le  rieux 
Troughlon  tait  l'impossible;  t'iut  ce  que  jedesire,  est  aussitötex- 
f4iii.  U  s'obstine  m^nie  ä  faire,  lui  mäme,  les  4«n>i^n»Me6fr 
catiuns.  Comme  il  parait,  que  je  suis  son  enfant  gate,  il  etn 
peut-ätrc  bon  que  je  lui  öcrive  pour  vos  iuBtruments,  et  VOUi 
pouvex  cnmuter  que  je  le  l'erai  ä  la  premi^re  occasslon."  Am 
Schlüsse  dieser  interessanten  Nntice  sagt  Herr  Quetelet  Gber 
Schumacher:  „La  complaisaDce  de  Schumacher  ^tait  extr^ne; 
il  suflisait  de  lui  temoigner  un  desir,  pour  qu'il  appliquU  tuuto 
son  aclivile  et  celle  de  ses  amis  aux  mnyens  d'v  salisl'aire.  Ceai 
qui  l'ont  visilä,  savent  qu'il  exer(;ait  rbospitaÜte  de  la  niani^e  la 
plus  graiide  et  la  plus  anectueuse.  Son  commerce  etüit  tresa^ic- 
uble;  avec  une  Instruction  l'urt  etendue,  il  causait  d'une  luiuiieK 
attrayante  sur  les  sujets  les  plus  divers:  sciences,  lettres,  srts, 
les  abjets  m^nie  fuliles  en  apparence,  rien  iie  uaraissait  tiu  etre 
etranger*).  Sa  conversation  etait  gaie,  spirituelle,  relev«e  QtälDS 
par  uu  leger  grain  de  causticite  qui  janiais  ne  blessait  persaan^ 
niais  qui    tendait  ä  mettre  ea  relief  le  cote  plaisant  des    choStt'' 

Wir  empfehlen  diesesehr  interessante NotiK  Ober  einen  iiimW 
ausgezeichnetsten  Astronomen  und  IVIathemnliker  recht  seht  4^ 
Beachtung  der  Leser  des  Archivs,  und  »eisen  bei  dieser  Gw 
genheit  auch,  nie  schon  io  rriiheren  liternrischan  Berichten,  aM# 
maU  auf  die  gleichfalls  von  Herrn  IJuetelet  verfiissten  NdOM 
biographiques  fiber  Pierre  Franifoiis  Verhulst  (Annuaire.  HA 


r  le*   arti  du  denia      . 

I  elTet  deminaiC  f»rt  liiea;  [lenduiit  le  s^niir  qae  je  fli  RilCK  1»!^ 

n  [»irtrnit  jmiir  J'glTrirä  nia]  _^ 
HE  iirupoiitinn  qiii  twS 
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p.  97.),  Pierre  GerniiDal  Danüelin  (AiiDuaire  1848.  u.  Ii2ö.)| 
Alezi«  Bouvard  (Anoiiaire.  1844.  p,  79.),  A.  Levy  (ABDuair« 
1844.  p.  138.)  als  gleich  interessante  Beiträge  aur  ttescbicbte  uod 
Literatur  der  Mathematik  bin. 


Arithmetik. 

Entivickelungsmethodeu  des  Binoroialtheorems! 
Dargestellt  von  Fr.  Xaver  Lehmann,  Lehrer  der  Ma- 
thematik und  Naturwissenschaften  am  Lyceum  zu 
Constanz.    Constanz.    1852.    4. 

Die  verschiedenen  Beweise  des  ^Binomialtheorems ,  auch  die 
fiotwickelung  der  Potenz  eines  Binomiums  in  einen  contin|iirlichen 
Bruch,  sind  in  dieser  Schrift  mit  ziemlicher  Vollständigkeit  zu- 
sammengestellt; auf  die  Bedingungen  der  Convergenz  und  Diver- 
genz der  Binomialreihe  hätte  wohl  noch  etwas  bestimmter  Rück- 
sicht genommen,  und  dieselben  hätten  hin  und  wieder  wohl  noch 
etwas  schärfer  hervoi^ehoben  werden  sollen.  Sonst  verdient  die 
Sehrifl  von  denen,  die  in  möglichster  Kürze  die  verschiedeneii 
Beweisarten  des  Binomialtheorems  kennen  lernen  wollen,  wohl 
beachtet  zu  werden. 


Geometrie. 

A.  G.  Alings,  de  superficierum  curvatura.  Supple* 
mentum. 

Dies  ist  der  zweite  Theil  der  in  dem  Literar.  Ber.  Nr.LIII. 
S.  736.  angezeigten,  und  dem  Titel  nach  vollständig  angegebenen 
•ehr  fleissigen  und  griind  liehen  Dissertation  des  Herrn  Doctor 
Alings,  die  wir  von  Neuem  zur  sorglültigen  Beachtung  recht 
sehr  empfehlen.  Der  Inhalt  dieser  zweiten  Abtheilung  ist :  Pars  IL 
Caput  II.  Formulae  curvaturam  spectantes  ad  genera- 
lins  coordinatorum  systema  relatae.  —  Cap.  III.  De 
pnnctis  quibusdam  sin^^ularibus.  ~  Cap.  IV^.Ue  lineis 
cnrvaturae.  Pars  IIL  Historia,  in  welchem  dritten  Theile  eine 
•ehr  vollständige  Geschichte  und  Literatur  der  Theorie  der  Krüm- 
mung geliefert  wird. 

Ueber  Abwicklung  einfach  krummer  Flächen.  Inau- 
gural-Dissertation  von  Wilhelm  Schell,  Praktikant  am 
Gymnasium  zu  Marburg.    Marburg  18ÖL    4. 

Eine  recht  gute,  sehr  fleissig  und  keineswegs  ohne  Eigen- 
Ihümlichkeit  verfasste  Dissertation,    die  zu  allgemeinerer  Beach- 
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tung  «in]ifohlen  xa  werden  verttient.  Ihr  Inhalt  ist  Im  AHgeNMlkl 
nen  folBendec:  i.  lieber  einfach  krumme  Flächen  im  All&eni*i- 
nen.  II.  Von  der  Esplication  einfach  krummer  Flüchen.  III.  All- 
eemeiiie  Eigenschaften  der  auf  abwickelbaren  krummen  Flfccheit 
hegenden  Cunen  Tücksichtlich  ihres  Üebersangs  in  die  eutspic- 
cbenden  ebenen  Curven.  IV.  Die  AbwicklunK  der  Cvlindeni- 
chen.  V.  Die  Abwicklung  der  KegelUächeu.  VI.  Die  Abwicklung 
einfach  krummer  Flächen  mit  Rilckgratcurve.  —  Die  Schrift  Id 
ein  guter  Beitrag  zur  hr»heren  Geometrie  und  darf  auch  nameat- 
lich  Anfängern  zur  üebung  in  derselben  cmpfohleo  werden. 


Trigonometrie- 


N 


mmarium  der  Goniometrie  en  der    recliltjfiige  of 
vi  akke  Trigonometrie,    eeiic  handleid ing,  bij  het  vol- 

5cn    van    academiscbe    leseen    over  deze  ondenverpen 
er  meeticunde.     Twcede  drnk.     Leiden.     1850.     8. 

Dieses  Lehrbuch  der  Goniometrie  nnd  ebenen  Trigoiiomelrie, 
dessen  Verfasser  Herr  l^rofessor  G.  J.  Verdam  in  Leiden  tat, 
enthSlt  auf  dem  verhältnissmässig  »ehr  gerini;en  Räume  von  iül 
Seiten  eine  ungemein  vuUstfindige  Darstellung  der  Gonianielrle 
und  ebenen  Trigonometrie.  Ja  es  ist  uns  fast  keine  Schrift  V*>0 
«0  geringem  Umfange  bekannt,  in  welcher  man  alle  Formeln  der 
Goniometrie,  natürlich  und  ganz  besonders  auch  in  Betreff  der 
;;onio metrischen  Reihen  und  der  goniometrlschen  Auflüsiwa  der 
Gleicbangen,  und  der  ebenen  Trigonometrie,  in  solcher  VolUtSn- 
digkeit  und  Uebersichtlichkeit  beisammen  fände  »ie  hier,  wobei 
anch  selbst  die  Elliptische  und  Hyperbolische  Goniometrie,  S.  3Ö. 
und  S.  58.,  nicht  tehlt.  Wir  wünschen  daher  sehr,  dass  dJe»e 
Schrift  auch  in  Deutschland  alle  Beachtung  linden  m'ige,  die  sie 
gewiss  bei  ihrer  Vollständigkeit  auf  sehr  massigem  Räume  in  ho* 
nem  Grade  verdient.  Leider  ist  die  holtündische  mathematisclii 
Literatur  bei  uns  immer  noch  nicht  hinreichend  bekannt,  was  sehr 
2U  bedauern  ist,  da  die  meisten  auf  diesem  Gebiete  in  Hnllatid 
erscheinenden  Schriften  sich  namentlich  durch  grosse  GTandlichkeR 
und  Vollständigkeit  aaszeichoen ,  und  von  manchen  deutgchCM 
Schriftstellern,  die  oft  mehr  als  billig  nach  möglichster  Lricbtlg^ 
keit  der  Darstellung  streben,  zum  Muster  genommen  zu  werÄep 
verdienen.  Besonders  gilt  dies  aber  von  den  Schriften  des  Herrn 
Professor  Verdam,  die  uns  immer  mit  besonderer  Hochachlnns 
vor  ihrem  Verfasser  erffillt  haben,  und  dem  wir  daher  so  oft  tU 
möglich  auf  dem  Gebiete  unserer  Wissenschaft  zu  liegegnrn 
wünschen. 


Praktische  Meclianik. 


,  Ueber  die  Reibung  an  cylindrisühen  Zupfen.  Ein- 
lud aRj^aschrift  zudenPrafungen  der  Schßler  der  tecb- 
dtscben  l^ehranstalteD  in  Augsburi;  am  Schlüsse  des 
Studienjahres  18«/.,,  von  G.  Decher,  Prof.  der  Physik 
und  Mechanik  aii  der  Künigl.  polytechnischen  Schul«. 
Ä-ugsIturg.    4. 

Der  Herr  Verfasser  tadelt  im  Eingange  seiner  Schrift  im  All- 
gemeinen  diis  hiisher  nieisleiis  befolgte  Verfahren  bei  der  AuflD- 
«ang  der  Aul'gahen  der  praktischen  Mechanik,  und  sagt  dann,  dass 
«in  solches  luddiiswertbes  Verfuhren  besondere  bei  allen  Aufga- 
Wn  der  Alaschioenlehre,  wo  die  Reibung  in  Betracht  gezogen 
wird,  gang  tind  gäbe  genesen  sei,  und  es  deshalb  auch  garnicht 
za  verwundern  sei,  Venn  die  meisten  Schrtftiateller  in  diesem 
Fach«  SU  ganz  fersebledenen  Ergelinissen  linnimen,  nie  z.B.  die 
Herren  Brix  und  Weisbnch  über  die  Zupfenreibung,  kavier 
und  Poncelet  über  die  Reibung  an  der  scharf>;angi<fen  Schraube 
U.  e.  V.  Es  diirfe  deshalb  nicht  überfliissig  sein,  bei  diesen  Un- 
tf^sucbungen  einen  mehr  nissenschaftlichen  Weg  einzuHchlageii, 
un  wenigstens  nach  dem  bis  jetzt  als  richtig  angenommenen  Ge- 
;StttE«,  diiss  die  Reibung  unter  sonst  gleichen  umständen  dem 
Drucke  proportional  und  von  der  (leschivindigkeit  unubh.lngig  sei, 
"~    die  einzelnen  Fälle  richtige  Ergchnisse  abzuleiten.  Die  in  die- 

Scbrifl  initgetheilte  Betrai.-htnng  Über  die  Reibung  an  der  Alan- 

tAlflKcfae    cylindrischer  Zapfen  mtlge  als  ein  Versurb    dieser  Art 
nerden.     Auf  S.  14— Iß  sucht  der  Herr  Vf.  die  völlig« 
'lirichligkeit  der  von  den  Herren  Weisbach  und  Brix  gegebe- 
""  Theorien  nachzuweisen. 

Wir  empfehlen  dieses  Programm   den  Liebhakern   der  prakti- 
nt  Mechanik  zur  BeachtunK,    aber  auch   zur  ^orgralti^en  Prfl- 
j  der  darin  vorgetragenen  Lehren.     Mit  den  über  die  Behand- 
)Dg  der  Aufgaben  dieser  Wissenschaft  ausgesprochenen  Ansichten 
—  Herrn  Vfs.  sind  wir  im  Allgemeinen  einverstanden,  und  glau- 
<    allerdings  auch,  dass  diese  Wissensciutft  einer  völligen  Ue- 
U  bedürfe.     Oft  genug  sind  wir  Hchnn  erstaunt  fiber  sotche  von 
.-.Jt  Herrn  Vf.  gleichfalls  gerCgte  Willkührlichkeiten,  die  man  in 
Mnenllieh  bei  'rechnikern  beliebten  Lehrbüchern  der  praktischen 
'tscbanilc  findet;  und  Schade  ist  es  nur,  da^s  letztere  gewöhnlich 
Jles  als  haare  Münze  annehmen,     was    doch  nur  oft  genug  Tai- 
libes  (ield    ist.     Auch  sieht  man  Öfters  Leute,    die  sich  für  Ma- 
fmi^atiher  halten,    mit  dergleichen  Aufgaben  in  einer  VVeise  unl- 
ieben,   bei   der   dem  nähren  Mathematiker  das  Hera    web   thut. 
^Cieht  also  der  Herr  Vf.  des  vorliegenden  Programms  —  über  des- 
hien   eigentlichen   Inhalt  wir  ein  Urlheil  hier  absichtlich  nicht  aus- 
pprechen,  da  wir  uun  dann  auch  auf  eine  Kritik  anderer  Theorien 
teinlassen  müsslen,    wozu  uns  hier  der  Raum  fehlt,  —  damit  um, 
l^lie  Aufgaben  der  praktischen  Mechanik  auf  eitle  genügendere  Weise 
als  bL^her  zu  behandeln,  so  ist  dieses  ünfernuhnien  jcdeiitaila  ein 
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Dieaer  Kalender  cnlhült  manche  interessante  Knlizen, 
1>lo86  in  nautixuher  HOcksicIit,  sondern  auch  in  allgemein  W-kfen. 
•chaftlkher  inatheinalisther  Uusiehnng,  niid  verdient  xur  Beach- 
tung empfohlen  zu  werden. 

Nautischer  Almanuch  mit  »ammtlicheD  Mandedi- 
■  tanzen  kuiu  Gebrauih  des  Seefahrers.  Ein  Auszug  aua 
The  nautteal  Almanau  and  a»tranomicut  E|ihemeris. 
Für  das  Jahr  I8S-2.  Berechnet  fiir  den  Greennichet 
Meridian.     Ku|>euhaReii.     1851.     1  Tbir. 

Wir  freuen  uns  sehr,  dass  dieser  ausgezeichnete  und  roa 
UI18  Bchnn  früher  eni|ifiihlene  Schiffer-Alniaiiai'h,  den  wir  aiw  ei^ 
nem  Gebrauch  bei  astroiiomischen  Ueohaohtungeu  kennen,  uad 
welcher  l'fir  diejahre  184'J,  1»S0  und  I8G1  von  deiu  leider  so  frah 
verstorbenen  Professor  G.  V.  ürsin  herausgegeben  wurde,  keine 
Unlerhrechuiig  erlitten  hat.  Der  jetzige  Herausgeber  i^t  der  Pre- 
uieriieutenaiit  und  Lehrer  der  Navigation  beim  äee-Cadeltencaqw, 
Herr  J.  C.  Tuxen  in  Kopenhagen,  welcher  die  Ueraasgabe  im 
Auftrage  des  Vereins  zur  Beiorderung  der  Seefahrt  besorgt  Wir 
wüssten  in  der  T hat  keinen  Almanach,  welchen  wir  zum  Gebrench 
der  Schiffer  mehr  emjifehlea  konnten  als  diesen,  da  er  alles  ireeod 
Erforderliche  in  grosser  Zweckmässigkeit  enthält,  und  Überalldea 
iie  Bedürfnisse  des  praktischen  Seewesens  vollkniimien  kennen- 
den Herausgeber  verräth,  _  Älüge  die  Herausgahe  nie  unterbrochen 
werden,  was  wohl  auch  nicht  x\i  erwarten  sieht,  da  der  oben  ge- 
■  nannte  Verein  sich  an  die  Sjiitze  der  Herausgabe  gestellt  bat, 
Auch  der  Preis  von  1  Thir.  ist  hei  der  schiineu  Ausütallung  sehr 
nihssig. 

Termischte  Scliriften- 

Verhandlungen  der  schweizerischen  natnrfor- 
Behenden  Gesellschaft  bei  ihrer  V  ersanim  I  ung  Ib 
Frauenfeld  den  ±,  3.  und  4.  August  1849.  34ste  Vei- 
sammlung.    Fraueiifeld. 

Die  Anzeige  dieser  Verhandlnnge"  '»t  zufSIlig  verspätet  wiw 
den.  Die  Verhandlungen  von  1S48  sind  im  Liter.  Ber.  Nr.  LIV. 
S.  758.,  die  von  I85Ü  im  Liter.  Her.  IS'r.  LXIV.  S.  837.  aneezelgt 
worden.  Auch  die  Verhandlungen  der  34.  Versammlung  in  Frantfl* 
Md  enthalten  manches  interessante,  z.  B.  mnen  namentlich  fdr 
Lehrer  sehr  beachlungswerthen  A'ortrag  des  Herrn  Prof.  Schini 
fiber  den  nalur wissenschaftlichen  Unterricht  in  Volksschulen.  S. 
50.;  —  einen  Vortrag  des  Herrn  Kummer  über  den  VogelBBg. 
S.  59. ;  —  Blanchet:  sur  les  combustions  dans  I  es  et  res  orc^anis^et 
inorganises.S. 68.; -Prof- He  er:ZurGeschichteder Insekten. S.7&; 
—  Prof.  Schnnbein:  Ueber  die  chemische  Theorie  der  Volü- 
sehen  Säule.  S.  98.,  und  manches  Andere  in  den  Berichten  Ober 
die  Verhandlungen  der  Kantonalgesellschaßen,  was  sich  hier  .nicht 
Alles  namhaft  macheu  ISsst,  weshalb  wir  nur  noch  auf  einen  in^ 
thematischen  Aufä&tz  von  Herrn  Prof.  Dr.  Emil  Schinz  aus  Aarao; 
„über  die  gr.üssle  Spannweite  in  DrJihten"  airfmerk-oaD 
machen,  und,  wie  die  früheren,  auch  diese  Verhani" 
seren  Lesern  zwr  Beachtung  recht  sehr  empfehlen. 
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